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Einleitung. 

1.  Setzt  man  im  Baum  eine  mibegrenzte  Ebene  G  fest,  so 
kann  jeder  ausserhalb  derselben  liegende  Punkt  Ä  auf  sie  bezogen 
werden  mittels  eines  Lothes  i,  welches  aus  Ä  auf  die  Ebene  ge- 
föllt  wird.  Der  Pusspunkt  a  dieses  Lothes  heisst  die  Projection 
des  Punkts,  das  Loth  selbst  die  projicirende  Linie  oder  der 
Projectionsstrahl,  die  Ebene  6?  die  Projectionsebene  oder 
Grundebene. 

Die  Projection  eines  Systems  von  Punkten  auf  eine  Ebene 
G  ist  der  Inbegriff  der  Projectionen  aller  einzelnen  Punkte,  und 
kann  als  eine  Abbildung  dieses  Systems  auf  die  Grundebene 
angesehen  werden. 

2.  In  Vorstehendem  liegt  zunächst  nur  die  Erklärung  des 
Projicirens  im  engern  Sinne;  an  das  Wort  ^Projection*'  knüpfen 
sich  aber  noch  weitere  Bedeutungen. 

Ninmit  man  ausserhalb  einer  Grundebene  G  eine  gerade 
Linie  iZ,  welche  der  Grundebene  nicht  parallel  ist,  als  gegeben 
an,  und  legt  durch  beliebige  Punkte  des  Baumes  Parallelen  zu 
JB,  so  ergeben  die  Schnittpunkte  dieser  Parallelen  mit  der  Grund- 
ebene  die  schiefen  Parallelprojectionen  der  betreffenden 
Punkte.  Dabei  heisst  die  Gerade  B  die  Bichtungslinie  der 
Projection.  Die  Bichtungslinie  wird  entbehrlich,  wenn  man 
weiss,  dass  sie  senkrecht  zur  Gnmdebene  stehen  soU.  Mit  diesem 
besondem  Falle  der  Parallelprojection,  welcher  als  orthogonale 

G-ugler,  descript.  Geometrie.    4.  Aufl.  1 
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Projection  unterschieden  wird,  kommt  man  auf  die  in  Nr.    1 
erklärte  Projection  im  engern  Sinne  zurück. 

Statt  der  Greraden  B  sei  ausserhalb  der  Grundebene  ein 
Punkt  C  gegeben.  Legt  man  nun  durch  verschiedene  Punkte  des 
Baumes  gerade  Linien  so,  dass  sie  zugleich  durch  den  Punkt  C 
gehen,  so  liefern  die  Schnittpunkte  dieser  Linien  mit  der  Grund- 
ebene abermals  eine  Projection  für  das  durch  jene  Punkte  des 
Baums  gebildete  System,  und  diese  Projection  heisst  eine  cen- 
trale. Der  Punkt  C  ist  das  Projectionscentrum.  Sollen 
sämmtliche  Punkte  des  Systems  wirkliche  Centralprojectionen 
haben,  so  muss  das  Projectionscentrum  C  so  liegen,  dass  keiner 
jener  Punkte  in  eine  durch  C  parallel  zur  Grundebene  geführte 
Ebene  fällt. 

t  Sind  a,  5  die  Parallelprojectionen  zweier  Punkte  A,  B^  nnd  bildet 
man  bezüglich  der  nämlichen  Grundebene  auch  centrale  Projectionen  aj,  h^ 
dieser  Punkte,  so  kann  man  ai  mit  a  zusammenfallen  machen  durch  Ver- 
legung des  Projectionscentrums  G  auf  die  Gerade  Aa,  Bestimmterer  An- 
schauung willen  mag  dann  angenommen  werden,  dass  die  Punkte  A,  B,  C 
auf  einerlei  Seite  der  Grundehene  liegen  und  dass  sowohl  aC^aA  als  auch 
hiC^biB  sei.  Dabei  hängt  der  Abstand  zwischen  b  und  &i  ah  von  dem 
Winkel  aCbi  (=  5i?&i),  und  verringert  sich  mit  diesem  Winkel,  also  mit  dem 
Wachsen  der  Strecke  aC;  wächst  aC  über  jedes  Mass  hinaus,  so  wird  hbi 
unmesshar  klein.  Da  B  jeden  Punkt  einer  im  Baum  gegebenen  Figur  AB . . .  P 
bedeuten  kann ,  so  lässt  sich  auf  solche  Art  die  Centralprojection  äbi . . .  jpi 
der  Figur  ihrer  Parallelprojection  ab . ,  .p  annähern  soweit  man  nur  will. 

Der  Name  projicirendeLinien  oder  Projectionsstrahlen 
verbleibt  auch  bei  der  schiefen  Parallelprojection  und  der  Central- 
projection denjenigen  Geraden,  deren  Schnitte  mit  der  Grundebene 
die  Projectionen  für  Punkte  des  Eaums  geliefert  haben. 

3.  Soll  ein  Gegenstand  auf  einer  Ebene  perspectivisch 
abgebildet  werden,  d.  h.  so,  wie  er  aus  einem  gewissen  Stand- 
punkte dem  Auge  wirklich  erscheint,  so  kann  diess  nur  durch 
eine  Centralprojection  geschehen,  wobei  man  das  Centrum  im  Auge 
annimmt.  Gleichwohl  zieht  man  es  für  technische  Zwecke  allge- 
mein vor,  einen  darzustellenden  Gegenstand  in  seiner  orthogonalen 
Projection  oder  als  geometrisches  Bild  zu  geben,  weil  sich  dar- 
aus leichter  und  einfacher  auf  seine  wahren  Dimensionen  und 
übrigen  geometrischen  Eigenschaften  schliessen  lässt.    Zur  schiefen 


/ 
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Parallelprojection  greift  man  nur  in  seltenem  Fällen,  namentlich 
dann,  wenn  es  sich  blos  um  bequeme  Uebersichtlichkeit  des  be- 
absichtigten Bildes  handelt,  ohne  dass  an  dieses  Bild  weitere  geo- 
metrische Untersuchungen  angeknüpft  werden  sollen. 

4.  Ein  gegebenes  geometrisches  Gebilde  auf  eine  gegebene 
Ebene  in  orthogonale  Projection  zu  legen,  macht  einen  Theil  der 
Aufgabe  aus,  mit  der  sich  die  descriptive  Geometrie  (dar- 
stellende Geometrie,  beschreibende  Geometrie)  beschäftigt.  Ausser- 
dem aber  zeigt  dieser  Zweig  der  Mathematik,  wie  man  aus  den 
gegebenen  Projeetionen  verschiedener  Eaumgebilde  die  Beziehungen 
auffindet,  in  denen  diese  Gebilde  selbst  unter  sich  stehen,  und 
lehrt  die  Aufgaben,  auf  welche  die  gegenseitige  Stellung  von 
Punkten,  Linien  und  Flächen  im  Eaume  führt,  durch  Zeich- 
nungsoperationen lösen,  welche  in  einer  und  derselben  Ebene 
ausgeführt  werden  können. 

Da  die  descriptive  Geometrie  sich  der  orthogonalen  Projec- 
üonsmethode  fast  ausschliesslich  bedient,  so  soll  künftig  immer 
diese  gemeint  sein,  wenn  das  Wort  Projection  ohne  nähere  Be- 
stimmung steht. 

6.  Von  mathematischen  Vorkenntnissen  verlangt  die  des- 
criptive Geometrie  blos  Bekanntschaft  mit  den  wesentlichsten 
Xehren  der  elementaren  Geometrie  (Planimetrie  und  Stereometrie). 

Behufs  künftiger  Citate  sollen  diejenigen  stereometriscben  Sätze,  anf 
welche  man  am  häufigsten  zurückweisen  muss,  hier  zusanmiengestellt  werden. 

I.  Eine  Gerade,  welche  sich  so  bewegt,  dass  sie  eine  feste  Gerade 
fortwährend  schneidet  und  einer  gegebenen  Eichtung  parallel 
bleibt,  beschreibt  eine  Ebene. 

II.    Eine  Gerade  liegt  ganz  in  einer  Ebene,   wenn  sie  zwei  PuBkkte 

mit  dieser  gemein  hat,  oder  wenn  sie  durch  einen  Punkt  der  Ebene 

geht  und  zugleich  einer  in  der  Ebene  gezogenen  Geraden  parallel  ist. 

III.    Eine  Gerade  ist  einer  Ebene  parallel,  wenn  sie  mit  einer  in  der 

Ebene  liegenden  Geraden  parallel  läuft. 

IV.  Zwei  parallele  Ebenen  werden  von  einer  dritten  nach  Parallel- 
linien geschnitten. 

V.  Gehen  drei  Ebenen,  von  denen  keine  mit  einer  der  andern  parallel 
ist,  nicht  durch  eine  und  dieselbe  Gerade,  so  bilden  sie  drei  gerad- 
linige Durchschnitte,  welche  alle  entweder  unter  sich  parallel  sein 
oder  in  einem  und  demselben  Punkte  zusammenkonmien  müssen. 

1* 
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VI.    Sind  die   Schenkel  eines   Winkels  den   Schenkeln   eines   andern 
parallel,  so  sind  die  Ebenen  beider  Winkel  parallel  (oder  können 
anch  zu  einer  einzigen  £bene  zusammenfallen). 
VII.    Eine  Gerade  ist  senkrecht  auf  einer  Ebene,  d.  h.  auf  allen  Oe- 
raden,  die  man  darch  ihren  Fnsspankt  in  der  Ebene  ziehen  kann, 
wenn  sie  auf  zwei  solchen  Geraden  senkrecht  steht. 
VIII.    Sind  mehrere   Gerade  auf  einer  andern  Geraden  in  demselben 
Punkte  senkrecht,  so  liegen  sie  in  einer  Ebene.    (Oder:  wird  ein 
rechter  Winkel  am  seinen  einen  Schenkel  gedreht,  so  beschreibt; 
der  andere  Schenkel  eine  auf  dem  ersten  senkrechte  Ebene.) 
.IX.    Steht  eine  Gerade  senkrecht  auf  einer  Ebene,  so  sind  auf  dieser 
Ebene  alle  durch  die  Gerade  gehenden  Ebenen  senkrecht. 
X.    Die  Schnittlinie  zweier  Ebenen,  welche  auf  einer  dritten  Ebene 

senkrecht  sind,  ist  senkrecht  zu  dieser. 
XI.    Zwei  auf  einerlei  Ebene  senkrechte  Gerade  sind  parallel 
-  Xn.    Fällt  man  aus  einem  und  demselben  Punkte  eine  Senkrechte  auf 
eine  Ebene  und  eine  zweite  auf  eine  in  der  Ebene  gezogene  Gerade» 
so  ist  die  Verbindungslinie  beider  Fusspunkte  senkrecht  auf  jener 
Geraden. 


Von  der  Darstellung  des  Punktes,  der  geraden 

Linie  und  der  Ebene. 

6.  Durch  die  Projection  eines  Punktes  ist  eine  Gerade  (das 
projicirende  Loth)  gegeben,  in  welcher  er  liegt;  der  Punkt  selbst 
aber  ist  nicht  bestimmt,  da  er  noch  in  jeder  beliebigen  Entfer- 
nung von  der  Grundebene  (auf  der  einen  oder  andern  Seite  der- 
selben) angenommen  werden  kann.  Jene  Projection  gehört  dem- 
nach allen  möglichen  Punkten  der  projicirenden  Linie  gemein- 
schaftlich an,  d.  h.  sie  ist  die  Projection  dieser  Linie 
selbst.  Die  Projection  irgend  einer  andern  (nicht  zur  Grund- 
ebene senkrechten)  Geraden  oder  einer  Curve  wird  man  erhalten, 
wenn  man  ein  Loth  zur  Grundebene  an  der  gegebenen  Linie  fort- 
gleiten lässt  und  den  Weg  des  Fusspunktes  verfolgt.  Ist  nun  die 
gegebene  Linie  gerade,  so  beschreibt  das  bewegte  Projectionsloth 
eine  Ebene  (Nr.  5,  i);  daher  müssen  die  verschiedenen  Lagen 
ihres  Fusspunktes  sämmtlich  in  der  Geraden  enthalten  sein,  nach 
welcher  diese  projicirende  Ebene  von  der  Grundebene  ge- 
schnitten wird;  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  die  Projection 
einer  Geraden  gegeben  ist,  wenn  man  die  Projectionen  von  irgend 
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zweien  ihrer  Punkte  kennt.  (Die  Projection  einer  Strecke  ist 
gegeben  durch  die  Projectionen  der  Endpunkte.)  Ist  die  gegebene 
Linie  krumm,  so  kann  das  Projectionsloth  in  besondern  Fällen 
ebenfalls  eine  Ebene  beschreiben;  im  Allgemeinen  aber  wird  es 
«ine  krumme  Fläche  erzeugen,  welche  der  projicirende  Cylin- 
-der*  heisst  und  von  der  Grundebene  nach  einer  krummen  Linie 
geschnitten  wird. 

7.  Gleichwie  ein  Punkt  durch  seine  Projection  noch  nicht 
bestimmt  ist,  so  reicht  auch  zur  BestinMnung  einer  geraden  oder 
krummen  Linie  eine  Projection  nicht  hin;  denn  durch  diese  ist 
blos  die  projicirende  Ebene  oder  der  projicirende  Cylinder  gegeben, 
önd  die  Projection  entspricht  allen  Geraden  oder  Curven,  die  man 
in  dieser  Ebene  —  oder  allen  krummen  Linien,  die  man  auf 
diesem  Cylinder  ziehen  kann.  Kennt  man  aber  ausserdem  noch 
^e  Projection  des  Punkts  oder  der  Linie  auf  einer  zweiten  Ebene, 
die  mit  der  ursprünglichen  Grundebene  nicht  parallel  ist,  so  be- 
stinomt  sich  der  Punkt  als  Durchschnitt  zweier  Projectionslothe, 
^e  Gerade  als  Durchschnitt  zweier  Ebenen,  die  Curve  als  Durch- 
schnitt zweier  Cylinderflächen  oder  einer  Cylinderfläche  und  einer 
Ebene. 

Die  descriptive  Geometrie  nimmt  desshalb  immer  zwei  (un- 
begrenzte) Grundebenen  an,  und  zwar  rechtwinkelig  verbunden, 
weil  so  die  vorkommenden  Constructionen  am  einfachsten  werden. 
Man  bezeichnet  die  eine  als  horizontale,  die  andere  als  ver- 
ticale  (obgleich  sie  nicht  im  physikalischen  Sinne  horizontal 
und  vertical  liegen  müssen),  und  unterscheidet  durch  diese  Bei- 
worte auch  die  anf  ihnen  gezeichneten  Projectionen.  Unter 
j'^^^YeVucail-projicirender  Linie  oder  Ebene  hat  man  diejenige 
zu  verstehen,  mittels  deren  man  die  PvertTSi}- Projection  eines 
Punktes  oder  einer  Linie  erhält.  Die  Durchschnittslinie  der  Grund- 
-ebenen  heisst  Grundschnitt  (Projectionsaxe,  Basis).  Beide  Grund- 
ebenen  in  Verbindung  bilden  das  Grundsystem. 

Die  Gi-undebenen  bringen  den  Eaum  in  vier  Abtheilungen, 
und  jede  Ebene  scheidet  die  andere  in  zwei  Theile,  so  dass  man 


*  Die  höhere  Geometrie  nimmt  die  Namen  Cylinder  und  Kegel  in 
weiterer  Bedeutung  als  die  elementare. 
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eine  vordere  und  hintere  Horizontalebene  und  eine  obere  uncT 
untere  Verticalebene  hat. 

Von  den  beiden  Grundebenen  hat  keine  vor  der  andern  etwa^ 
voraus.  Sie  können  ihre  Namen  tauschen,  ohne  dass  dadurch  die- 
Sache  selbst  eine  Aenderung  erleidet.* 

8«  Um  mittels  der  Grundebenen  die  Lage  einer  unbegrenzten 
Ebene  anzuzeigen,  kann  man  nicht,  wie  bei  der  Linie,  ihre  sämmt- 
liehen  Punkte  projiciren,  indem  man  dadurch  in  der  Begel  die^ 
Grundebenen  selbst  als  Projectionen  der  Ebene  erhalten  würde. 
Man  hat  für  das  Einfachste  befunden,  eine  Ebene  durch  Angabe^ 
der  beiden  Geraden  zu  bestimmen,  nach  denen  sie  die  Grund- 
ebenen schneidet,  und  diesen  Geraden  den  Namen  Spuren  (Tracen) 
gegeben.  Die  Spuren  einer  Ebene  müssen  sich  im  Grund- 
schnitte begegnen  oder  beide  mit  ihm  parallel  laufen 
(Nr.  5,  V). 

In  besonderen  Fällen  kann  übrigens  eme  Ebene  nur  eine  Spur 
haben^  oder  es  können  auch  beide  Sparen  zasammen fallen.  (Nr.  18.  19). 

Spuren  heissen  auch  die  Durchschnittspunkte  einer  Linie  mit 
den  Grundebenen,  sowie  die  Curven,  nach  welchen  eine  krumme 
Fläche  die  Grundebenen  schneidet. 

9,  Soll  eine  geometrische  Aufgabe  mittels  der  Projections- 
methode  gelöst  werden,  so  sind  die  nöthigen  Constructionen  zum 
Theil  auf  der  Horizontalebene,  zum  Theil  auf  der  yerticalebene 
auszufahren.  Damit  diess  in  Wirklichkeit  geschehen  könne,  mus& 
man  die  beiden  Grundebenen  durch  eine  einzige  repräsentiren. 

Denkt  man  sich  in  dieser  Absicht  die  Verticalebene  um  den 
Grundschnitt  so  weit  gedreht,  dass  ihr  oberer  Theil  mit  der  vor- 
dem Horizontalebene  einen  flachen  Winkel  bildet,  so  haben  sich 
in  der  That  beide  Grundebenen  zu  einer  vereinigt,  welche  man 
die  Zeichnungsebene  nennt.  Der  ursprüngliche  Grundschnitt 
muss  aber  in  dieser  Zeichnungsebene  immer  angegeben  sein.  Was 
diesseits  des  Grundschnitts  liegt,  ist  zugleich  vordere  Horizontal- 
und  untere  Verticalebene;  jenseits  liegt  die  obere  Vertical-  und 


*  Die  Bedeutung  der  in  der  Folge  Öfters  gebrauchten  Abkürzungen  mit 
H,  V,  G  ist  augenfällig;  GS  =  Grundschnitt. 
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hintere  Horizontalebene.  Zur  Vermeidung  der  hieraus  entstehen- 
den Zweideutigkeiten  in  den  Zeichnungen  denkt  man  sich  die 
untere  verticale  Ebene  durch  die  vordere  horizontale  verdeckt 
und  ebenso  die  hintere  horizontale  dur<7h  die  obere  verticale,  und 
zeichnet  die  auf  den  verdeckten  Theilen  gelegenen  Projectionen 
und  Spuren  punktirt.  Sind  aber  die  Projectionen  selbst  Punkte, 
so  kann  man  blos  durch  die  Bezeichnung  andeuten,  welchen 
Ebenen  sie  angehören.  Ein  im  Räume  gelegener  Punkt  soll  hier 
immer  durch  einen  Buchstaben  des  grossen  Alphabets  und  jede 
seiner  beiden  Projectionen  durch  denselben  Buchstaben  des  kleinen 
Alphabets  benannt  sein,  so  jedoch,  dass  der  an  der  Verticalpro- 
jection  stehende  einen  Accent  erhält.  Sind  x  und  x'  die  Projec- 
tionen eines  Punkts,  so  ist  unter  X  oder  {x,  x*)  immer  dieser 
Punkt  im  Baume  zu  verstehen.  Auf  gleiche  Weise  zeigt  XY 
oder  {xy,  x*y')  diejenige  Linie  im  Baume  an,  deren  Projectionen 
xy  und  x'y'  heissen. 

Man  darf  indessen  niemals  vergessen,  dass  das  Umlegen 
einer  Grundebene  in  die  andere  nur  die  Ermöglichung  der  Zeich- 
nungsoperationen bezweckt,  und  dass  man,  um  sich  über  die  Be- 
deutung dieser  Operationen  Rechenschaft  zu  geben,  die  Grund- 
ebenen immer  in  ihrer  rechtwinkeligen  Verbindung  denken  muss. 
So  beziehen  sich  auch  in  Zukunfk  die  Betrachtungen,  durch  welche 
man  zur.  Auflösung  einer  vorgelegten  Aufgabe  zu  gelangen  sucht, 
meist  auf  den  ursprünglichen  Zustand  des  Grundsystems. 

(Wenn  daher  z.  B.  yon  einer  Geraden  die  Bede  sein  wird,  welche  einen 
in  der  Horizontalebene  gelegenen  Punkt  mit  einem  Punkte  der  Yerticalebene 
verbindet ,  so  bedeutet  diess  nicht  die  Linie,  welche  in  der  Zeichnung s- 
ebene  durch  beide  Punkte  gezogen  werden  kann,  sondern  die  Linie  im 
Baume,  wie  sie  vor  dem  Zurücklegen  der  Yerticalehene  sich  darstellt.  Oder 
wenn  PO,  OQ'  die  Spuren  einer  Ebene  sind,  so  hat  man  unter  W.  POQ* 
nicht  denjenigen  Winkel  zu  yerstehen,  der  durch  beide  Spuren  in  der  Zeich- 
nuDgsebene  gebildet  wird.) 

10.  Von  zwei  beliebig  auf  den  Grundebenen  angenommenen 
Punkten  lässt  sich  nicht  vorausetzen ,  dass  sie  einem  Punkte  im 
Baume  als  Projectionen  zugehören;  denn  die  aus  ihnen  auf  den 
entsprechenden  Grundebenen  errichteteu  Senkrechten  werden  sich 
in  vielen  PäUen  nicht  schneiden.  Es  muss  daher  zwischen  den 
Projectionen  eines  Punktes  eine  gewisse  Beziehung   stattfinden, 
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und  diese  ergibt  sich  aus  folgender  Betrachtung.  Legt  man  durcli 
<iie  von  einem  Punkte  ausgehenden  Projectionslothe  eine  Ebene, 
so  muss  diese  auf  jeder  Grundebene  senkrecht  stehen  (Nr.  5,  es:), 
also  auch  auf  dem  Grundschnitt  (Nr.  5,  x).  Die  Spuren  dieser 
Ebene,  welche  die  Projectionen  des  Punktes  enthalten,  sind  dem- 
nach ebenfalls  senkrecht  zum  Grundschnitt  und  werden  nach  dem 
Zurücklegen  der  Verticalebene  einen  flachen  Winkel  bilden  oder 
aufeinander  fallen.  Die  gesuchte  Beziehung  besteht  also  darin, 
dass  die  aus  den  angenonmienen  Projectionen  auf  den  Grund- 
schnitt gelallten  Lothe  sich  begegnen  müssen,  oder  dass  auf  der 
Zeichnungsebene  das  von  der  einen  Projection  ausgehende  Loth 
die  andere  Projection  aufnehmen  muss  (was  sich  auch  dahin  aus- 
sprechen lässt,  dass  die  Verbindungslinie  der  Projectionen  senk- 
recht zum  Grundschnitt  stehe). 

f  Da  bei  der  ursprünglichen  Stellung  der  Grundebenen  die 
beiden  Projectionslothe  mit  den  Spuren  der  durch  sie  gehenden 
Ebene  ein  Rechteck  einschliessen,  so  sieht  man,  dass  die  Ver- 
ticalprojection  des  Punktes  vom  Grundschnitt  eben  so 
weit  entfernt  ist  wie  der  Punkt  selbst  von  der  Horizon- 
talebene. Man  nennt  diese  Entfernung  seine  Horizontal- 
distanz. Die  Verticaldistanz  (d.  h.  der  Abstand  des  Punkts 
von  der  Verticalebene)  ist  gleich  der  Entfernung  der  Horizontal- 
projection  vom  Grundschnitt. 

11.  Liegt  ein  Punkt  in  der  einen  Grundebene,  so  fällt  er 
mit  seiner  Projection  auf  diese  zusammen;  seine  andere  Projection 
fällt  in  den  Grundschnitt. 

Ein  im  Grundschnitt  gelegener  Punkt  fällt  mit  seinen  beiden 
Projectionen  zusammen.  Schneidet  daher  eine  Linie  den  Giimd- 
schnitt,  so  müssen  ihre  Projectionen  dort  zusammentreffen. 

12.  Eine  in  einer  Grundebene  liegende  Linie  ist  zugleich 
ihre  Projection  auf  dieser;  ihre  zweite  Projection  fällt  in  den 
Grundschnitt  (Nr.  11). 

Liegt  eine  Gerade  im  Grundschnitt,  so  fallen  ihre  beiden 
Projectionen  mit  ihr  zusammen. 

13.  Ist  eine  Gerade  senkrecht  zu  einer  Grundebene,  so  ist 
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auf  dieser  ihre  Projection  ein  Punkt  (Nr.  6).  Die  sämmtlichen 
Punkte  der  zweiten  Projection  müssen  der  in  Nr.  10  gefundenen 
Beziehung  genügen.  Die  zweite  Projection  selbst  ist  also  eine 
Senkrechte  zum  Grundschnitt  in  dem  Punkte,  wo  diesen  das  aus 
der  ersten  Projection  auf  ihn  gefüllte  Loth  trifft  (so  dass  in  der 
Zeichnungsebene  jene  Senkrechte  und  dieses  Loth  sich  decken). 

14.  Ist  eine  Gerade  parallel  zu  einer  Grundebene,  so  ist  auf 
der  andern  ihre  Projection  parallel  zum  Grundschnitt.  Denn  da 
zwei  beliebige  Punkte  der  Linie  gleiche  Distanz  von  der  ersteren 
Ebene  haben,  so  müssen  auf  der  zweiten  die  Projectionen  dieser 
Punkte  gleichweit  vom  Grundschnitt  abstehen  (Nr.  10). 

Läuft  demnach  eine  Gerade  parallel  mit  beiden  Grundebenen 
(oder  mit  dem  Grundschnitt),  so  sind  ihre  beiden  Projectionen  dem 
Grundschnitt  parallel. 

IB.  Liegt  eine  Gerade  in  einer  zum  Grundschnitt  senkrechten 
Ebene,  so  stehen  ihre  beiden  Projectionen  auf  dem  Grundschnitt 
in  einem  und  demselben  Punkte  senkrecht,  bilden  also  in  der 
Zeichnungsebene  eine  einzige  Linie.  Die  Gerade  selbst  kann  sich 
nicht  als  Durchschnitt  zweier  projicirenden  Ebenen  ergeben,  weil 
diese  Ebenen  hier  in  eine  zusammenfallen.  Sie  ist  daher  nur 
dann  bestimmt,  wenn  andere  Angaben  hinzukommen,  z.  B.  wenn 
ihre  Spuren  gegeben  sind  oder  die  Projectionen  für  irgend  zwei 
ihrer  Punkte. 

16.  Im  Allgemeinen  kann  man  zwei  in  den  Grundebenen 
beliebig  gezogene  Gerade  als  Projectionen  einer  Linie  betrachten, 
weil  die  durch  sie  geführten  projicirenden  Ebenen  sich  immer 
schneiden  werden.  Nur  wenn  man  die  eine  Projection  senkrecht 
zum  Grundschnitt  angenommen  hat,  ist  die  andere  nicht  mehr 
ganz  willkürlich  (Nr.  13.  15). 

17.  Steht  eine  Ebene  senkrecht  zur  ersten  Grundebene,  so 
steht  ihre  zweite  Spur  senkrecht  auf  dem  Grundschnitt. 

Für  eine  auf  dem  Grundschnitt  senkrechte  Ebene  sind  mithin 
beide  Spuren  senkrecht  zu  diesem. 

(In  letzterem  Fall  könnte  jede  Spur  als  eine  Projection  der  Ebene 
gelten,  im  vorigen  Fall  die  erste  Spar.    Vgl.  Nr.  8.) 
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18.  Liegt  eine  Ebene  parallel  zum  Grandschnitt,  so  können  ihre 
Spuren  diesen  nicht  treffen,  müssen  also  mit  ihm  parallel  laufen. 

Ist  dabei  die  Ebene  zugleich  parallel  mit  einer  der  Grund- 
ebenen,  so  hat  sie  nur  eine  einzige  Spur. 


19.  Geht  eine  Ebene  durch  den  Grundschnitt,  so  fallen  ihre 
jf^;           Spuren  beide  mit  diesem  zusammen,  und  zu  ihrer  Bestimmung 

ist  noch  eine  Angabe  nöthig,  z.  B.  ihre  Neigung  gegen  eine  der 
Grundebenen,  oder  die  Projectionen  für  einen  ihrer  Punkte.* 

20.  Zwei  Gerade,  die  sich  im  Grundschnitte  treffen  oder 
beide  mit  ihm  parallel  laufen,  kann  man  immer  für  Spuren  einer 
Ebene  nehmen,  weil  durch  ein  solches  Linienpaar  eine  Ebene  stets 
möglich  und  auch  völlig  bestimmt  ist. 

21.  Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  in  Nr.  11 
bis  14,  17,  18  aufgeführten  Sätze  auch  umgekehrt  (indem  man 
aus  den  Projectionen  oder  Spuren  auf  die  Lage  der  Linien  oder 
Ebenen  selbst  schliesst)  Geltung  haben. 

22.  Ein  Punkt  oder  eine  Linie  wird  als  gegeben  betrachtet, 
wenn  die  beiden  Projectionen  des  Punkts  oder  der  Linie  bekannt 
sind  (vorausgesetzt  dass  bei  einer  Geraden  nicht  der  in  Nr.  15 
besprochene  Fall  stattfindet).  Eine  Ebene  ist  gegeben,  wenn  man 
ihre  Spuren  kennt. 


Zweites  Kapitel. 


Lehrsätze   und   Aufgaben  über  gerade   Linien 

und  Ebenen. 


'r-'  23.   Fallen   die  Spuren  einer  geraden  Linie  in  die 

^  Spuren  einer  Ebene,  so  liegt  die  Linie  selbst  in  der 

|>  Ebene.    (Nr.  5,  ii.) 


*  In  den  Fällen  Nr.  15  und  Nr.  19  nimmt  man  oft  auch  eine  dritte 
Grnndebene  (senkrecht  anf  H-Ebene  und  V-Ebene)  zn  Htilfe,  wovon  später. 
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Umgekehrt:   Eine  in  einer  Ebene   gezogene  Gerade  -:\ 

hat  ihre  Spuren  in  den  gleichnamigen  Spuren  der  Ebene.  -^ 

24.  Die  gleichnamigen  Spuren  paralleler  Ebenen 
sind  parallel  (Nr.  5,  iv). 

Umgekehrt:  Haben  zwei  gegen  den  Grundschnitt  ge- 
neigte Ebenen  parallele  Spuren,  so  sind  sie  selbst  pa- 
rallel (Nr.  5,  vi).  (Sind  die  Spm-en  zweier  Ebenen  dem  Grund-f 
schnitt  parallel,  so  können  zwar  die  Ebenen  selbst  parallel  sein; 
sie  können  sich  aber  auch  nach  einer  mit  dem  Grundschnitt  pa- 
rallelen Geraden  schneiden.) 

25.  Die  gleichnamigen  Projectionen  paralleler  Li- 
nien sind  parallel.  Denn  nimmt  man  in  jeder  der  Linien 
einen  beliebigen  Punkt  an  und  fällt  aus  diesen  Punkten  Lothe 
auf  eine  Grundebene,  so  sind  diese  parallel  (Nr.  5,  xi) ;  daher  sind 
die  durch  sie  gehenden  projicirenden  Ebenen  parallel  (Nr.  5,  vi), 
mithin  auch  deren  Spuren. 

Sind  in  beiden  Grundebenen  die  Projectionen 
zweier  Geraden  parallel  und  nicht  zum  Grundschnitt 
senkrecht,  so  müssen  die  Geraden  im  Baume  selbst  pa- 
rallel sein.  Denn  es  sind  die  gleichnamigen  projicirenden  Ebenen 
parallel  (Nr.  5,  vi,  XI) ;  die  Durchschnitte  der  beiden  Paare  pro- 
jicirender  Ebenen  sind  daher  sämmtlich  unter  sich  parallel  (Nr.  5, 
IV) ;  unter  diesen  Durchschnitten  befinden  sich  aber  die  fraglichen 
Linien.  (Sind  die  Projectionen  senkrecht  auf  dem  Grundschnitt, 
so  ist  ein  Parallelsein  der  Linien  im  Baume  möglich,  aber  nicht 
nothwendig.) 

26.  Zwei  Linien,  deren  Projectionen  sich  schneiden, 
treffen  sich  nur  dann,  wenn  (in  der  Zeichnungsebene)  die 
Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  gleichnamiger  Pro- 
jectionen senkrecht  auf  dem  Grundschnitt  steht.  Denn 
es  ist  klar,  dass  nur  in  den  genannten  Schnittpunkten  der  ge- 
meinsame Punkt  der  wirklichen  Linien  projicirt  sein  könnte;  findet 
nun  zwischen  jenen  Pimkten  die  in  Nr.  10  angegebene  Beziehung 
nicht  statt,  so  kann  ein  solcher  gemeinsamer  Punkt  im  Baume 
nicht  existiren. 
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Ist  aber  diese  Beziehung  vorhanden,  so  müssen  die  Linien 
im  Baum  sich  treffen,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo  die 
Projectionen  der  einen  Geraden  senkrecht  zum  Grundschnitt  sind, 
die  Gerade  selbst  also  (Nr.  15)  nicht  hinreichend  bestimmt  ist; 
in  diesem  Falle  liegt  blos  die  Möglichkeit,  nicht  die  Nothwendig« 
keit  des  Zusammentreffens  vor. 

Projicirt  sich  auf  einer  Grnndebene  die  eine  Gerade  als  Punkt  (Nr.  13), 
so  wird  sie  von  der  andern  Geraden  getroffen,  sobald  deren  gleichnamige 
Projection  dnrch  diesen  Pnnkt  geht. 

27.  Steht  eine  gerade  Linie  senkrecht  auf  einer 
Ebene,  so  sind  ihre  Projectionen  senkrecht  auf  den 
gleichnamigen  Spuren  der  Ebene.  Denn  es  steht  (wenn 
man  zunächst  nur  eine  Grundebene  beachtet)  die  Spur  der  Ebene 
senkrecht  auf  der  durch  die  Linie  gelegten  projicirenden  Ebene 
(Nr.  5,  IX.  X). 

Sind  die  Projectionen  einer  geraden  Linie  senkrecht 
auf  den  gleichnamigen  Spuren  einer  gegen  den  Grund- 
schnitt geneigten  Ebene,  so  ist  die  Linie  selbst  senk- 
recht auf  der  Ebene.  Denn  die  beiden  projicirenden  Ebenen 
stehen  auf  den  entsprechenden  Spuren  der  Ebene  senkrecht,  also 
auf  der  Ebene  selbst;  mithin  steht  auch  ihre  Durchschnittslinie 
auf  der  Ebene  senki-echt.  (Ist  eine  Ebene  dem  Grundschnitt  pa- 
rallel, und  man  zieht  in  einer  zum  Grundschnitt  senkrechten 
Ebene  eine  beliebige  Gerade,  so  sind  deren  Projectionen  immer 
senkrecht  auf  den  Spuren  der  erstem  Ebene,  obgleich  die  Gerade 
selbst  jede  denkbare  Neigung  gegen  die  Ebene  haben  kann.) 

28.  Ist  eine  Strecke  in  einem  beliebigen  Verhält- 
niss  getheilt,  so  wird  ihre  Projection  durch  die  Projec- 
tion des  Theiluu'gspunktes  in  demselben  Verhältniss  ge- 
theilt. Denn  die  projicirenden  Lothe  aus  den  Endpunkten  und 
dem  Theilungspunkte  sind  parallel,  und  die  Elementargeometrie 
beweist,  dass  ein  System  von  drei  Parallelen  alle  ihm  begegnen- 
den Geraden  nach  einem  und  demselben  Verhältniss  schneidet. 

29.  Ist  eine  Strecke  parallel  zu  einer  Grundebene, 
so  hat  ihre  Projection  auf  dieser  Ebene  einerlei  Länge 
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mit  ihr.  Denn  die  Strecke  und  ihre  Projection  sind  parallele 
Seiten  in  einem  Eechteck,  dessen  beide  andere  Seiten  durch  die 
aus  den  Endpunkten  gefällten  Projectionslothe  gebildet  werden. 

30.  Die  Projection  einer  gegen  die  Grundebene  ge- 
neigten Strecke  ist  kleiner  als  die  Strecke  selbst.  Denn 
zieht  man  durch  den  einen  Endpunkt  der  Strecke  eine  Parallele 
mit  ihrer  Projection,  so  ist  das  zwischen  die  Projectionslothe  bei- 
der Endpunkte  fallende  Stück  derselben  der  Projection  gleich  und 
steUt  die  Kathete  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  vor,  dessen  Hy- 
potenuse die  Strecke  im  Eaume  ist. 

31.  Die  Projection  irgend  einer  (geradlinigen  oder 
krummlinigen)  Figur,  welche  in  einer  zur  Grundebene  pa- 
rallelen Ebene  liegt,  ist  der  Figur  selbst  congruent. 
Denn  bewegt  man  die  Ebene  der  Figur  parallel  mit  ihr  selbst 
gegen  die  Grundebene  hin,  so  dass  jeder  Punkt  der  Figur  in 
seinem  Projectionslothe  bleibt,  so  werden  die  Gnmddistanzen  der 
einzelnen  Punkte  immer  unter  sich  gleich  bleiben.  Wird  daher 
endlich  für  einen  solchen  Punkt  diese  Distanz  Null,  so  wird  sie 
auch  für  jeden  andern  Punkt  Null,  d.  h.  faUt  ein  Punkt  der 
Figur  in  seine  Projection,  so  geschieht  dasselbe  zugleich  mit  allen 
übrigen  Punkten,  oder  die  Figur  und  ihre  Projection  decken  sich. 

Nimmt  man  auch  die  zweite  Grundebene  hinzu,  so  muss 
sich  auf  diese  die  Figur  als  eine  mit  dem  Grundschnitt 
parallele  gerade  Linie  projiciren. 

t  Eine  gerade  Linie  erhält  man  überhaupt  immer  als  Projection 
einer  beliebigen  ebenen  Figur,  deren  Ebene  senkrecht  zur  Grundebene  steht; 
und  zwar  fallt  diese  Projection  stets  in  die  Spur  der  die  Figur  enthalten- 
den Ebene. 

32.  Aufgabe.  Die  Projectionen  einer  Geraden  zu 
zeichnen,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  (a,  a%  (6,  ft') 
geht. 

Auflösung.  Die  verlangten  Projectionen  sind  die  durch  die 
gleichnamigen  Projectionen  der  Punkte  gelegten  Geraden  ab,  a'b'. 

33.  Aufg.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Pa- 
rallele zu  einer  gegebenen  Geraden  zu  legen. 
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AufL  Man  ziehe  durch  die  Projectionen  des  Punktes  Pa- 
rallelen mit  den  gleichnamigen  Projectionen  der  Geraden  (Nr.  25). 

34.  Aufg.  Aus  den  Projectionen  St,  s'T  einer  Gera- 
den ihre  Spuren  zu  finden. 

Flg.  1,2  AufL  Errichtet  man  aus  den  Punkten  s',  ^,  in  denen  die 
gegebenen  Projectionen  dem  Grundschnitt  begegnen,  Senkrechte 
s*S,  tT  auf  diesem,  so  sind  St,  tT  die  Spuren  der  horizontal- 
projicirenden  und  Ss\  s'F  die  der  verticalprojicirenden  Ebene. 
Da  die  gegebene  Linie  beiden  projicirenden  Ebenen  angehört,  so 
muss  ihre  H-Spur  in  den  H-Spuren  tS  und  s*S  beider  Ebenen 
zugleich  liegen  (Nr.  23),  kann  also  kein  anderer  Punkt  sein  als 
der  Durchschnitt  S  dieser  Spuren.  Ebenso  ergibt  sich  die  V-Spur 
T  der  Linie  als  Durchschnitt  von  s'T  und  tT. 

f  Läuft  eine  der  gegebenen  Projectionen  mit  dem  Grund- 
schnitt parallel,  so  findet  man  nur  eine  Spur,  was  mit  Nr.  14 
übereinstimmt. 

Gar  keine  Spur  hat  eine  Gerade,  deren  beide  Projectionen 
dem  Grundschnitt  parallel  sind. 

An  merk.  Die  vorstehende  AuflOsuDg  passt  nicht  mehr,  wenn  die 
Projectionen  der  Geraden  senkrecht  znm  Grundschnitt  stehen  (vgl.  Nr.  15). 
Ist  dabei  zur  völligen  Bestimmnng  der  Geraden  ihre  Projection  anf  eine 
dritte  Grundebene  gegeben,  so  wird  die  Behandlung  der  Aufgabe  aus  spä- 
teren Betrachtungen  (im  vierten  Kapitel)  hervorgehen.  Wie  man  bei  andern 
Bestimmungsmitteln  verfährt,  soll  bei  schicklicher  Gelegenheit  angegeben 
werden  (N.  37.  62). 

Fig.  1,2.  35.  Aufg.  Aus  den  Spuren  S,  T  einer  Geraden  ihre 
Projectionen  zu  finden. 

Aufl.  Ist  y^  _L  GS,  so  sind  t  und  S  die  H-Projectionen 
zweier  Punkte  der  Geraden  (Nr.  11),  also  Ä^  die  H-Projection 
der  Geraden  selbst.  Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  ihre  V-Pro- 
jection  Ts\ 

36.  AxLfg.  Eine  Spur  PO  einer  Ebene  rOQ"  ist  ge- 
geben und  ein  Punkt  Q'  der  andern  Spur;  man  soll  die 
andere  Spur  selbst  finden. 

AufL    Man  verbinde  den   gegebenen  Punkt   Q'  mit  dem 
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Punkte  0,  in  welchem  PO  den  Grundschnitt  trifft.  ,  Ist  PO  pa- 
rallel zum  Grundschnitt,  so  ziehe  man  durch  Q*  ebenfalls  eine 
Parallele  mit  dem  Grundschnitt  (N.  8). 

Fällt  0  nicht  mehr  in  das  Zeichnungsblatt,  so  nehme  man 
in  OP  einen  Punkt  Ä  willkürlich  und  zeichne  die  Projectionen 
der  Linie  ÄQ',  welche  in  Ä  und  Q'  ihre  Spuren  hat  (Nr.  35), 
also  in  der  Ebene  POQ'  liegt.  Femer  wähle  man  in  OP  einen 
zweiten  Punkt  (B,  6')  (Nr.  11)  und  ziehe  entweder  durch  ihn 
eine  Parallele  mit  ÄQ'  (Nr.  33)  oder  verbinde  ihn  mit  einem 
beliebigen  Punkte  der  ÄQ'  (Nr.  32,  Nr.  10).  Jene  Parallele 
oder  diese  Verbindungslinie  liegt  in  der  Ebene  POQ'  (Nr.  5,  n); 
ihre  mit  Q'  gleichnamige  Spur  ist  also  ein  zweiter  Punkt  der 
gesuchten  Spur  dieser  Ebene. 

t  Wenn  0  über  die  Grenzen  des  Zeichnangsblattes  hinausfallt,  so  hat 
man  eigentlich  die  Aufgabe  zu  lösen:  Aus  einem  gegebenen  Punkte 
eine  Gerade  nach  dem  unzugänglichen  Schnittpunkte  zweier 
gegebenen  Geraden  zu  ziehen,  —  eine  Aufgabe,  auf  welche  man  über- 
haupt bei  graphischen  Arbeiten  häufig  stösst.  In  Obigem  ist  diese  Angabe 
auf  dem  Wege  der  descriptiven  Geometrie  gelöst,  wie  er  sich  aus  der  Natur 
des  vorliegenden  Falles  ergibt.  Für  die  Aufgabe  gewährt  aber  schon  die 
elementare  Geometrie  der  Ebene  mehrere  Lösungen,  von  denen  eine  der  ein- 
fachsten und  zugleich  praktisch  brauchbarsten  die  folgende  ist.  Sind  BP, 
NM  die  gegebenen  Geraden,  Q  der  gegebene  Punkt, 
so  bilde  man  aus  Q  und  den  auf  HP  und  NM  will- 
kürlich gewählten  Punkten  P,  M  ein  Dreieck,  ziehe  zu 
PM  die  beliebige  Parallele  BN  und  durch  die  Schnitt- 
punkte R,  N  die  Parallelen  BS,  NS  zu  PQ,  MQ-,  der 
Schnittpunkt  S  liegt  dann  auf  der  gesuchten  Geraden.  ^^ 

Der  dieser  Lösung  zu  Grunde  liegende  Lehrsatz  der  ebenen  Geometrie 
(welcher  sich  unter  verschiedenen  Formen  aussprechen  lässt)  kann  auch  durch 
räumliche  Anschauung  unter  Benützung  einiger  Begriffe  der  Projectionslehre 
sehr  leicht  bewiesen  werden.  Drei  Gerade  in  der  Ebene,  welche  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  lassen  sich  immer  als  die  Projectionen  dreier  im 
Baume  liegenden  und  in  einem  Punkte  zusammentreffenden  Geraden  auffassen. 
Denkt  man  sich  nun  die  drei  von  diesen  Geraden  im  Baum  bestimmten 
Ebenen  durch  zwei  parallele  Ebenen  geschnitten,  so  entstehen  zwei  Dreiecke, 
deren  Seiten  beziehungsweise  parallel  sind.  Es  werden  also  auch  die  Pro- 
jectionen dieser  Dreiecke  die  entsprechenden  Seiten  parallel  haben  (Nr.  25). 

37.  Aufg.  Eine  Ebene  darzustellen,  welche  durch 
eine  gegebene  Gerade  beliebig  geht. 
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Aufl.  Um  die  Spuren  einer  solchen  Ebene  zu  zeichnen,  be- 
stimmt man  die  Spuren  der  Geraden  (Nr.  84)  und  verbindet  sie 
mit  einem  beliebigen  Punkte  des  Grundschnitts  (oder  zieht  durch 
sie  Parallelen  zum  Grundschnitt,  in  welchem  Falle  man  aber  die 
in  Nr.  18  erwähnte  besondere  Lage  der  Ebene  erhält). 

t  Fällt  eine  der  Linienspuren ,  oder  jede,  über  die  Grenzen  des  Zeich- 
nungsblattes  hinaus,  so  führt  eine  spätere  Aufgabe  zum  Ziel.  Man  legti 
nämlich  durch  zwei  schicklich  gewählte  Funkte  in  der  Linie  und  einen  dritten 
Punkt  ausser  ihr  eine  Ebene  (Nr.  50). 

tt  Hat  die  gegebene  Gerade  nur  eine  Spur,  d.  h.  ist  sie  parallel  isu 
einer  Grundebene,  so  ist  auf  dieser  Grundebene  die  Spur  jeder  durch  die^ 
Gerade  gelegten  Ebene  paraUel  mit  der  Geraden,  also  auch  mit  der  Frojec- 
tion  derselben. 

ttt  Liegt  die  gegebene  Gerade  parallel  zum  Grundschnitt,  so  ist  auch 
jede  durch  sie  gehende  Ehene  dem  Grundschnitt  parallel.  Man  zieht  hier 
durch  einen  beliebigen  Punkt  der  gegebenen  Geraden  eine  andere  Gerade 
von  solcher  Lage,  dass  sich  ihre  Spuren  bequem  bestimmen  lassen,  und  dann 
durch  diese  Spuren  Parallelen  zum  Grundschnitt. 

Zusatz.  Sind  die  Projectionen  der  Geraden  senkrecht  zum 
Grundschnitt,  und  ist  die  Gerade  dadurch  bestimmt,  dass  für 
zwei  ihrer  Punkte  Ä,  JB  je  die  zusammengehörigen  Projectionen 
ausdrücklich  bezeichnet  sind,  so  lässt  sich  die  Aufgabe  so  be- 
handeln wie  in  dem  oben  unter  (f )  angegebenen  Falle.  Zugleich 
aber  findet  man  dann  bei  dieser  Gelegenheit  die  Spuren  der  ge- 
gebenen Geraden  (falls  sie  innerhalb  des  Zeichnungsblattes  liegen)^ 
kann  also  nachträglich  die  Aufgabe  der  Nr.  84  für  diesen  beson- 
dem  Fall  auflösen ;  denn  diese  Spuren  sind  die  Punkte,  in  denen 
die  Projectionen  der  Geraden  von  den  Spuren  einer  durch  Ä,  B 
und  einen  beliebigen  Punkt  ausserhalb  der  Geraden  geführten 
Ebene  getroffen  werden.    Statt  einer  wiederholten  Hinweisung  auf 

Nr.  50  soll  hier  die  Lösung  unter  der  be-^ 
sondern  Annahme  folgen,  dass  die  durch 
AB  zu  legende  Ebene  dem  Grundschnitt 
parallel  sei.  Legt  man  durch  Ä  eine  Pa- 
rallele zum  Grundschnitt,  wählt  in  dieser 
beliebig  einen  Punkt  C,  verbindet  ihn  mit 
B,  sucht  die  Spuren  der  BC  und  zieht 
durch   dieselben  Parallelen    zum  Grund- 
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schnitt,  so  sind  diese  Parallelen  die  Spuren  einer  Ebene,  welche 
durch  AC  und  durch  BC,  also  auch  durch  AB  geht.  Die  Spuren 
der  AB  sind  hiedurch  bestimmt. 

38.  Anfg.  Eine  Ebene  darzustellen,  welche  durch 
«inen  gegebenen  Punkt  beliebig  geht. 

Auf  L  Man  legt  durch  den  gegebenen  Punkt  eine  beliebige 
Oerade  und  durch  diese  eine  Ebene  (Nr.  37). 

39.  Aufg.  Die  Projectionen  einer  Geraden  zu  zeich- 
nen, welche  in  einer  gegebenen  Ebene  beliebig  liegt.  i 

Aufl.  Man  nehme  in  jeder  der  gegebenen  Spuren  willkür- 
lich einen  Punkt,  betrachte  beide  Punkte  als  Spuren  einer  Geraden 
imd  suche  ihre  Projectionen  (Nr.  35). 

t  Ist  die  gegebene  Ebene  senkrecht  zu  einer  Grundebene ,  so  fallen  in 
ihre  Spur  anf  dieser  die  entsprechenden  Projectionen  aller  möglichen  in  der 
Ebene  gezogenen  Linien. 

40.  Auf g.  Die  Projectionen  eines  Punktes  anzugeben, 
der  in  einer  gegebenen  Ebene  beliebig  liegt. 

Auf  L  Man  zieht  in  der  Ebene  eine  beliebige  Gerade  (Nr.  39) 
und  nimmt  in  derselben  einen  beliebigen  Punkt  (Nr.  10).  1 

t  Steht  eine  Ebene  senkrecht  znr  einen  Grundebene,  so  ßJlt  auf  dieser  / 

die  Protection  jedes  in  der  Ebene  li^enden  Punkts  in  ihre  Spur;  denn  die  ,     -^ 

Ebene  enthält  das  projicirende  Loth  des  Punktes.  Umgekehrt:  Geht  die 
«ine  Spur  einer  Ebene  durch  die  gleichnamige  Protection  eines  in  ihr  ge- 
legenen Punktes,  so  steht  die  Ebene  senkrecht  zur  betreffenden  Grundebene. 

Die  Projectionen  eines  Punktes  fallen  daher  beide  in  die  gleichnamigen 
Spuren  einer  Ebene,  die  durch  ihn  senkrecht  zum  Grundschnitt  gelegt  ist. 
(Umgekehrt :  Gehen  die  Spuren  einer  Ebene  durch  die  gleichnamigen  Projec- 
tionen eines  in  ihr  liegenden  Punktes,  so  steht  die  Ebene  senkrecht  zum 
Omndschnitt. 

41.  Aq^.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  be- 
liebige Parallellinie  zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  ziehen. 

AufL  Zieht  man  in  der  gegebenen  Ebene  eine  beliebige 
Gerade  (Nr.  39)  und  mit  dieser  eine  Parallele  durch  den  gege- 
benen Punkt  (Nr.  33),  so  ist  durch  dieselbe  die  Forderung  der 
Aufgabe  erfüllt  (Nr.  5,  m). 

Gugler,  descript  Geometrie.    4.  AufL  2 
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42«  Aufjg.  Zu  entscheiden,  ob  zwei  Gerade  in  einerlei 
Ebene  liegen. 

Anfl.  A)  Sind  die  Projectionen  der  Geraden  bekannt,  so 
ist  nach  Nr.  26  und  Nr.  25  zu  ersehen,  ob  die  Linien  im  Baume 
sich  schneiden  oder  parallel  sind.  Ist  keines  von  beiden  der  Fall, 
so  können  die  Geraden  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen. 

Wenn  die  gleichnamigen  Projectionen  der  Geraden  nicht  parallel  sind, 
aber  erst  ausserhalb  des  Zeichnnngsblatts  zum  Durchschnitt  kommen 
(oder  auch  innerhalb  des  Blatts  unter  einem  sehr  spitzen  Winkel),  so 
yerbinde  man  zwei  Punkte  der  einen  Geraden  mit  zwei  schicklich  gewählten 
Punkten  der  andern.  Je  nachdem  diese  Verbindungslinien  sich  schneiden 
oder  nicht  schneiden,  werden  auch  die  beiden  gegebenen  Geraden  sich  schnei- 
den oder  nicht. 

B)  Sind  die  Geraden  durch  ihre  Spuren  gegeben,  so  ver- 
binde man  je  die  zwei  gleichnamigen.  Treffen  beide  Verbindungs- 
linien iin  Grundschnitte  zusammen,  oder  sind  sie  beide  diesem 
parallel,  so  liegen  die  Geraden  in  einerlei  Ebene. 

Schneiden  sich  aber  diese  Verbindungslinien  nicht  mehr  innerhalb  des 
Zeichnungsblattes,  so  zeichnet  man  die  Projectionen  entweder  der  gegebenen 
Linien  oder  deijenigen,  welche  die  gegebenen  H-Spuren  mit  den  verwech- 
selten V-Spuren  verbinden. 

43.  Aufg.  Gegeben  ist  die  Projection  eines  Punkts 
auf  einer  der  Grundebenen  und  seine  Distanz  von  dieser 
Grundebene.  Man  soll  seine  Projection  auf  der  zweiten 
Grundebene  finden. 

Anfl.  Fällt  man  aus  der  gegebenen  Projection  eine  Senk- 
rechte auf  den  Grundschnitt  und  nimmt  in  der  Bichtung  dieser 
Senkrechten  einen  Punkt,  der  vom  Grundschnitt  um  die  gegebene 
Distanz  entfernt  ist,  so  ist  dieser  die  zweite  Projection  (Nr.  10,  f). 

Man  sieht,  dass  man  zwei  Auflösungen  erhält,  wofern  nicht 
bestinmit  ist,  auf  welcher  Seite  der  ersten  Grundebene  der  Punkt 
im  Baume  liegt. 

44.  Aufg.  Es  ist  auf  der  einen  Grundebene  die  Pro- 
jection einer  Geraden  und  auf  der  andern  die  Projection 
eines  in  der  Geraden  liegenden  Punktes  gegeben.  Man 
soll  die  zweite  Projection  des  Punktes  finden. 

Aufl.  Die  gesuchte  Projection  muss  in  der  gleichnamigen 
Projection  der  Geraden  liegen  und  zugleich  in  der  Senkrechten» 


mngsebene  aus  der  bekannten  Projection  auf  :: 

allt  ist  (Nr.  10);  sie  ist  also  der  Durchschnitt 
dieser  beiden  Linien.  .^ 

45.  An^.  Eine  Ebene  FOR'  und  eine  Projection  - 
einer  in  ihr  liegenden  Qeraden  sind  gegeben.  Man  soll  ;^ 
die  zweite  Projection  finden. 

Anfl.  Die  gegebene  Projection  sei  die  horizontale  ab.  Dang.!.  ^: 
sowohl  diese  als  auch  die  horizontale  Spur  der  Ebene  die  H-Spur  -^ 

der  Linie  enthalten  mnsa,  so  ist  P  diese  Spur.  DieV-Spur  der 
Linie  hat  in  r  (wo  a  b  den  Orundschnitt  trifft)  ihre  H-Projection 
(Nr.  11),  liegt  aiso  in  der  Senkrechten,  die  ans  r  auf  dem  Grund- 
achnitt  errichtet  wird;  und  da  sie  zugleich  in  die  verticale  Spur 
OR'  der  Ebene  fallen  muss,  so  ist  R'  ihre  Lage.  Aus  den  bei- 
den Spiiren  P,  B'  der  Linie  findet  man  nun  die  gesucht«  V-Pro-  C 
jection  nach  Nr.  35  *.  / 

Ist  ab  II  OP,  so  muss  auch  AB  [|  OP  sein,  also  a'b'  \\  GS.  rig.  t.     ~. 

Ist  ab  II  GS,  so  ist  AB  \\  0B\  also  auch  a'b'  ||  OB'.  ,^ 

46.  Äntg.  Eine  Ebene  POB'  und  eine  Projection  i 
eines  in  ihr  liegenden  Punktes  sind  gegeben;  man  soll 

die  andere  Projection  des  Punktes  finden. 

Aufl.   Ist  die  gegebene  Projection  die  horizontale  a,  so  he-Fig.3,«.    /■ 

trachte  man  eine  beliebig  durch  sie  gel^e  Gerade  afc  als  H-Pro-  \ 

jection  einer  in  der  Ebene  durch  A  gezogenen  Linie,  suche  deren  J 

V-Projeetion  a'b'  (Nr.  45)  und  bestimme  die  zu  a  gehörige  V-Pro-  «j 

jection  a'  (Nr.  44)**.  ■    ^ 

Gewöhnlich  zieht  man  «6  ||  OP  (wie  in  Fig.  6),  wobei  man  >: 

*  Da  die   Linien   Pr ,  r  ß'   Sporen    einer  projicirenden   Ebene   sind,  ' 

M  erscheint  die  vorstehende  Anfgabe  als  besonderer  Fall  der  allgemeineren, 
welche  in  Nr.  47  gelost  wird. 

••  Wie  man  aoch  die  H-Projection  ah  durch  a  legen  mag,  so  mwa  die 
jgehOrige  V-Projection  a'b'  immer  durch  denselben  Ponkt  a'  gehen.  Darin 
Bgt  ein  Lehrsatz  Ar  die  ebene  Geometrie. 

(Der  Fall,  dass  die  descriptive  Geometrie  anf  Lehrsätze  der  Teinen  Geo-  ^ 

eMe  leitet,  kommt  h&nfig  ror,  nnd  das  Anfsnchon  solcher  Sätze  sammt  "^ 

iD  Ton  der  deacriptiven  Geometrie  nnabhängigen  Beweisen  kann  Stoff  zn 
ttdichen  Uebnngen  abgeben.)  ■^ 


-^  ^> 
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Kr  den  Vortheil  hat,  dass  die  beiden  Geraden,  deren  Durchschnitt 

die  gesuchte  Projection  a'  liefert,  sich  unter  rechtem  Winkel  be- 
gegnen. 

Doch  ist  diese  Lage  der  HüIÜBlinie  nicht  zu  brauchen,  wenn  die  gegebene 
Ebene  dem  Grandschnitt  parallel  liegt.  Auch  konnte  (bei  andern  Stellungen 
der  gegebenen  Ebene)  trotz  des  rechten  Winkels  bei  a'  das  Resultat  der  Con- 
struction  ungenau  werden,  wenn  (Fig.  6)  ar  den  Gmndschnitt  oder  rR*  die 
Yerticalspar  der  Ebene  unter  einem  sehr  spitzen  Winkel  träfe.  In  solchen 
Fällen  wendet  man  zur  Controle  eine  zweite  Lage  der  ah  an. 

47.  Anfg«  Die  Durchschnittslinie  zweier  gegebenen 
Ebenen  zu  projiciren. 

Anfl.  Da  die  verlangte  Linie  sowohl  der  einen  als  der  an- 
dern der  gegebenen  Ebenen  angehört,  so  muss  ihre  H-Spur  in 
den  H-Spuren  beider  Ebenen  zugleich  liegen,  ihre  V-Spur  in  den 
V-Spuren  beider  Ebenen.  Die  Spuren  der  Durchschnittslinie  sind 
denmach  die  Durchschnitte  gleichnamiger  Ebenenspuren,  und  die 
gesuchten  Projectionen  findet  man  nach  Nr.  35. 

Fig.  88.  f  Sind  zwei  gleichnamige  Spuren  der  Ebenen  parallel,  z.  B. 
die  V-Spuren  OP  und  QP'\  so  ist  auch  die  Durchschnittslinie 
mit  ihnen  parallel  (Nr.  5,  v).  Da  nun  OP  ihre  eigene  V-Pro- 
jection  ist  und  ihre  H-Projection  in  den  Grundschnitt  fallt  (Nr.  12), 
so  muss  die  V-Projection  der  Durchschnittslinie  ||  OP,  die  H-Pro- 
jection II  GS  sein.    (Nr.  25.) 

ff  Ist  eine  der  gegebenen  Ebenen  parallel  zu  einer  Grund- 
5  ebene  (etwa  zur  horizontalen,  wie  die  Ebene  B'E*  in  Fig.  4),  so 

'/'  ist  die  Durchschnittslinie  beider  parallel  mit  der  entsprechenden 

Spur  der  andern  Ebene  POB';  ihre  eine  Projection  ist  daher  eben- 
\  falls  mit  dieser  Spur  parallel,  ihre  andere  fällt  mit  der  Spur  der 

'■\  erstem  Ebene  zusammen.    (In  Fig.  4  sind  ab,  a'B'  die  Projec- 

tionen der  Schnittlinie.) 

Fig. 5.  ttt  Sind  die  gegebenen  Ebenen  {FR,  FR),  (TU,  TU') 
beide  dem  Grundschnitt  parallel,  so  ist  es  auch  ihre  Schnittlinie. 
Diese  hat  demnach  weder  H-  noch  V-Spur,  und  kann  nach  der 
oben  gegebenen  Regel  nicht  gefunden  werden. 

Schneidet  man  nun  beide  Ebenen  durch  eine  beliebige  dritte 

■:  Ebene  VWV%  so  werden  die  erhaltenen  Schnittlinien  sich  in  einem 

Punkte  (a,  a')  begegnen,  welcher  auf  dem  Durchschnitt  der  ge- 
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gebenen  Ebenen  liegt;  man  hat  daher  nur  noch  durch  a  und  a' 
Parallelen  mit  dem  Grundschnitt  zu  ziehen. 

*f  Gehen  die  beiden  gegebenen  Ebenen  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  des  Grundschnitts,  so  geht  durch  diesen  Punkt  auch 
ihre  Schnittlinie,  Einen  zweiten  Punkt  der  Schnittlinie  findet  man 
durch  Anwendung  einer  Hülfsebene,  ganz  so  wie  sich  im  vorigen 
Falle  der  Punkt  (a,  a')  ergeben  hat, 

*f  f  Fällt  für  die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen  POB'  rig.  4. 
und  PQR'  die  eine  Spur  nicht  mehr  in  das  Zeichnungsblatt,  wie 
in  Fig.  4  die  verticale,  so  nehme  man  eine  Hülfsebene  VWV 
parallel  zu  einer  der  gegebenen  Ebenen  an  und  projicire  ihre 
Schnittlinie  mit  der  andern.  Diese  Schnittlinie  wird  der  gesuchten 
parallel  sein  (Nr.  5,  iv);  wenn  man  daher  zu  ihren  Projectionen 
Parallelen  durch  P  und  p'  zieht,  so  sind  diese  die  verlangten 
Projectionen.  —  Statt  der  Ebene  VWV'  kann  man  noch  bequemer 
eine  mit  einer  Grundebene  parallele  Ebene  zu  Hülfe  nehmen.  Ist 
z.  B.  die  Ebene  B'R'  der  HE  parallel,  so  schneidet  sie  die  ge- 
gebenen Ebenen  nach  zwei  Horizontallinien  (ab,  i2'JB')i  i^^y  ^'^Oi 
deren  Durchschnitt  (a,  a')  nothwendig  auf  der  Schnittlinie  der  ge- 
gebenen Ebene  liegen  muss,  so  dass  aP,  afp*  die  Projectionen 
dieser  Schnittlinie  sind. 

Fallen  beide  Spuren  der  gesuchten  Schnittlinie  über  die 
Grenzen  des  Blattes  hinaus,  so  schneide  man  die  gegebenen  Ebenen 
entweder  durch  zwei  Hülfsebenen,  welche  den  beiden  Grundebenen 
oder  auch  einer  und  derselben  Grundebene  parallel  sind;  oder  man 
nehme  nur  eine  Hülfsebene  dieser  Art  an  und  ersetze  die  zweite 
durch  eine  andere  Ebene,  welche  einer  der  gegebenen  parallel  ist. 

In  dem  zuletzt  genannten  Falle  kann  es  übrigens  geschehen,  dass  die 
ebeDgenannten  Mittel  gar  kein  oder  nur  ein  unsicheres  Resultat  geben.  Es 
könnten  z.  B.  (Fig.  4)  die  Winkel  Oi^P  und  QOP  so  gross  sein,  dass  mit 
dem  Punkte  P  auch  der  Durchscbnittspunkt  a  über  das  Zeichnungsblatt 
hinausfällt,  selbst  dann,  wenn  man  die  'B'R*  bis  an  den  obersten  Band  des 
Blattes  hinaufrückt;  oder  dass  die  Linien  ha,  ra  sieb  zwar  nocb  innerhalb 
des  Blattes,  aber  unter  einem  zu  spitzen  Winkel  treffen.  Führen  zugleich 
auch  die  zur  V-Ebene  parallelen  Hülfsebenen  auf  ähnliche  Uebelstände,  so 
bit  man  sich  nach  anderweitigen  Auskunftsmitteln  umzusehen. 

In  der  horizontalen  Hülfsebene  B'B,'  (Taf.  XII,  1),  welche  die  gegebenen 
Ebenen  nach  den  Geraden  (&c,  B'i2')»  (^^>  R'B')  schneidet,  ziehe  man  eine 
Gerade  (ce^  B'R')  parallel  zum  Grundschnitt;  diese  begegnet  den  beiden 
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zuvor  genannten  Geraden  in  zwei  Punkten  C,  E,  deren  H-Projectionen  in  c 
nnd  e  liegen.  Eine  durch  GE  und  den  Grundschnitt  geführte  Ebene  X 
schneidet  die  gegebenen  Ebenen  nach  den  Linien  OCi  QE,  welche  sich  auf 
der  Durchschnittslinie  dieser  beiden  Ebenen  treffen  müssen;  die  H-Projee- 
tionen  Oc,  Qe  liefern  somit  einen  Punkt  d  für  die  H-Projecüon  dieser  ge- 
suchten Linie,  pie  V-Projectionen  der  OC  und  QE  wären  leicht  zu  erhalten, 
würden  aber  nichts  nützen,  da  ihr  Schnittpunkt  d'  über  das  Blatt  hinaus- 
fällt.) In  der  nämlichen  horizontalen  Hülfsebene  B'B'  wählt  man  nun  eine 
zweite  zum  Grundschnitt  parallele  Linie  (c  c,  B'R^)  und  erhält  durch  Wieder- 
holung des  vorigen  Verfahrens  einen  zweiten  Punkt  %  für  die  H-Projection 
der  verlangten  Durchschnittslinie.  (Es  ist  immer  möglich,  die  Linien  GE 
und  ^i&  80  zxjL  wählen,  dass  sich  die  Punkte  d  und  %  genau  und  in  ge- 
hörigem Abstand  von  einander  ergeben.  Die  horizontale  Ebene  B^B'  nimmt 
man  zweckmässig  in  möglichster  Entfernung  vom  Grundschnitt  an.) 

Durch  ein  entsprechendes  Ver&hren  (indem  man  von  einer  zur  Y-Ebene 
parallelen  Hülfsebene  ausgeht)  lassen  sich  Punkte  für  die  V-Projection  der 
verlangten  Durchschnittslinie  finden.* 

*f  f  f  Die  letzten  Bemerkungen  leiten  zugleich  auf  eine  Auf- 
lösung vorliegender  Aufgabe  für  den  besondem  Fall,  wo  eine  der 
gegebenen  Ebenen  durch  den  Grundschnitt  und  einen  ausser- 
halb desselben  gegebenen  Punkt  (js,  z*)  gelegt  ist.  Diese 
Ebene  sei  durch  X  bezeichnet,  während  PO,  OB*  die  Spuren  der 
andern  Ebene  sind  (Taf.  XII,  1).  Eine  Ebene,  durch  Z  parallel 
zur  H-Ebene  gefuhrt,  schneidet  die  X  nach  der  zum  Grundschnitt 
Parallelen  {zCy  ^B%  die  POB'  nach  der  Geraden  (6  c,  J?'c').  Der 
Schnittpunkt  C  der  ZC  und  B'C  liegt  in  der  verlangten  Durch- 
schnittsliaie  der  beiden  gegebenen  Ebenen;  folglich  sind  Oc,  Oc* 
die  Projectionen  dieser  Linie.  (Die  durch  Z  gelegte  Hülfsebene 
könnte  man  ebensowohl  parallel  zur  Y-Ebene  annehmen.) 

48.  Anfg.  Den  Durchschnittspunkt  einer  gegebenen 
Geraden  {ac,  a'&)  und  einer  gegebenen  Ebene  PO JR'  zu 
projiciren. 

Aufl.  Dieser  Punkt  muss  in  der  Linie  liegen,  nach  welcher 
eine  durch  AC  gehende  Ebene  die  FOB'  schneidet.    Man  lege 

*  Theoretisch  genommen  ist  klar,  dass,  wo  eine  oder  jede  Spur  der 
Schnittlinie  unzugänglich  ist,  die  ansräwendenden  Hülfsebenen  beliebige 
Lagen  (wie  in  den  FäUen  fff  und  *f)  haben  konnten;  aber  mit  andern  als 
den  oben  angezeigten  Lagen  würde  die  praktische  Ausführung  sehr  häufig 
auf  Hindemisse  stossen. 
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;e  beliebige  Ebene  E  (Nr.  37)  und  projicire 
E  und  POR'  (Nr.  47),  ao  sind  die  Punkt«, 
die  ac  und  aV  treffen,  die  Frojectionen  des 
ittspunkts.  (Probe  für  die  (Jenanigkeit  der 
0.) 

wird  in  der  Regel  die  Constmiction ,  wenn  rtg.  *. 
E  eine  der  projicirenden  Ebenen  von  AC 
ist  PrE'  die  horizontalprojicirende  Ebene, 
itt  mit  POR',  also  a'  die  V-Projection  des 
Bssen  H-Frojection  a  man  nacb  Nr.  44  erhält. 
,  wenn  in  Fig.  3  der  Paukt  P  oder  such  r  nicht 
tt  li^  nnd  «och  die  terticaiprojidrende  Ebene 
tion  gewahrt,  iat  ans  Frflheiem  zu  entnehmen.) 

lang  der  vorigen  Aufgabe  kann  es  geschehen, 
der  gegebenen  Oeraden  parallel  erweist,  in 
it^tere  anch  der  gegebenen  Ebene  parallel  ist 
Anwendung  einer  beliebigen  (nicht  projiciren- 
wäre  dieser  Fall  schon  zu  erkennen,  sobald 
ne  die  Projectionen  beider  Geraden  parallel 
i  in  einer  Ebene  enthaltene  Gerade  die  Pro- 
Gruudebene  entweder  sich  schneiden  oder 
,  wenn  nicht  etwa  gleichnamige  Projectionen 
ehe  Deckung  bei  Benützung  einer  projiciren- 
tt). 

rage  zu  beantworten,  ob  vielleicht  die  ge- 
gegebenen Ebene  parallel  sei,  so  lässt  sich 
nde  Ebene  benützen,  z.  B.  die  h-projicirende 
1  sollte  r  oder  P  über  d«i  Zeicbnui^sraum 
anseht  man  die  &a  mit  einer  ihr  Parallelen, 
dass  auch  die  b'R'  sich  parallel  verschiebt 
und  also  die  L  durch  eine  ihr  Parallele  L'  ersetzt  ist.     Zeigt 
sich  L'  [|  AC,  so  ist  auch  L  \\  AC.    Zur  Entscheidung  obiger 
Fr^e  gelangt  man  auch  durch  Anwendung  folgendei*  Begeh    Man 
wähle  in  der  einen  Spur  der  gegebenen  Ebene  einen  Punkt  be- 
liebig, zeichne  die  Frojectionen  einer  Linie,  welche  ihn  zur  Spur 
hat  und  der  gegebenen  Geraden  parallel  ist,  und  beatinune  die 
zweite  Spur  dieser  Linie.    Fällt  dieselbe  in  die  gleichnaDiige  Spur 
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der  gegebenen  Ebene,  so  ist  mit  dieser  die  gegebene  Gerade  pa- 
rallel. 

50.  Aufg.  Die  Spuren  einer  durch  drei  gegebene 
Punkte  bestimmten  Ebene  zu  zeichnen. 

Aufl.  Es  ist  klar,  dass  statt  dreier  Punkte  ebensowohl  ein 
Punkt  und  eine  Gerade,  oder  zwei  sich  schneidende  Gerade,  oder 
zwei  Parallelen  gegeben  sein  können.  In  den  beiden  letztem 
Fällen  hat  man  die  Spuren  der  Geraden  zu  suchen  (Nr.  34)  und 
die  gleichnamigen  zu  verbinden;  die  Verbindungslinien  sind  die- 
verlangten  Spuren  der  Ebene. 

Man  kann  demnach  die  beiden  Ebenenspuren  unabhängig  von  einander 
erhalten,  was  von  Werth  f&r  den  Fall  ist,  dass  sie  sich  nicht  mehr  innerhalb 
des  Zeichnnngsblattes  schneiden.  Ersieht  man  aber  bei  Beginn  des  Zeichnens, 
dass  der  Schnitt  noch  in  das  Blatt  fallen  wird,  so  ist  von  den  Sparen  der 
zwei  Geraden  eine  entbehrlich  (oder  kann  zu  einer  Probe  benfltzt  werden). 

Sind  drei  Punkte  gegeben,  so  verbinde  man  einen  derselben 
mit  den  beiden  andern,  oder  man  lege  durch  zwei  eine  Gerade 
und  durch  den  dritten  eine  Parallele  mit  ihr,  und  verfahre  mit 
dem  erhaltenen  Linienpaare  wie  vorhin. 

Hiernach  stehen  zunächst  6  Gerade  zur  Verfügung,  unter  denen  die  zwei 
Bestimmungslinien  gewählt  werden  können.  Zu  jenen  6  Geraden  kommen 
aber  noch  unendüch  viele  andere  hinzu;  denn  nimmt  man  auf  jeder  der  zu* 
erst  gewählten  Bestimmungslinien  einen  Punkt  beüebig,  so  muss  die  Yer- 
bindungsünie  dieser  beiden  Punkte  gleichfalls  in  der  gesuchten  Ebene  liegen. 
Sollten  also  Spuren  des  anfänglich  ergriffenen  Linienpaares  unzugänglich 
sein,  so  ist  reiche  Auswahl  für  passenden  Ersatz  der  einen  oder  beider  Linien 
vorhanden. 

(Uebrigens  ist  möglich,  dass  die  verlangten  Ebenenspuren  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  ausserhalb  des  Zeichnungsblattes  liegen,  also  gar  nicht  con> 
struirt  werden  können.  Da  indess  die  Lage  der  Ebene  schon  durch  die  drei 
gegebenen  Punkte  bestimmt  ist,  mus  es  Mittel  geben,  andere  auf  diese  Ebene 
Bezug  nehmende  Aufgaben  auch  ohne  Eenntniss  der  Spuren  zu  lösen.  Von 
solchen  Mitteln  wird  am  Ende  des  Kapitels  gehandelt  werden.) 

Liegen  die  drei  gegebenen  Punkte  (also  auch  ihre  gleich- 
namigen Projectionen)  in  gerader  Linie,  so  sind  unendlich  viele 
Ebenen  durch  sie  möglich. 

f  Einen  besonders  einfachen  Fall  der  obigen  Aufgabe  bildet 
die  folgende:  Man  kennt  die  eine  Spur  einer  Ebene  und 


/ .  j 


iD  eines  der  Ebene  angehörigen  Punttes; 
r  der  Ebene  zu  finden. 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  (a,  a')  eine 

einer  gegebenen  Ebene  TQT  zu  legen. 

Gerade,  welche  durch  den  gegebenen  Pankt  geht 

m  Ebene  parallel  ist,  muss  ganz  in  die  gesuchte 

3bt  man  also  durch  (a,  a')  eine  beliebige  Gerade 

ae  TQT  (Nr.  41),  bestimmt  ihre  Spuren  und 

zieht  durch  dieselben  Parallelen  zu  TQ  und  TQ,  so  smd  diese 

die  verlangten  Spuren  {Nr.  23,  24)  (und  müssen  sich  bei  genauer 

Zeichnung  im  Grundschnitte  begegnen). 

Die  Construction  wird  am  ein&chsten,  wenn  man  die  mit  Fig.  s 
TQP  parallele  Hilfslinie  zugleich  parallel  mit  einer  Grundebene 
(also  parallel  mit  einer  der  gegebenen  Spuren)  annimmt.  Eine 
solche  Linie  hat  zwar  nur  eine  Spur,  aber  man  reicht  auch  mit 
dieser  einen  aus,  wenn  nur  die  zuerst  aufgefundene  Ebenenspur 
den  Grundschnitt  noch  innerhalb  des  Zeichnungsblattes  trifft.  In 
Fig.  6  ist  (ar,  a'E')  der  H-Spur  IQ  parallel,  B'  ihre  Spur, 
B'O  II  TQ,  OPII  QT,  also  POB'  die  gesuchte  Ebene. 

Nicht  anwendbai  ist  diese  einfiichste  CoDatrnclion,  wenD  die  gegebene 
Ebene  dem  Orondsclinitt  parallel  )iegt. 

f  Ist  die  gegebene  Ebene  senkrecht  zu  einer  Grundebene,  so 
lassen  sich  die  Spuren  der  verlangten  Ebene  tmmittelbar  zeichnen. 
(Vgl.  Nr.  40,  f.) 

52.  Ad^.  Durch  eine  gegebene  Gerade  Jlf  eine  Ebene 
parallel  einer  gegebenen  Geraden  N  zu  legen. 

Aafl.  Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  M 
eine  Parallele  X  zu  ^  (Nr.  33)  und  lege  durdi  M  und  L  eine 
Ebene  (Nr.  50),  so  ist  diese  die  gesuchte  (Nr.  5,  m). 

Nimmt  man  den  Pnnkt  P  so,  dass  seine  eine  Projection  im  DnicbschDitt 
der  gleichnaniigen  Projectionen  tod  M  und  N  liegt,  so  Wlt  die  gleichnamige 
Piojection  der  L  mit  der  der  N  zusammen.  Man  wird  desshalb  immer  fQr 
Prine  solche  L^e  w&hlen,  wenn  nicht  etwa  dadurch  die  Spnren  der  X  nn- 
gtscbickt  zn  li^en  kommen. 

+  Sind  M  und  N  parallel,  so  ist  die  Ebene  unendlich  vieler 
Lagen  fähig.     Schneiden  sie  sich,  so  bestimmen  sie  unmittelbar 


(Das  ZusammenfalleQ  einer  Linie  und  einer  Ebene 
lerer  Fall  des  Parallelseins  der  Linie  und  Ebene  an- 


lungsaafgftbeD. 

Punkt  zu  finden,  in  welchem  sich  drei  gegebene 
iden. 

h  einen  gegebenen  Pnntt  eine  CJerade  parallel  mit 
en  Ebenen  zu  ziehen. 

h  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  parallel  mit 
m  Geraden  zu  legen, 
b  einen  gegebenen  Punkt  eine  Gerade  so  zu  ziehen, 

gegebene  Gerade  schneidet. 

Gerade  m  finden,   welche  zwei  gegebene  Gerade 
I  mit  einer  dritten  Geraden  parallel  ist. 

den  bisher  geltesten  Aufgaben  handelte  es  sich  noch 
Indung  von  Grössen  (Winkeln,  Strecken  etc.),  son- 
Bestimmung  der  gegenseitigen  Lage  von  Funkten, 
Ebenen.  In  einem  Bückblick  auf  diese  Aufgaben 
von  Grössen  unabhäi^igen  Lehrsätze  ist  nachti%lich 
ie  sich  zuweilen  mehrere  derselben  unter  einen  ge- 
len  Ausdruck  brii^en  lassen. 
isprechen  von  Lagenbeziehungen  wird  wesentlich  er- 
h  die  EinfOhrusg  der  Kedensart  von  .unendlich  fernen 
i  „unendlich  fernen  Geraden", 
rade  im  Kanme  kOnnen  entweder  sich  schneiden,  oder 
oder  so  liegen,  dass  eine  Ebene  durch  beide  nicht 
Genauer  betrachtet  bestehen  aber  nur  zwei  Haupt- 
ler gibt  es  eine  die  beiden  Geraden  aufnehmende 
licht;  im  ersteren  Hauptfall  kann  dann  wieder  das 
m  Parallelsein  unterschieden  werden.  Dieses  Unter- 
Iches  für  manche  Lehrsätze  bedeutungslos  ist,  lässt 
1,  wenn  man  sagt,  zwei  parallele  Gerade  schnei- 
einem  unendlich  fernen  Punkte,  wobei  jedoch 
e  unendlich  ferne  {in  Wirklichkeit  nirgends  eiistirende) 
mit  einem  sehr  fernen  (noch  wirklich  vorhMidenen) 
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Punkt  verwechselt  werden  darf,  ünerlässliche  Consequenz  dieser 
Redeweise  ist,  dass  man  (da  zwei  sich  in  Wahrheit  schneidende 
Gerade  blos  einen  gemeinsamen  Punkt  haben  können)  auf  jeder 
Geraden  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt  statuirt,  und  dass 
man  also  annimmt,  dieser  eine  könne  ebensowohl  rechts  als  links 
von  einem  wirklichen  Punkte  der  Geraden  gedacht  werden.  Zur 
Eechtfertigung  der  Eedeweise  dient  die  Betrachtung  einer  festen 
Geraden  G  und  einer  veränderlichen  Geraden  H,  welche  durch 
einen  ausserhalb  der  G  gewählten  festen  Punkt  P  geht  und  in 
der  Ebene  OP  bleibt.  Bezeichnet  Q  den  Schnitt  beider  Geraden, 
p  die  Projection  des  Punktes  P  auf  die  6r,  so  kann  man  durch 
Drehung  der  fl'  um  P  die  Strecke  pQ  ohne  Ende  wachsen  machen, 
etwa  nach  rechts  hin.  Die  Existenz  des  Punkts  Q  hebt  sich  auf, 
sobald  ff  II  G  geworden;  es  kann  aber  von  den  wirklichen  La^en 
dieses  Punktes  keine  bestimmte  als  letzte  gelten;  der  Punkt 
verschwindet  in  unendlicher  Entfernung,  erscheint  jedoch  sogleich 
wieder  auf  der  andern  Seite  (links  und  äusserst  fem  von  />),  wenn 
die  Drehung  der  H  im  ursprünglichen  Sinne  fortgesetzt  wird. 
Während  sich  die  H  von  einer  bestimmten  Lage  aus  um  den  Be- 
trag eines  flachen  Winkels  dreht,  durchläuft  Q  von  der  entsprechen- 
den Lage  aus  die  ganze  Ausdehnung  der  G  und  kehrt  (durch  den 
unendlich  fernen  Punkt  hindurch)  in  jene  erste  Lage  zurück. 

Aus  Obigem  folgt,  dass  beliebig  viele  Parallelen  (auch  wenn 
nicht  mehr  als  zwei  in  einerlei  Ebene  liegen)  einen  und  denselben 
unendlich  fernen  Punkt  haben.* 


*  Der  Begriff  des  ntinendlich  fernen  Pnnkts"  fällt  zusammen  mit  dem 
(erweiterten)  Begriff  der  Richtung.  Obwohl  nämlich  von  Bichtnng  ursprüng- 
fich  nur  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Gerade  gesprochen  werden  kann,  hat 
man  doch  die  Bedeutung  des  Wortes  dahin  ausgedehnt,  dass  man  zwei  pa- 
rallelen Geraden  einerlei  Eichtung  zuschreibt,  weil  die  Eichtung  einer  jeden 
Yon  der  Eichtung  einer  die  beiden  durchschneidenden  Geraden  um  gleichviel 
abweicht,  woraus  dann  ferner  folgt,  dass  alle  unter  sich  paraUelen  Geraden 
die  nämliche  Eichtung  (in  weiterer  Bedeutung)  haben.  Indess  lässt  sich  die 
Bichtung  einer  bestimmten  Geraden  AB  wieder  in  doppeltem  Sinne  (von  A 
gegen  B  oder  von  B  gegen  A)  auffassen,  was  mit  dem  obigen  Ausspruch 
zusammenhängt,  dass  der  unendlich  ferne  Funkt  der  Geraden  entweder  von 
A  über  B  hinaus  oder  von  B  über  A  hinaus  angenommen  werden  kann.  — 
Zwei  paraUele  Gerade  sind  entweder  gleichläufig  oder  gegenläufig,  je 
nachdem  ihr  gemeinsamer  unendlich  femer  Punkt  für  jede  auf  einerlei  Seite 
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Ein  unendlich  femer  Punkt  ist  gegeben,  wenn  eine  Gerade 
gegeben  ist,  welcher  er  angehören  soll.* 

Werden  in  einer  Ebene  beliebig  viele  Gerade  in  verschiedenen 
Sichtungen  gezogen,  so  hat  man  sich  die  unendlich  fernen  Punkte 
aller  dieser  Linien  in  einer  Geraden  zu  denken,  und  es  kann  für 
die  Ebene  nur  eine  solche  unendlich  ferne  Gerade  angenommen 
werden;  denn  die  Annahme  einer  in  unendlicher  Feme  liegenden 
krammen  Linie  oder  mehrerer  unendlich  femer  Geraden  würde 
auf  den  Widerspruch  führen,  dass  es  für  eine  wirkliche  Gerade 
der  Ebene  mehrere  unendlich  feme  Punkte  (die  Schnittpunkte 
dieser  Geraden  mit  dem  unendlich  fernen  Gebilde)  gäbe.  Der 
Begriff  der  Richtung  (welcher  schon  durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  vertreten  ist)  fällt  für  die  unendlich  ferne  Gerade  hinweg ; 
sie  kann  mit  jeder  in  der  Ebene  liegenden  (wirklichen)  Geraden 
parallel  gedacht  werden,  weil  sie  den  unendlich  fernen  Punkt 
einer  jeden  enthält. 

Von  zwei  parallelen  Ebenen  sagt  man,  sie  schneiden  sich 
in  unendlicher  Entfernung.  Da  der  wirkliche  Schnitt  zweier 
Ebenen  immer  eine  (einzige)  Gerade  gibt,  so  sieht  man  sich  aber- 
mals auf  die  vorhin  entwickelte  Anschauung  von  den  unendlich 
fenen  Punkten  einer  Ebene  hingewiesen. 

Beliebig  viele  unter  sich  parallele  Ebenen  haben  die  nämliche 
unendlich  feme  Gerade  gemein.  ~  Eine  unendlich  ferne  Gerade 
ist  gegeben  durch  eine  Ebene,  in  welcher  sie  liegen  soll,  oder 
durch  zwei  unendlich  ferne  Punkte  (d.  h.  durch  zwei  Gerade,  mit 
denen  dann  jene  Ebene  parallel  ist).** 


einer  sie  wirklich  schneidenden  Geraden  gedacht  wird,  oder  für  die  eine 
rechts,  für  die  andere  links  von  der  schneidenden.  (Der  Winkel  gleichläufiger 
Linien  ist  Null,  der  Winkel  gegenläufiger  ein  flacher.) 

*  Als  umfassendste  Art  des  Projiclrens  erscheint  demnach  das  centrale, 
wie  schon  in  Nr.  2 ,  f  nahegelegt  ist.  Das  dort  Erläuterte  lässt  sich  jetzt 
kurz  dahin  aussprechen,  dass  das  Parallelprojiciren  als  ein  Centralprojiciren 
aus  einem  unendlich  fernen,  durch  die  Eichtungslinie  gegebenen  Centrum 
gelten  kann. 

**  Wie  man  paraUelen  Geraden  eine  gemeinsame  Bichtung  zuschreibt, 
kann  man  Das,  was  paraUelen  Ebenen  gemeinsam  ist,  die  «Stellung'^  nennen. 
Demnach  ist  der  Begriff  der  unendlich  fernen  Geraden  identisch  mit  dem  Be- 
griff der  Stellung. 
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Die  unendlich  fernen  Punkte  aller  im  Baume  liegenden  Ge- 
raden hat  man  sich  in  einer  Ebene  zu  denken,  und  es  ist  nur 
eine  unendlich  ferne  Ebene  zulässig;  denn  das  Gebilde,  welches 
als  Inbegriff  aller  unendlich  fernen  Punkte  gelten  soll,  muss  die 
Eigenschaft  haben,  von  jeder  wirklichen  Geraden  in  nur  einem 
Punkte  getroffen  zu  werden.  Die  unendlich  ferne  Ebene  hat  aber 
keine  bestinmite  Stellung;  sie  kann  mit  jeder  wirklichen  Ebene 
paraflel  gedacht  werden. 

Wenn  man  die  Namen  ^ Punkt*  und  „Gerade*  in  dem  hier 
erläuterten  Sinne  ausdehnt,  lassen  sich  diejenigen  Sätze  der  Geo- 
metrie, bei  denen  nicht  Grössen  in  Betracht  kommen,  allgemeiner 
und  sicherer  ausdrücken  als  gewöhnlich,  weil  es  nicht  mehr  er- 
forderlich ist,  nahverwandte  Fälle  zu  trennen  oder  Ausnahmefälle 
besonders  aufzuführen.  *  Die  Zahl  der  Aufgaben  vermindert  sich 
durch  Zusammenfassen. 

So  ist  z.  B.  die  Aufgabe,  durch  einen  gegebenen  Funkt  eine  Gerade 
parallel  mit  einer  gegebenen  Geraden  zu  ziehen,  schon  inbegriffen  in  der 
An^bt»:  eine  Gerade  durch  zwei  gegebene  Funkte  zu  legen. 

Die  Aufgabe,  eine  Ebene  durch  drei  gegebene  Funkte  A,  B,  C  (oder 
durch  einen  Funkt  A  und  eine  Gerade  BC)  zu  legen  (Nr.  50),  enthält  zu- 
gleich die  Aufjgaben  von  Nr.  51  (BC  unendlich  fem),  Nr.  52  (A  unendlich 
fem)  und  Nr.  53,3  {B  und  C  unendlich  fem). 

Die  5te  Uebungsaufgabe  der  Nr.  53  ist  bereits  in  der  4  ten  enthalten. 

Ist  unter  dem  neuen  Gesichtspunkt  eine  Aufgabe  als  beson- 
derer Fall  einer  allgemeineren  erkannt,  so  wird  auch  die  für  die 
letztere  gefundene  Auflösung  ihre  Geltung  (mit  den  von  selbst 
sich  ergebenden  Modificationen)  für  die  erstere  behalten. 

So  passt  z.  B.  die  Losung  der  Aufgabe:  durch  einen  Funkt  J[  und 
eine  Gerade  G  eine  Ebene  zu  legen,  ^enau  auch  für  die  Aufgabe: 
durch  einen  Funkt  A  eine  Ebene  parallel  zu  einer  gegebenen 
Ebene  JS  zu  legen.  Denn  die  erste  Aufgabe  wird  gelöst,  indem  man 
durch  A  eine  Gerade  K  nach  einem  beliebigen  Funkte  B  der  G  zieht  und 
die  Spuren  der  K  mit  den  gleichnamigen  Spuren  der  G  yerbindet.  Wird 
nun  die  G  in  unendliche  Entfernung  verlegt  und  also  durch  eine  Ebene  E 
gegeben,  so  ist  J3  irgend  einer  der  unendlich  fernen  Funkte  in  dieser  Ebene; 
die  K  geht  über  in  eine  Gerade,  welche  man  durch  A  parallel  zu  E  (im 
üebrigen  beliebig)  zieht;  die  Spuren  der  G  sind  die  unendlich  fernen  Funkte 


*  In  der  descriptiven  Geometrie  hat  dann  jede  Gerade  und  jede  Ebene 
sowohl  Horizontal-  als  Verticalspur,  und  die  Spuren  einer  Ebene  schneiden 
sich  immer  im  Grund  schnitt. 
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I  der  Ebene  K;  die  LinieD  lor  Verbuidang  dei  £-SpDren  mit 

werden  den  E-Bpxren  parall«!.  Es  verwuidelt  eich  also  die 
&D^be  au^^eaprochene  AnflognDg  von  selbst  in  die  Vorecbrift, 

51  zar  Losung  der  andern  gegeben  ist. 
IT  und  derselben  Aufgabe  passt  bei  AuascMuss  unend- 

Punkte  oder  Qeraden  <>fters  die  zuerst  anfgestellte 
it  mehr  auf  gewisse  besondere  Fälle.     Die  LQsimg 

aber  sofort  als  allgemein  giltig,  wenn  man  das  Un- 

zulässt. 
'  TerUngten  die  mit  f  und  tt  bezeichneten  F&lle  eine  besondere 

welche  jetzt  wegfallen  konnte.    Denkt  man  sich  die  Änfgabe 

in  Fig.  27  dargestellten  Ebenen  gelt)st  and  dann  die  T-Spor 
ne  Parallele  mit  OP'  ersetzt,  so  ist  P"  in  unendliobpr  Ferne 

nnd  die  r'F'  gebt  fiber  in  eine  Parallele  za  OJ^;  zagleich  ist 
lieh  feinen  Pnnkt  des  Orondscbnitts  geworden,  wessbalb  Rp 
oallele  zum  Onindscbnitt  ersetzt  wird;  somit  hat  man  die  fQi 
Fig.  28  rorgeschrieben  gewesenen  Constmctionen.  Ersetzt  man 
le  RQP  der  Fig.  37  durch  eine  zur  HE  parallele  Ebene,  so 
die  nnendlich  ferne  Qerade  der  HB;  P'Q  wird  ||  GS,  pB  ||  OS; 
auch  der  iem  Grondschnitt  angeborige  Pnnkt  r'  in  onendlicfae 
i.  b.  P'r'  wird  ||GS,  fUllt  also  mit  der  V-SpnrP'Q  zusammen; 
nach  die  in  tt  beqitochene  Constmction.  —  Die  mit  ftt  ^^^ 
n  Fälle  der  Nr.  47  gebOren  in  der  Art  zusammen,  dass  beidemal 
ier  gesuchten  Schnittlinie  mit  ihrer  T-Spnr  znsammenffillt. 
umenfallens  w^en  ist  diessmal  die  allgemeine  Loanng  (welche 
liegende  Spuren  der  gesachten  Geraden  TOraossetrt)  nicht  mehr 
ate  Unbraachbarkeit  für  ttt  erwächst  nicht  ans  dem  Verschwin- 
ikts  in  nneudlicher  Entfemnng,  vielmehr  passt  die  Losting  dess- 
if  ttt<  "eil  sie  schon  auf  *t  nicht  mehr  passt,  wo  der  dop|ielt 
E^inkt  im  Grondschnitt  (H-  nnd  T-Spnr  der  gesuchten  Geraden) 

vorhanden  ist. 

mt  man  auf  einer  Geraden  G  eine  bestimmt«  Strecke 
sis  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  an  und  beschreibt 

Spitze  M  einen  durch  Ä  und  B  gebenden  Kreis- 
ffird  der  Pfeil  dieses  Bogens  AB  um  so  kleiner,  je 
Höhe  des  Dreiecks  angenommen  wird.  Bei  fortwähren- 
len  der  Höhe  nähert  sich  sowohl  der  Bogen  ^£  als 
te  Portsetzung  Aber  A  oder  B  hinaus  immer  mehr  der 

und  wenn  M  in  unendlicher  Entfernung  verschwunden 

die  Stelle  des  zugehörigen  Kreises  die  Gerade  G  selbst. 
1  auf  solche  Weise  die  gerade  Linie  den  Kreisen  als 


gt  man  in  ÄbkQrztmg,  die  Gerade  könne  als 
groseem  Halbmesser  gelten.     (Der  nnendlidi 

.  durch  das  Loth  zur  Geraden  gegeben.   Con- 

entsprechen  parallele  Gerade.) 
zu  verstehen,  wenn  man  sa^,  eine  Eugel- 
grossem  Halbmesser  sei  eine  Ebene. 

rch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ge- 
1  einer  gegebenen  Ebene  zu  ziehen. 
»jectionen  der  verlangten  Geraden  sind  die 
äie  man  aus  den  Projectionen  des  Punkts  auf 
Ipuren  der  gegebenen  Ebene  fällt  (Nr.  27). 
oder  ausserhalb  der  Ebene  liegen.) 

rch  einen  gegebenen  Funkt  {a,  a')  eine 
zu  einer  gegebenen  Geraden  {cd,  c'd') 

Spuren  der  verlangten  Ebene  senkrecht  zu  ng.  a. 
Projectionen  von  CD  sein  müssen,  so  kann 
1  einer  durch  A  gehenden  (Geraden,  die  mit 
mrallel  ist,  unmittelbar  zeichnen.  Eine  solche 
uiz  in  die  gesuchte  Ebene,  verbilft  also  zur 
em.  In  Fig.  6  ist  ar  i  cd,  a'B'  \\  GS,  also 
[-Spur  der  verlangten  Ebene.  Eine  Gerade 
ipur  H'  der  AR'  senkrecht  zu  c'd'  gezogen, 
eine  Senkrechte  durch  0  auf  cd  die  horizon- 
iten  Ebene. 

igsbUtt  wedei  den  Ponkt  R'  Doch  die  H-Spni  einer 
'  gedachten  Linie  aofnehmen,  so  w&Ut  man  in  irgend 
in  Ebene  TQT'  eine  Oerade  so,  dass  sich  mit  EOlfe 
nie  durch  A  parallel  zo  TQT'  finden  lasst. 
iuflösui^  der  Aufgabe  gleichgiltig,  ob  ^4  in 

ird  bedeutend  ein&cher,  wenn  die  gegebene  Gerade 
y^  let  1.  B.  OF  (Fig.  9)  diese  Qerade,  ao  geht  die 
laeProjectionalotH^a,  mithin  ihre  H-Spnr  durch  a; 
wht  lu  OP,  die  V-Spnr  aenkrecht  iura  GmndschnitL 
wenn  die  gegebene  Gerade  parallel  za  einer  Gnind- 
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67.  Anfg.  Aus  einem  gegebenen  Punkte  A  eine  Senk- 
rechte auf  eine  gegebene  Gerade  M  %\k  fällen. 

Anfl.  Legt  man  durch  A  eine  Ebene  senkrecht  zu  M 
(Nr.  56)  und  bestimmt  den  Punkt  JB,  in  welchem  sie  von  M  ge- 
troffen wird  (Nr.  48)  so  ist  die  Verbindungslinie  AB  die  ver- 
langte Senkrechte.* 

f  Wesentiich  yereinfacht  sich  die  Lösung,  wenn  JSf  einer  Grandebene 
parallel  ist.    (Vergl.  Nr.  56,  f«) 

68.  Aufg.  Aus  einem  gegebenen  Punkte -1  einer  ge- 
gebenen Geraden  M  eine  Senkrechte  auf  ihr  zu  errichten, 
welche  einer  gegebenen  Ebene  E  parallel  ist. 

Anfl.  Man  schneide  die  Ebene  E  durch  irgend  eine  zu  M 
senkrechte  Ebene  und  ziehe  durch  A  eine  Parallele  mit  der 
Schnittlinie. 

69.  Aufg.  Durch  eine  gegebene  Gerade  ^  eine  Ebene 
senkrecht  zu  einer  gegebenen  Ebene  E  zu  führen. 

Aofl.  Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  N  eine 
Senkrechte  K  zu  E  (Nr.  55)  und  lege  durch  K  und  N  eine  Ebene 
(Nr.  50),  so  ist  diese  die  verlangte  (Nr.  5,  ix). 

Die  Linie  N  kann  auch  in  der  Ebene  E  liegen. 

(Wäre  JV  J.  JE7,  so  würde  jede  durch  N  geführte  Ebene  der  Aufgabe 
genügen.) 

60.  Erklärung.  Eine  Ebene  in  eine  der  Grundebenen  um- 
klappen, heisst:  sie  um  die  betreffende  Spur  so  lange  drehen, 
bis  sie  mit  dieser  Grundebene  zusammenfällt. 

Es  ist  klar,  dass  man  jede  Ebene  in  eine  und  dieselbe  Grund- 
ebene auf  doppelte  Weise  umklappen  kann,  je  nachdem  man  sie 
nach  der  einen  oder  andern  Seite  hin  dreht. 

Ein  Beispiel  von  ümklappung  ist  bereits  in  dem  Zurücklegen 
der  Verticalebene  (Nr.  9)  gegeben. 

Unter  der  ümklappung  eines  Punkts  mit  einer  durch  ihn 
gehenden  Ebene  versteht  man  die  Lage,  welche  der  Punkt  einnimmt, 
nachdem  diese  Ebene  umgeklappt  worden  ist. 

In  ähnlichem  Sinne  ist  die  Umklappung  einer  Geraden  mit  einer 
durch  sie  gelegten  Ebene  zu  verstehen.  Jede  solche  Umklappung  geht 
durch  die  betreffende  Spur  der  Geraden. 


Eine  andere  Auflösung  folgt  später  (Nr.  69,  Zus.). 


/ 
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61.  Aufg.  Eine  Linie,  welche  in  S  und  T  ihre  Spuren 
hat,  soll  mit  ihrer  horizontalprojicirenden  Ebene  StT 
einmal  in  die  V-Ebene,  das  anderemal  in  die  H-Ebene 
umgeklappt  werden. 

Aufl.  Bei  der  Umklappung  in  die  VE  bleibt  Tt  (als  Dreh- 
ungsaxe)  unbeweglich;  St  wird,  da  sie  immer  auf  Tt  senkrecht 
bleibt,  während  der  Drehung  in  der  HE  hinstreifen;  jeder  ihrer 
Punkte  beschreibt  einen  Kreis  um  t  und  kommt  nach  vollendeter 
Drehung  in  den  Grundschnitt  zu  liegen;  so  der  Punkt  8  nach  Si . 
(oder  aucli  auf  die  andere  Seite  von  t);  daher  ist  FSi  die  Lage 
der  ST*  nach  verticaler  Umklappung  der  Ebene  StT. 

Wird  StT  in  die  HE  umgeklappt,  so  bleibt  St  unbeweglich 
und  Tt  beständig  senkrecht  auf  St;  Tt  wird  also  auch  nach  vol- 
lendeter Drehung  noch  senkrecht  zu  St  sein.  Ferner  kann  ein 
Punkt  in  Tt  seine  Entfernung  von  t  während  der  Drehung  nicht 
andern.  Zeichnet  man  daher  tTz'  J^  St  und  =  tT%  so  ist  ST2' 
die  Lage  der  ST  nach  horizontaler  Umklappung  von  StT.  (Man 
hätte  auch  tT2'  nach  der  entgegengesetzten  Seite  von  St  antragen 
können.) 

In  der  Figur  ist  die  Constmction  zugleich  för  den  andern  FaU  ansge- 
fOhrt,  dass  die  Linie  mit  ihrer  yertical-projicirenden  Ebene  in  heide  Qnind- 
ehenen  umgeklappt  werde. 

62.  Aufg.  Zwei  Punkte  A,  B  sind  durch  ihre  Pro- 
jectionen  gegeben;  man  soll  die  Gerade  AB  mit  einer 
ihrer  projicirenden  Ebenen  in  die  betreffende  Grundebene 
umklappen. 

AntL  Es  werde  die  AB  mit  ihrer  horizontalprojicirenden 

Fig  11. 

Ebene  in  die  HE  umgeklappt.  Liegen  die  gegebenen  Punkte  beide 
auf  einerlei  Seite  der  HE  (wie  es  in  Fig.  11  angenommen  wurde), 
so  bestimmen  sie  mit  ihren  H-Projectionen  ein  Trapez  ABba, 
welches  bei  a  und  h  rechte  Winkel  hat  und  dessen  parallele  Seiten 
die  H-Distanzen  der  Punkte  A,  B  sind.  Man  kann  nun  dieses 
Trapez  in  horizontaler  Umklappung  zeichnen,  wenn  man 

aAi  JL  ab  und  =  ma' 

bBi  JL  ab  und  =  nb' 
nimmt;  dann  ist  Ai  Bi  die  verlangte  Umklappung  der  AB. 

Gagler,  descrlpt.  Geometrie.    4.  Aufl.  3 
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(Probe  für  die  Genauigkeit  der  Zeichnnng:  die  verlängerte  Ai  Bi  muss- 
durch  die  H-Spnr  der  AB  gehen.) 

Will  man  die  AB  mit  ihrer  verticalprojicirenden  Ebene 
in  die  VE  mnklappen,  so  hätte  man  ganz  den  vorigen  Fall,  wenn, 
die  Punkte  JL,  J5  auf  einerlei  Seite  der  VE  lägen.  In  der  an- 
genommenen Figur  aber  liegen  sie  auf  entgegengesetzten  Seiten, 
derselben,  so  dass  die  Verbindungslinie  AB  (unverlängert)  die  VE 
schneidet,  und  statt  eines  Trapezes  erscheint  in  der  ümklappung 
die  Gestalt  a'h'B^A^^  welche  man  erhält,  wenn  man  in  den  End- 
punkten von  a'h'  die  V-Distanzen  der  Punkte  A,  B  unter  rechten 
Winkeln,  aber  nach  entgegengesetzten  Bichtungen  aufträgt. 

(Probe  der  Zeichnung:  6'«-L  GS,  d.  h.   S*  muss  die  V-Spur  der 
AB  sein.) 

Aus  Vorstehendem  ergibt  sich  folgende  allgemein  giltige 
Kegel:  In  derjenigen  Grundebene,  in  welche  die  ümklappung  ge- 
schehen soU,  setzt  man  an  den  Endpunkten  der  Projection  von 
AB  die  betreffenden  (aus  der  andern  G-Ebene  zu  entnehmen- 
den) Grunddistanzen  rechtwinkelig  an,  und  zwar  nach  einerlei 
oder  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin,  je  nachdem  in  der  andern 
G-Ebene  jene  Distanzen  auf  einerlei  oder  auf  entgegengesetzten 
Seiten  des  Grundschnitts  erscheinen. 

Zusatz.  Da  die  oben  ausgeführten  TJmklap- 
pungen  der  AB  auf  die  Spuren  dieser  Geraden 
hinweisen,  so  stösst  man  hier  auf  eine  Auflösung 
der  in  Nr.  34  enthaltenen  Aufgabe  für  den  beson- 
dem  Fall,  wo  das  dort  gelehrte  Verfahren  nicht 
brauchbar  ist  (und  welcher  bereits  im  Zusatz  zu 
Nr.  37  auf  andere  Art  bereinigt  wurde). 

Sind  nämlich  (a,  *),  (a',  h*)  zwei  Punkte  einer 
Geraden,  deren  Projectionen  senkrecht  zum  Grund- 
schnitt liegen,  so  leitet  die  mit  der  h-projicirenden 
Ebene  ausgeführte  Umklappung  der  AB  unmittelbar  auf  die  H- 
Spur  S  dieser  Geraden,  und  m  Fi  ist  die  Entfernung  der  V-Spur  F 
vom  Grundschnitt. 

63.  Aufg.  Die  Horizontalspur  PO  einer  Ebene  und 
die  Projectionen  a,  a'  eines  in  ihr  liegenden  Punktes 
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sind  gegeben.  Man  soll  die  Lage  des  Punktes  angeben, 
nachdem  die  Ebene  in  die  H-Ebene  umgeklappt  worden. 

Aufl.  I.  Denkt  man  sich  sowohl  aus  dem  Punkt  A  als  aus 

Fiff  7 

dessen  Projection  a  Lothe  auf  OP  geSllt,  so  werden  beide  einerlei 
Pusspunkt  F  haben  (Nr.  5,  xil).  Dreht  man  nun  die  gegebene 
Ebene  um  OP,  so  muss  AF  stets  senkrecht  auf  OP  bleiben, 
also  nach  vollendeter  Drehung  in  die  Eichtung  von  aF  fallen. 
Die  Lage  des  Punktes  A  nach  der  Umklappung  wird  daher  be- 
stimmt sein,  sobald  man  seine  Entfernung  von  F  kennt.  Diese 
ist  aber  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  AFa^ 
dessen  eine  Kathete  aJP,  dessen  andere  JLa  =  ma'  ist.  Macht 
man  dentmach  mn  =  aFjFA^  =  a'w,  so  ist  A^  die  Lage  von  A 
nach  Umklappung  der  Ebene  AOT?. 

t  FäUt  a  in  OP,  d.  h.  ist  die  Ebene  senkrecht  znr  H£,  so  fällt  F 
mit  a  zusammen,  und  es  ist  ^J^  =  ma'. 

tt  Ist  OP -L  GS,  d.  h.  ist  die  Ebene  senkrecht  zur  VE,  so  wörde 
ihre  V-Spnr  durch  a*  gehen  und  es  S&i,  AF  =  a'O  (Nr.  29).    Die  Gerade     ^ 
aAx  und  der  Bogen  a'oi  in  der  Figur  steUen  die  Projectionen  des  Kreis- 
bogens AA\  dar,  welcher  von  dem  Punkte  A  während  der  Drehung  der 
Ebene  beschrieben  wird  (Nr.  31). 

Anfl.  n.  Man  denke  sich  wie  vorhin  die  Linie  AF  senk-™„ , 

■Eis*   f. 

recht  auf  0  P  gefällt  und  ausserdem  noch  in  der  umzuklappenden 
Ebene  durch  A  eine  Parallele  AS  mit  der  VE  gezogen.  Ist 
a/Si  II  GS,  Äs' 4- GS,  so  sind  aÄ,  a's*  die  Projectionen  und  S  die 
H-Spur  derselben.  Die  V-Projection  a's*  zeigt  die  wahre  Länge 
von  AS  (Nr.  29).  Um  daher  das  (bei  F  rechtwinkelige)  Dreieck 
AFS  in  umgeklappter  Lage  zu  zeichnen,  hat  man  ai^  zu  ver- 
längern und  von  S  aus  mit  einem  Kreisbogen  vom  Halbmesser 
aV  zu  durchschneiden.  Der  Schnittpunkt  Ax  ist  die  verlangte 
ümklappung  des  Punkts  A, 

Zusatz.    Liegt  in  der  Ebene  TOA  ein  zweiter  Punkt  3  (welcher  also 
schon  durch  eine  Projection  bestimmt  ist)  und  soll  neben  A  auch  3  mit 
1er  Ebene  umgeklappt  werden,  so  kann  diess  am  leichtesten  geschehen,  wenn 
l;  jene  Projection  die  horizontale  &  ist,  indem  dann  die  Verbindungslinie  ab 

auf  die  in  OP  liegende  Spur  Z  der  Geraden  AB  und  mithin  auf  deren  üm- 
klappung ZAx  f&hrt,  in  welcher  die  Umklappung  B\  von  B  liegen  muss 
"bBi-LOP).  Wäre  aber  statt  &  die  yerticale  Projection  V  bekannt,  so 
hätte  man  zuvor  h  zu  suchen,  was  voraussetzt,  dass  man  Z  aus  der  Yerbin- 
dimgslinie  a^h'iz")  gefanden  und  Za  gezogen  habe. 

3* 
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;.  Ein  Punkt  A  liegt  in  einer  gegebenen 
',  das8  er  nach  horizontaler  Umklappung 
ie  Stelle  Ai  einnimmt.  Man  zeichne  seine 
a  fQr  die  ursprüngliche  Stellung  der  Ebene. 

1)  Die  Ebene  E  sei  durch  ihre  beiden  Spuren  PO, 
Bei  dem  Zurückbewegen  der  umgeklappten  Ebene 
1er  auf  PO  senkrediten  Ebene  FQR,  beschreibt 
eisbogen,  und  kommt  endlich  in  der  Geraden  FR' 
Lcher  diese  Ebene  die  gegebene  Ebene  schneidet, 
also  das  Dreieck  FQR',  welche  jene  Schnittlinie 
otenuse  bat,  in  die  HE  um  (Nr.  60)  und  macht 

,  30  ist  A„  wieder  eine  umklappung  von  A;  und 
1  leicht,  dass  man  mittels  einer  ron  A„  auf  FQ 
rechten  die  H-Projection  a  und  die  H-Distanz  J.„a 
i  erhält,  also  auch  (nach  Nr.  43)  seine  V-Projec- 
Glenauigkeitsprobe  kann  man  die  V-Projeetion  f'R' 
e  FR'  zeichnen  und  zusehen,  ob  sie  durch  o'  geht, 
be  bmn  aucti  mittels  Tetticalei  ümklappnng  der  Ebene 
jrden,  wie  leicht  zu  finden.) 
ist  hier  stillschweigend  Toiansgesetzt  worden,  det  Punkt  A 

der  BE,  Lige  er  unter  der  HE,  so  wftrde  A„  ani  die 
rnng  der  RF"  m  liegen  kommen,  nnd  die  flbrigen  Con- 
len  sich  demgemäsB  aMndem.  —  Ist  nicht  bestämmt  auf 
r  HE  der  in  A^  amgeklappte  Fnnkt  dch  nrspittnglich  be- 
slchem  Sinne  die  Umklappong  der  Ebene  POR'  ausgeführt 
lind  ffli  A  zwei  Lagen  mOgUch. 
e  Ebene  E  durch  ihre  H-Spur  und  die  Projeetionen 
legenden  Punkts  C  gegeben,  so  bestimme  man  zu- 
1  Ci ,  welche  dieser  Punkt  nach  horizontaler  Um- 
Ebene  erhält  (Nr.  63).  Die  Verbindui^linie  Ai  Ci 
;  auf  die  H-Spur  det  AC;  mittels  dieser  Spur  und 
ondschnitt  liegenden)  V-Projection  erhält  man  die 
ionen  der  AC  und  dann  ergeben  sich  auch  leidit 
3n  dra  Punkts  A. 

st  zu  wissen  nOthig,  auf  welcher  Seite  der  HE  ursprünglich 
',  damit  man  ans  der  Lage  von  Ai  ersehen  kOnne,  in  welchem 
ppnng  erfolgt  ist.  Die  Lage  Cj  hat  raan  mit  Ai  auf  gleicher 
mgesetzter  Seite  der  Ebenenspnr  zd  nehmen,  je  nachdem  C 
ber  Seite  der  HE  liegen  oder  nicht. 
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65.  Aufg.  Es  ist  eine  Gerade  AB  und  auf  ihr  ein 
Punkt  Ä  gegeben.  Man  soll  die  h-projicirende  Ebene 
der  Geraden  um  das  h-projicirende  Loth  des  Punkts  Ä 
soweit  drehen,  dass  sie  parallel  zurV-Ebene  wird,  und 
die  Projectionen  für  die  neue  Lage  der  Geraden  zeichnen. 

Aufl.  Die  H-Proiection  der  neuen  Lage  ist  die  zum  Grund- 

Plg  12. 

schnitt  Parallele  aho.  Um  auch  die  V-Projection  zu  erhalten,  be- 
merke man,  dass  ein  auf  der  ursprünglichen  Lage  willkürlich  ge- 
noDMnener  Punkt  (b,  6')  einen  Kreisbogen  in  einer  zur  H-Ebene 
parallelen  Ebene  beschreibt,  mithin  seine  V-Distanz  nicht  ändert. 
Macht  man  daher  abo  =  ab,  b*b"  \\  GS,  b^b,,  J_GS,  so  ist  a'b„ 
die  gesuchte  V-Projection.  (66o  und  b'b„  sind  die  Projectionen 
des  erwähnten  Kreisbogens.) 

66«  Aufg.  Eine  Ebene  ist  durch  eine  horizontale 
Linie  (bc,  b*c')  und  einen  Punkt  (a,  a')  bestimmt.  Man 
soll  die  H-Projection  angeben,  welche  diesem  Punkte 
entspricht,  wenn  man  die  Ebene  durch  Drehung  um 
(6  c,  &'cO  in  horizontale  Lage  gebracht  hat. 

Anfl.  I.  Führt  man  durch  A  senkrecht  zu  BC  eine  Ebene  E. 
so  beschreibt  A  in  derselben  während  der  Drehung  der  gegebe- ^^^'^^* 
nen  Ebene  einen  Kreisbogen,  dessen  H-Projection  in  ihre  Spur 
fallt;  also  wird  sich  auch  die  neue  Lage  des  Punkts  A  in  diese 
Spur  projiciren,  welche  man  erhält,  wenn  man  aus  a  eine  Senk- 
rechte aoi  auf  6  c  fällt  (vgl.  Nr.  56,  f).  Zeichnet  man  nun  noch 
die  Projectionen  ac,  a*  c*  einer  durch  A  gehenden  Geraden,  welche 
parallel  zur  VE  ist  und  zugleich  die  BC  in  C  schneidet,  so  stellt 
a'&  die  wahre  Länge  derselben  oder  die  Entfernung  des  Punkts 
A  von  C  vor  (Nr.  29) ;  und  da  diese  Entfernung  nach  vorgeschrie- 
bener Drehung  der  gegebenen  Ebene  sich  auch  auf  die  HE  in 
der  wahren  Grösse  projiciren  muss,  so  findet  man  die  verlangte 
neue  Projection  «i  des  bewegten  Punkts  A  als  Schnitt  der  aoi 
imd  eines  Kreisbogens,  welcher  c  zum  Mittelpunkt  und  a'  &  zum 
Halbmesser  hat. 

Aufl.  n.  Die  vorhin  erwähnte  Ebene  H  schneidet  die  J5  C 
in  einem  Punkt  JP,  dessen  Horizontalprojection  f  ist  und  dessen  ^'^' 
V-Projection  in  6'c'  liegt.    Wäre  die  Entfernung  AF  bekannt, 


-^'^^ 


aan  den  gesuchten  Punkt  oi  erhalten,  wenn  man  fot 
ichte.  Die  Grösse  dieser  Entfemmig  ist  aber  (wie  die 
Ifenng  der  nächstfolgenden  Anfgabe  zeigt)  der  Hypo- 
des  Dreiecks  a'vf„  gleich,  dessen  einer  Eatbete  vf„ 
änge  af  g^eben  hat. 

ntg.  Die  Entfernung  zweier  gegebenen  Punkte 
b')  darzustellen. 

I.  Zieht  man  die  Verbindungslinie  AB  xmi  klappt 
er  ihrer  projiciienden  Ebenen  in  die  zugehörige  Qnmd- 
(Nr.  62),  so  stellt  sich  die  AS  in  wahrer  Grösse  dar. 
n.  Dreht  man  die  h-projicirende  Ebene  der  Geraden  AB 
projicirende  Loth  des  Punkts  A  bis  in  die  zur  VE  pa- 
lung und  bestimmt  die  V-Projection  h„  ftr  die  neue 
i^inkts  B  (Nr.  65),  so  ist  a'  b„  die  wahre  Entfernung 
Den  Punkte  (Nr.  29). 

bt  leicht,  dasa  mao  hiebe!  weder  die  Gerade  ahf,  dei  Fig.  12 
gen  bbo  nOtbig  liat;  Tiehaebr  löcht  folgende  Begel  ans.  Man 
die  V-Projection  von  B  eine  Parallele  zum  GnindBchnitt  bis  an 
reiche  die  beiden  Pt(tJectionen  des  Punkts  A  Terbindet,  and  trage 

auf  dei  Pamtlelen  die  H-Projection  ab  ab;  dra  Endpunkt  b'  des 

St&ckes  ist  von  a'  um  die  getmcbt«  Lftngä  AB  entfernt. 
t  man  nach  dieser  Begel  unter  Vertanschnng  der  Namen  hoci- 

Teitical,  so  ergibt  eich  die  Constmction  trelcbe  b  Fig.  12 
ite  Darstellung  abi  der  wahren  Länge  AB  gefBhrt  hat. 

Aufl.  II  ist  im  Allgemeinen  die  bequejnere.) 

if^.  Die  Entfernung  eines  gegebenen  Punktes  J. 

gegebenen  Ebene  ROP'  anzugeben. 

L  Man  fälle  aus  A  eine  Senkrechte  auf  BOP" 
projieire  deren  Pusspuntt  B  (Nr.  48)  und  suche  die 

AB  (Nr,  67). 

II.  Eine  durch  AB  und  das  Projectionaloth  Aa  ge- 
le  RQP"  ist  senkrecht  auf  OR  (Nr.  5,  ES.  x)  und 
ie  gegebene  nach  einer  Geraden  BF',  welche  den  Fuss- 
ler  AB  enthält.  Zeichnet  man  (nach  Nr.  56,  f)  die 
ser  Ebene,  klappt  dieselbe  in  die  HE  um  und  bestimmt 
i^e  BF„  der  Schnittlinie  FB'  (Nr.  61),  sowie  die 


h.  63,  f),  so  gibt  die  von  Aj  «,^  -^  „ 

1  die  verlangte  Entfernang  an. 

nog  auch  mittels  der  TSTticalen  ümklappimg 

Isimgeii  gibt  sich  zu  etkenncD,  ob  der  g^bene 
gegebenen  Ebene  liegt.) 

femung  eines  gegebenen  Punkts  A 
jteraden  üf  anzugeben, 
aus  A  eine  Senlcrechte  zu  M  (Nr.  57) 
Qung  des  Fusspunkts  derselben  von  A 

mme  die  H-Spur  der  durch  A  und  M 
ippe  diese  in  eine  Qrundebene  um,  und 
»  von  A  eine  Senkrechte  auf  die  üm- 

i^ibt  sieh  auch  eine  zweite  Auflösung 
57.  Denn  ist  S^  der  Fusspunkt  der  in 
AM  gezogenen  Senkrechten,  so  muss 
Punkts  nach  der  Zurückbew^ui^  der 
li^en,  die  man  von  B^  auf  die  H-Spur 
id  da  diese  Projection  h  zugleich  in  die 
1  muss,  so  ist  sie  leicht  zu  bestimmen, 
on  b'  ergibt  sich  nach  Nr.  44,  und  die 
Senkrechten  sind  dann  die  Verbindungs- 


fernung  zweier  parallelen  Ebenen 

3n. 

1  der  einen  Ebene  einen  beliebigen  Punkt 

eine  Entfernung  von  der  andern  bestim- 

)er  ist  folgende  Auflösung. 

P,  TP"  i  GS,  so  ist  die  Ebene  PTI" 

H  (Nr.  27) ,  aiso  auch  senkrecht  zu  den 

Nr.  5,  DE).    Die  Entfernung  der  letztem 

]femui^  der  beiden  Linien,  nach  welchen 

mitten  werden.    Elappt  man  die  Ebene 

stellt  Pj  P*  die  eine  dieser  Schnittlinien 
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äere  liesse  sich  (in  der  Fläche  des  umgeklappten 
3Q  so  leicht  angeben;  da  man  aber  nur  einen 
jnnen  braucht  and  R'  ein  solcher  Funkt  ist, 
i.  PiP",  um  in  R'E  die  gesuchte  Entfernung 

man  statt  der  FTP"  aach  eine  Ebene  senkrecht  za 
ibenen  Ebenen  h&tte  zn  UQlfe  nehmen  ktttmen. 

gegebenen  Ebenen  beide  senkrecht  zu  einer 
debene,  so  ist  ihre  Entfernung  gleich  der  Ent- 
^er  änmdebene  liegenden  Spuren. 

tnfgaben. 

die  wahre  Länge  einer  Geraden,  die  Projee- 
ppunkts und  eine  Projection  ihres  Endpunkts. 
Ire  Frojeetion  des  Endpunkts.  . 
:  die  FrojectioneD   einer   Geraden    und  eines^ 
isucht:  die  Projectionen  eines  zweiten  Funkta 
er  von  jenem  einen  gegebenen  Abstand  hat. 
;^ebenen  Geraden  einen  Punkt  zu  finden,  der 
ilb  der  Geraden  gegebenen  Punkte  einen  ge- 
at. 
i  emer  gegebenen  in  bestimmter  Entfernung 

ection  einer  Geraden  zu  finden,  welche  eine 
ion  hat  und  einer  g^ebenen  Ebene  in  gege- 
larallel  ist. 

iection  eines  Punkts  anzugeben,  dessen  V-Pro- 
Entfemung  von  einer  gegebenen  Ebene  be- 


)ie  Entfernung  zweier  gegebenen  Pa- 
a'h'),  (cd,  c'd')  anzugeben. 
ihme  in  der  einen  Linie  wiUkürlieh  einen  Punkt 
ae  Spur),  und  suche  seine  Entfernung  von  der 
Dder  man  l^e  eine  Ebene  senkrecht  zu  beiden 
äie  Schnittpunkte  der  Linien  in  ihr  (Nr.  48) 
jne  mit  diesen  Schnittpunkten  (deren  Abstand 
femui^   gleich   ist)   in  eine  Grundebene  um 


).    Oder  man  klappe  die  durch  die  gegebenen 
£  Kbene  um. 

inm  des  ZeicbnnDg3l)latt«9  die  Bestinimmig 
n  S^vTm  der  Parallelen  gestattet,  so  ist  das'*'^*" 
rfahren  das  kürzeste.  In  Fig.  15  ist  ST  die 
— j,™  ^^  „^vu  AB  und  CD  gellenden  Ebene  P,  (o,  a')  ein 
in  ä£  beliebig  gewäUter  Funkt,  Ai  die  I^e  dieses  Punkts 
nach  ümklappung  der  P  in  die  HE  (vgl.  Nr.  63),  also  SAi  die 
L^e  von  SA  (oder  ^J5)  in  der  umgeklappten  P.  Die  mit  P 
nmgeklappte  CJ)  wtlrde  durch  T  gehen ;  daher  gibt  die  Läi^ 
TE  einer  von  T  auf  SA,  gelallten  Senkrechten  die  gesudite 
Entfernung. 

73.  Anfg.  Die  Projectionen  einer  Geraden  CD  zu 
finden,  welche  mit  einer  gegebenen  Geraden  AB  auf 
einen  gegebenen  Abstand  d  parallel  ist  und  deren  H-Pro- 
jection  durch  den  Punkt  d  geht, 

Aufl.  Zunächst  kann  man  die  H-Projection  cd  der  gesuchten 
Geraden  ziehen  (Nr.  33).  "^  "■ 

Denkt  man  die  AB  und  die  CD  durch  eine  Ebene  POP" 
senkrecht  geschnitten  (Nr.  27)  und  diese  in  die  HE  umgeklappt, 
60  müssen  beide  Schnittpunkte  in  die  Projectionen  ab  und  cd 
Men  und  hier  um  die  gegebene  Entfernung  ä  von  einander  ab- 
stehen. Bestimmt  man  daher  die  Projectionen  a,  a'  und  die  um- 
geklappte Lage  ^1  des  Schnittpunktes  A,  welcher  der  AB  ent- 
spricht (Nr.  48.  63)  und  durchschneidet  die  ctf  von  Ai  aus  mit  S, 
so  ist  der  Durchschnitt  Ci  die  umgeklappte  Lage  des  Punkts  C, 
in  welchem  CD  die  Ebene  POP  trifft,  Der  Punkt  P,  wo  die 
Terbindui^linie  ÄiCi  der  Spur  OP  b^egnet,  ist  die  H-Spur 
einer  durch  A  und  C  gehenden  Geraden;  also  ist  Pa  die  H-Pro- 
jection dieser  Geraden  und  c  die  H-Projection  des  Punkts  C. 
Zeichnet  man  auch  die  V-Projection  a'p'  der  Geraden  AP,  so 
a^bt  sich  die  V-Projection  c'  des  Punkts  C  nach  Nr.  44,  und 
eine  dnrch  &  gelegte  Parallele  mit  a'b'  ist  die  gesuchte  V-Pro- 
jection der  AC.  (Die  Projectionen  c  und  C  lassen  sich  auch 
unabhängig  vom  Punkte  P,  der  manchmal  in  unbequeme  Entfer- 
unng  ^en  kann,  auffinden.    Hiezu  fönende  Andeutungen.    Man 
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1  der  ümklappimg  von  FOT"  ein  Dreieck  a'mv  eon- 
ilehes  dem  Dreieck  Aaf  congruent  ist;  letzteres  ist  aber 
em  Dreieck  Ccg  ähnlich ;  macht  man  daher  vw  =  Cyg, 
80  ist  wr=  eg  und  wr  —  nc') 
im  Ai  mit  ^  beschriebene  Kreisbogen  schneidet  die  cd 
C\  noch  in  einem  zweiten  Punkte,  mit  welchem  man 
erfahren  kann  wie  mit  Ct.  Die  Aufgabe  wird  daher 
neinen  zwei  Ätiflösnngen  zulassen.  Keine  oder  nur 
ösimg  erhält  man,  wenn  d  kleiner  oder  eben  so  groas 
Abstand  des  g^ebenen  Punkts  d  von  der  Projection  ah. 

Lnfg.  Den  kleinsten  Abstand  zwischen  zwei  ge- 
Qeraden  M,N  im  bestimmen. 
.  Sind  die  gegebenen  Qeraden  parallel,  so  ist  ihr  Ab- 
rall  deraelbe  und  wird  nach  N.  72  gefunden.  Schneiden 
Bo  ist  der  kleinste  Abstand  =  0.  Für  jeden  andern 
t  man  die  Länge  des  gesuchten  Abstandes,  wenn  man 

eine  Gerade  M  eine  Ebene  B  parallel  zur  andern  Ge- 
igt (Nr.  52)  und  die  Entfemmig  der  N  von  dieser  Ebene 
Letzteres  geschieht,  indem  man  aus  einem  bdiebigen 
,  der  N  eine  Senkrechte  auf  die  Ebene  E  fallt  (Nr.  55), 
spunkt  JBo  projicirt  (Nr.  48)  und  die  Grösse  A-Bo 
^r.  67). 

1  in  beiden  Geraden  die  Punkte  A  nnd  B  selbst  be- 
rden  welche  am  nächsten  beisammen  liegen  (d.  h.  deren 
gslinie  auf  beiden  GFeraden  zugleich  senkrecht  steht),  so 
1  sich  die  Senkrechte  Af,  Ba  parallel  mit  ihr  selbst  so 
V  fortbewegt,  bis  der  Fnsspunkt  B^  in  der  Jf  ankommt, 
m  Augenblicke  A^  mit  A  und  B^  mit  B  zusammea- 
is.  Da  bei  dieser  Bewegung  B^  in  der  Ebene  E  eine 
mit  N  beschreibt,  so  wird  man  auf  folgende  Construo- 
rt.    Sind  oo,  &ot  ^  «  die  E-Projectionen  von  Aq,  Bq, 

ziehe  man  durch  bo  eine  Parallele  zu  »,  welche  die  m 
eidet;  femer  dnrch  6  eine  Parallele  zu  o«  ftg  i  welche 
a  schneidet    Dann  sind  a,  &  die  H-Projectionen  der 

Punkte  A,  B.    Die  V-Projectionen  erhält  man  nach 


sie  ganz  ebenBo  wie  man  die  H-Projec- 
I  Genanigkeit  der  Zeichnung  nach  Nr.  10. 

ligungen  einer  gegebenen  G-eraden 
en  darzustellen. 

einer  Linie  gegen  eine  Ebene  ist  (wie 
aiu  uDi  u»^>wJUDiuH^  in^jannt)  der  Winkel  der  Linie  mit  ihrer 
Projection  auf  die  Ebene.    . 

Sind  S,  T  die  Spuren  der  g^ebenen  Geraden,  so  liegt 
zwiecheQ  S,  /  und  T  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  welches  bei  S"' 
den  Neigungswinkel  a  gegen  die  HE  enthält.  Man  hat  daher 
nur  dieses  Dreieck  in  eine  Grundebene  umzuklappen  (Nr.  61),  um 
es  in  seiner  wahren  Gestalt  zeichnen  und  den  Winkel  u  angeben 
zu  können.  Zwischen  S,  s'  und  T  ist  ein  anderes  rechtwinkeliges 
Dreieck  enthalten,  welches  bei  2*  den  Ne^ungswinkel  /?  der  ge- 
gebenen Geraden  g^en  die  VE  &S8t.  Klappt  man  dieses  Dreieck 
ebenfalls  um,  so  findet  man  auch  den  Winkel  ß.  (In  Fig.  17 
ist  jedes  dieser  Dreiecke  in  beide  Grundebenen  un^eklappt.) 

t  Läuft  die  gegebene  Linie  parallel  mit  einer  der  Grund- 
ebenen, so  zeigen  die  Lagen  ihrer  Projectlonen  gegen  den  Grund- 
schnitt die  gesuchten  Winkel  (von  denen  einer  =  0)  unmittelbar 
l  an,  so  nämlich,  dass  der  Winkel  mit  der  HE  in  der  VE,  der 
Winkel  mit  der  VE  in  der  HE  zu  erblicken  ist. 

ff  Liegt  die  Linie  in  einer  zum  Grundschnitte  senkrechten 
Ebene,  so  ergänzen  sieh  beide  Neigungswinkel  zu  einem  rechten 
Winkel. 

FalleD  die  Sporen  dei  gegebenen  Oersden,  odet  eine  deiselben,  niclit 
mehi  in  das  ZeicbnongsblAtt,  so  wUile  man  die  Frojectionen  einer  mit  ihr 
puallelen  so,  dass  man  die  Spnien  dieser  letztem  bestimmen  kann.    Ihre 
Ndgnngswinkel  gegen  die  Gmsdebenen  weiden  mit  den  gesuchten  Qberein- 
stimmen.    Odei  man  nehme  in  der  g^ebenen  Geraden  zwei  beliebige  Ponkte 
A.,B  axt,  denke  sich  dorch  B  Parallelen  BC,  BD  mit  den  Frojectionen  ge- 
n^en,  bis  sie  die  Ton  A  ausgehenden  projicirenden  Linien  in  C  nnd  D 
hneiden,  and  construii«  die  Dreiecke  ABO  nnd  ABD,  wie  es  in  Fig.  12 
1  dnem  andern  Zvecke  bereits  geschehen.    Dann  ist 
W.  a'b.e  (=W.  ABC]  =  n, 
W.  «ftid  (=  W.  ABD)  =  ß. 
Anmerkung.    Eine  Gerade  schliesst  mit  ihrer  Projection 
ff  ei  Winkel  ein,  die  sich  suppliren.     Von  diesen  kann  aber 
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Bigiiiig  (dem  Wortlaut  entsprechend)  nur  der  spitze 
äen.  Wenn  man  in  Jätern  Aufgaben  auf  die  L^e 
(OS  den  gegebenen  Winkeln  gegen  die  GrundebeneD 
lat,  30  sind  beide  stets  als  spitz  vorau^esetzi 
Bemerkung  gilt  zugleich  für  solche  kOnitige  Auf- 
en  es  sich  um  die  Winkel  einer  Ebene  gegän  die 
landelt. 

:e  w^en  sollen  in  der  folge  sowohl  bei  Ebenen 
1  die  Benennungen  H-Neigung,  V-Neigung, 
(statt:  Neigungswinkel  gegen  die  HE,  TE,  GE) 
ien. 

ingsaufgaben. 

sen:  die  H-Projection  einer  Geraden,  ihre  H-Spur 

ägung.    Gesucht:  ihre  V-Projection, 

)en;  die  H-Projeetion  einer  Geraden,  ihre  H-Spur 

igung.     Gesucht:  ihre  V-Projeetion. 

ten:  die  Spuren  einer  Ebene,  die  eine  Projection 

hörigen  Punktes,  und  ein  Winkel.     Gesucht:  die 

iner  Geraden,  welche  in  der  Ebene  durch  jenen 

gen  ist,  dass  sie  mit  einer  der  Gnindebenen  den 

ikel  bildet. 

.  Die  H-Neigung  a  und  die  T-NeigUng  ß 
m  nebst  einem  ihrer  Punkte  sind  gegeben. 
e  Projectionen  finden, 
trachtet  man  zuerst  einige  besondere  Fälle,  so  kann 

allgemeinen  Auflösung  übei^ehen. 

egebene  Punkt  sei  die  T-Spur  P  der  Ge- 
rne das  rechtwinklige  Dreieck  P  Sot  so,  dass  m 
inkel  a  fasst.  Dann  ist  der  mit  tSo  tan  t  be- 
s  der  geometrische  Ort  für  die  H-Spur  der  ge- 
Q,  und  r  So  das  zwischen  die  Grundebenen  fallende 
1.  Errichtet  man  daher  über  TSo  einen  Halbkreis 
'.  SüT'R  =  ß,  so  ist  BSo  die  T-Distanz  jener 
R  die  Länge  der  V-Projection  des  zwischen  beiden 
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Stücks  der  Geraden.  Man  hat  demnacli  mit 
TB  einea  Kreis  um  I^  zu  beschreiben  und  im  Punkte  s',  wo 
er  den  örundsehnitt  trifft,  eine  Senkrechte  s'Si  auf  letzterem  zu 
errichten,  um  die  Lage  Si  oder  S^  der  H-Spur  zu  finden.  Da 
aber  jener  Kreis  dem  Gnmdschnitte  noch  in  einem  andern  Punkte 
s'"  begegnet,  so  erhält  man  fOr  die  H-Spur  noch  zwei  Lagen  Sa 
und  S4,  welche  zugleich  in  die  Verlängerungen  der  Geraden  Sit 
nnd  Sit  fallen  müssen.  (Die  Punkt«  Si,  Sa,  S«,  St  würden 
sich  auch  ei^eben  haben,  wenn  man  zu  beiden  Seiten  des  örund- 
schnitts  Parallelen  Si  Sg,  S^  S,,  mit  ihm  in  der  Entfemimg  S«  B 
gezogen  hätte.) 

Es  gibt  demnach  vier  Linien,  welche  den  Bedingungen  der 
Angabe  entsprechen;  nämlich  (Sit,  s'T),  (S^t,  s'T),  (S^t,  8"'T), 
(StU  s-'T')- 

t  Ist  ß  das  Complement  von  a  (oder  «  +  |3  r=  R),  so  ist 
A  TRSq  ^/iT'tSo,  also  m  =  Tt.  In  diesem  FaUe  berührt 
der  um  T  beschriebene  Kreis  den  Grundsehnitt  in  ( ;  man  erhält 
nur  zwei  Linien,  welche  der  Aufgabe  Genüge  leisten,  und  diese 
E^Mi  in  einer  zum  Grundsehnitt  senkrechten  Ebene  (was  über- 
anstimmt mit  Nr.  75,  ft)- 

tt  Ist  ß  grösser  als  das  Complement  von  «  (also  a  -h  ^  >  R), 
so  ist  TR-^Ti  nnd  die  Au%abe  lässt  keine  Auflösung  zu, 

2)  Die  gesuchte  Gerade  begegne  im  Punkte  C  dem 
ärundscbnitt.  Fig.19. 

Macht  man  W.  bf,CB(,  =  a,  so  kann  man  CBq  als  die  Li^e 
der  gesuchten  Geraden  betrachten,  nachdem  sie  mit  ihrer  h-pro- 
jicirenden  Ebene  in  die  VE  umgeklappt  worden.  Dreht  man  die 
latijicirende  Ebene  wieder  in  ihre  wahre  Li^e  zurück,  so  bewegt 
äeh  die  H-Projection  ba  eines  beliebigen  Punktes  Bo  der  Geraden 
in  einem  Kreise  fto  h  K  u™  C,  die  V-Projection  des  nämlichen 
Punktes  in  der  mit  dem  Grundschnitt  parallelen  Bf,  b'".  Der 
^onkt  S,  welcher  sich  nach  B(,  umgeklappt  hat,  kann  nun  ent- 
weder vor  oder  hinter  der  VE  li^n.  Will  man  ihn  daher  (durch 
ümklappuLg  der  v-projicirenden  Ebene  von  CB)  in  die  HE  legen, 
so  hat  man  durch  C  entweder  vor  oder  hinter  dem  Gnmdschnitt 
eioe  Gerade  unter  dem  Winkel  ß  g^n  letztem  zu  ziehen  und 
aof  ihr  von  C  aus  ein  Stück  =  CJSo  abzutragen,  wodurch  man 


—    46     — 

'  erhält.  Beiden  Lagen  entspricht  aber 
ection  6*,  und  diese  wird  beim  Zurück- 
3n  Ebene  in  ihre  wahre  Stellung  einen 
ehreiben.  Die  wahre  Lage  des  Punkts  B 
ion  jedenfalls  einen  der  Punkte  b%  b'" 
ds  6<*  b'  b"'  die  Gerade  Bq  6'"  schneidet. 
tioD  muss  in  dem  Kreise  b^  b^  bi  li^en 
I  der  V-Projectdon  auf  den  Grundschnitt 
eder  V-Projection  entsprechen  aber  zwei 
erwähnte  Senkrechte  den  Ereis  zweimal 
den  Punkt  B  vier  Lagen  ertiält.  Der 
lin  jede  der  vier  Geraden  (Cfci,  Cb'), 
'■),  iCbi,  Cb'). 

bi,  b^,  bs,  bf  mflssen  um  B'>b^  vom 
in;  also  11^  S"  mit  h,  und  bi  in  ge- 
t  64  und  ba). 
ist  C&o  =  Bohi  der  Kreis  6» 6'"  be- 
und  es  gibt  nur  zwei  Auflösungen. 
E  ist  3o6(,  >  Cb";  der  Kreis  trifft  die 
lie  Angabe  ist  nicht  zn  lösen, 
{ebene  Funkt  (a,  a')  irgendwo  im 
Q  vorläufig  einen  Punkt  in  öner  Gmnd- 
initt  an,  lege  durch  diesen  Punkt  eine 
)enen  G-Ne^ungen  (nach  1  oder  2)  und 
b  (o,  a')  eine  Parallele  mit  ihr. 
img  vorstehender  Aufgabe  hat  zu  dem 
die  Summe  der  Grundneigungen 
nen  rechten  Winkel  überschreiten 


nen  zweier  gleichgrossen  Strecken 
B  sind  gleichgross,  wenn  die  Grund- 
linien gleich  sind. 

den  Endptmkt  jeder  Strecke  eine  Parallele  mit 
ichachnitt  niit  dem  aus  dem  Anfengspunkte  ge- 
itatehen  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke,  welche  in 
[liegenden  Winkel  Qbeieinstäinmen,  also  congment- 


r 
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siod.  Die  mit  der  Grondebene  parallele  Kathete  jedes  solchen  Dreiecks  hat 
aber  die  Länge  der  Projection  der  Hypotenuse,  so  dass  mit  der  Gleichheit 
jener  Katheten  anch  die  Gleichheit  dieser  Projectionen  erwiesen  ist. 

n.  Strecken  sind  gleichgross,  wenn  sie  sich  auf 
eine  Grundebene  in  gleicher  Grösse  projiciren  und 
gegen  diese  Ebene  gleiche  Neigung  haben. 

Denn  die  vorhin  erwähnten  rechtwinkeligen  Dreiecke  haben  eine  Kathete 
und  den  anliegenden  Winkel  von  gleicher  Grösse,  also  auch  die  Hypotennsen. 

m.  Zwei  Strecken  haben  gleiche  Neigung  gegen 
eine  Grundebene,  wenn  sie  bei  gleicher  Grösse  gleiche 
Projectionen  haben. 

Denn  die  rechtwinkeligen  Dreiecke  haben  die  Hypotenuse  und  eine  Ka- 
thete gleich,  also  anch  den  yon  beiden  eingeschlossenen  Winkel. 

t  Der  obige  Satz  III  lässt  sich  zu  folgendem  verallgemeinem : 
Zwei  Strecken  haben  gleiche  G-Neigung,  wenn 
sie  sich  verhalten  wie  ihre  Projectionen. 

Denn  die  rechtwinkeligen  Dreiecke,  welche  durch  die  Strecken  und  die 
Längen  ihrer  Projectionen  bestimmt  sind,  haben  zwei  Seiten  proportionirt 
nnd  den  Gegenwinkel  der  grossem  gleich,  sind  also  ähnUch. 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  G-Neigung  einer  Strecke  blos  vom 

Verhältniss  der  Strecke  zur  Projection  abhängt  oder  von  dem 

l 
Werthe  des  Bruches  ^r- ,  wo  i  die  Länge  der  wahren  Strecke 

und  l  die  Länge  der  Projection  bedeutet.  Man  nennt  den  Werth 
dieses  Bruches  den  Cosinus  der  G-Neigung  a,  und  schreibt 

l 

——  =2  COS  a. 

Der  Cosinus  der  G-Neigung  einer  unbegränzten  Geraden 
ei^bt  sich  ebenso,  wenn  man  ein  beliebig  in  ihr  begrenztes  Stück 
mit  der  Projection  dieses  Stückes  zusammenhält. 

79.  Au^.  Die  Neigungswinkel  einer  gegebenen 
Ebene  FOF*  gegen  die  Grundebenen  zu  finden.  rig.22. 

Aufl.  Die  H-Neigung  wird  durch  den  Winkel  der  beiden 
«raden  gemessen,  nach  denen  eine  zur  H-Spur  senkrechte  Ebene 
3  gegebene  Ebene  und  die  HE  schneidet.  Die  verticale  Spur 
r'  einer  solchen  Schnittebene  ist  senkrecht  zum  Grundschnitt, 
e  horizontale  r'P  senkrecht  zu  OP  (Nr.  12.  27).  In  Pr'  hat 
an  sogleich  einen  Schenkel  und  in  F  die  Spitze  des  gesuchten 
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3 ;  der  andere  Scheiikel  (die  Schnittlinie  der  Ebene 
■  gegebenen)  hat  den  Punkt  P  zur  V-Spur;  der 
1  in  ein  rechtwinkeligea  Dreieck  Pr'V  geschlossen, 
t  seine  Grösse  a,  wenn  man  dieses  Dreieck  in  um- 
e  P-r'Po  zeichnet  (Nr.  61). 
;he  Weise  findet  man  die  V-Neigung  /?. 
ind  die  beiden  Ebeoen  Pr'i*  und  Rr'R',  in  denen  die 
id  ß  «TscbeinsD,  dnich  den  Dämlichen  Punkt  (r')  des  Gmnd- 
irden,  wodnrcb  man  in  der  Zeichnnngaebene  ein  zweites 
ipart.  Nöthig  ist  diesa  nicht;  bei  manchen  L^en  der  ge- 
«nn  die.  Zeichnnng  dentlicher  ausfaUen,  wenn  man  jme 
1  zwei  Terscbiedene  Punkte  des  Ornndschnitts  geben  Issrt. 
ine  Ebene  senkrecht  auf  einer  der  Grundebenen,  so 
lel  gegen  beide  Gnmdebene  den  Winkeln  gleich, 
uren  mit  dem  Grundschnitt  einschüessen,  so  näm- 
iVinkel  gegen  die  eine  Gnmdebene  aus  der  andern 


-Neigungen  einer  Ebene,  welche  dem  Gnmdschnitt 
er  durch  denselben  geht,  ergänzen  sich  zu  einem 

.  Die  Gr-Neigung  einer  Ebene  ist  gleich  der  G-Nei- 
aden,  welche  in  der  Ebene  senJtrecht  zu  ihrer  Spur 
Hieraus  und  aus  Nr.  78,  f  ist  zu  ersehen,  was 
I  Cosinns  der  G-Neigung  einer  Ebene  zu 

Je  der  ebengenannten  Art  heisst  eine  Böschungs- 
Qe. 

i,  Ist  auf  einer  Ebene  E  die  Gerade  G  senkrecht, 
wie  B,  nach  welcher  eine  projicirende  Ebene  der  G 
t,  eine  Böschungslinie  für  die  E  (Nr.  5,  ix).  Da 
er  G,  der  B  und  der  gemeinschaftlichen  Projection 
ilossene  rechtwinkelige  Dreieck  eine  Grundneigung 
B  der  E  enthält,  so  hat  man  den  Satz: 
ndneigungen  einer  Ebene  sind  die  Com- 
den  gleichnamigenGrnndneigungen  einer 
rechten  Geraden. 

olgt  eine  zweite  (indirecte)  Lösung  der  obigen 
1  man  sie  auf  Nr.  75  zurückfuhrt. 


r 
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Zusatz  3.  Bei  Losung  der  in  Nr.  64  gestellten  Aufgabe 
kt  sich,  wie  man  jetzt  sieht,  in  W.  QFÄ„  (Fig.  9)  die  H-Nei- 
gnng  der  Ebene  POR'  dargestellt.  Wäre  daher  dort  die  Ebene 
(statt  durch  beide  Spuren)  durch  die  H-Spur  und  die  H-Neigung  a 
gegeben  gewesen,  so  hätte  man  ÄiF±.OPjW.  Äi  FÄ^  =  «  ge- 
macht; im  üebrigen  bliebe  das  Verfahren  ungeändert. 

Eben  so  könnte  bei  der  Aufgabe  der  Nr.  63  nur  die  H-Pro- 
jection  des  Punkts  Ä  und  statt  der  andern  Frojection  die  H-Nei- 
gnng  a  der  Ebene  gegeben  sein,  und  man  ersieht  sogleich,  wie 
mau  in  diesem  Falle  die  ümklappung  Äi  des  Punkts  A  erhalten 
kann. 

80.  üebmigsaiifgabeii« 

1)  Gegeben:  die  H-Spur  einer  Ebene  und  ihre  H-Neigung. 
Gesucht:  die  V-Spur. 

2)  Gegeben:  die  H-Spur  einer  Ebene  und  ihre  V-Neigung. 

(Jesu cht:  die  V-Spur. 

(In  beiden  Aufgaben  ist  der  Fall  zn  berücksichtigen,  dass  die  gegebene 
Spur  dem  Gmndschnitte  nicht  mehr  innerhalb  des  Zeichnongsblattes  begegnet.) 

81«  Anfg.  Durch  eine  gegebene  Gerade  AB  eine 
Ebene  zu  legen,  welche  gegen  eine  der  Grundebenen  eine 
gegebene  Neigung  hat. 

AntL  Der  gegebene  Neigungswinkel  a  beziehe  sich  auf 
die  HE. 

Man  denke  von  der  V-Spur  S'  der  gegebenen  Linie  eine 
Senkrechte  auf  die  H-Spur  der  gesuchten  Ebene  gefällt,  ihren 
Fusspunkt  P  mit  s  verbunden  und  das  Dreieck  S'sP  in  die  VE 
mngeklappt.  In  dieser  Lage  kann  man  dasselbe  zeichnen,  wenn 
man  W.  sS'Pi  =B,  —  a  macht.  Dreht  man  nun  dieses  Dreieck 
in  seine  ursprüngli<?he  Lage  zurück,  so  beschreibt  Pi  um  5  einen 
Kreis,  welcher  die  gesuchte  H-Spur  berühren  muss,  weil  diese 
senkrecht  auf  ^P  stehen  soll.  Zieht  man  daher  an  den  Kreis 
ans  der  H-Spur  A  der  gegebenen  Geraden  eine  Tangente  AP 
und  verbindet  den  Punkt  0,  wo  sie  den  Grundschnitt  trifft,  mit  S\ 
80  ist  J. OS'  die  verlangte  Ebene.  Da  aber  noch  eine  andere  Tan- 
gente AT  möglich  ist,  so  gewährt  die  Ebene  AMS'  eine  zweite 
Auflösung. 

Gugler,  desoiipt  Oeomotrie.   4.  Aufl.  4 


Nr.  82. 
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Qeht  der  Kreis  um  s  durch  Ä  (d.  h.  ist  a  gleich  der  H-Nei- 
gung  S'Äs  der  S'Ä),  so  gibt  es  nur  eine  Auflösung;  gar  keine, 
wenn  Ä  vom  Kreise  eingeschlossen  wird  (d.  h.  wenn  a  <  W.  S'Äs). 

In  ersterem  Falle  hat  die  gesuchte  Ebene  die  S'A  zur  B&- 
schungslinie  (Nr.  79,  Zns.  1).  Der  zweite  Fall  lehrt,  dass  die 
G-Neigung  einer  Geraden,  welche  in  einer  bestinmiten  Ebene  ge- 
zogen ist,  nie  grösser  werden  kann  als  die  gleichnamige  G-Nd- 
gung  dieser  Ebene.    (Vgl.  Nr.  76,  3). 

Flg.  20.  t  Fällt  0  in  za  grosse  Entfernmig,  so  lege  man  eine  Ebene  QrR*  senk- 
xecht  z\i  AP  nnd  denke  sich  das  Dreieck,  welches  zwischen  Qr,  riS'  und 
dem  Durchschnitte  der  ^rR'  mit  der  gesuchten  Ebene  lieg^  in  die  VE  um- 
geklappt. Da  dieses  Dreieck  bei  Q  den  Winkel  a  enthalten  mnss,  so  hat 
man  rQi  =  rQ  nnd  Qi  R*  \\  P^  S*  zn  machen.  Der  Schnittpunkt  R'  liegt 
dann  auf  der  Y-Spur  der  yerlangten  Ebene  und  bestimmt  mit  S'  diese  Spur. 

Fig.  21.        tt  Li^n  die  Spuren  der  gegebenen  Geraden  sehr  weit  entfernt  oder 
gar  nicht  mehr  im  Zeichnungsblatte,  oder  fallen  sie  einander  so  nahe  dass 
die  Construction  ungenau  werden  konnte,  so  denke  man  sich  aus  einem  be- 
liebigen Funkte  (a,  a')  der  Geraden  eine  Senkrechte  auf  die  H-Spur  der  ge- 
suchten Ebene  gezogen,  ihren  Fusspunkt  F  mit  der  Projection  a  verbunden 
und  das  Dreieck  AaF  durch  Drehung  um  ula  in  eine  zur  VE  parallele 
Stellung  gebracht^  zeichne  für  diese  Stellung  die  Y-Frojection  a'mfi  des  Drei- 
ecks (indem  man  W.ma'fi='R^a  macht)  und  bestimme  die  Stelle  Fit 
welche  der  Funkt  F  nach  jener  Drehung  einnimmt.    Dann  ist  der  mit  aFi 
um  a  beschriebene  Kreis  der  geometrische  Ort  des  Funktes  F,  und  die  H-Spnr 
der  gesuchten  Ebene  muss  diesen  Kreis  ber&hren.    Wiederholt  man  das  ganze 
Yerfohren  fOr  einen  zweiten  Funkt  (&,  &')  der  gegebenen  Geraden,  so  erhält 
man  einen  zweiten  Kreis  (um  h),  den  die  gesuchte  H-Spur  ebenfalls  berühren 
muss.    Eine  gemeinschaftliche  Tangente  beider  Kreise  (und  zwar  eine  äussere 
wenn  A  und  B  auf  einerlei  Seite  der  HE  liegen,  eine  innere  wenn  diese 
Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  HE  liegen)  ist  demnach  diese  Spar. 
Sind  F  und  G  die  Berührungspunkte  (also  die  Fusspunkte  der  aus  A  im^ 
B  auf  die  H-Spur  der  Ebene  gefällten  Senkrechteu),  so  erhält  man  die  zu- 
gehörige V-Spur,  wenn  man  die  Y-Projectionen  und  die  Y-Spuren  F,  G*  der 
Linien  FA  und  GB  bestimmt  und  F'G*  zieht. 


82.  Anfg«  Durch  einen  gegebenen  Punkt  (a,  0')  eine 
Ebene  zu  legen,  welche  gegen  die  HE  die  gegebene  Nei- 
gung a,  gegen  die  VE  die  gegebene  Neigung  ß  hat. 
j,jg  22.  Aufl.  I.  Man  denke  sich  eine  mit  der  gesuchten  parallele 
Ebene  POP'  bereits  vorhanden,  und  führe  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  r'  des  Grrundschnitts  zwei  Ebenen  senkrecht  zu  ihren 
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Spuren.  Aus  diesen  Ebenen  werden  durch  die  POP'  und  die 
Gnmdebenen  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke  Pr'P'  und  Br'B*  ge- 
schnitten, welche  bei  P  und  R'  die  Neigungswinkel  a  und  ß 
fiissen.  Die  Gerade,  nach  welcher  sich  die  Dreiecksebenen  schnei- 
den, geht  durch  r'  und  steht  auf  POP*  senkrecht  (Nr.  5,  x);  sie 
enthält  also  die  gemeinschaftliche  Höhe  beider  Dreiecke,  wenn 
man  die  Hypotenusen  als  die  Basen  betrachtet. 

Um  nun  mit  Hülfe  der  Winkel  a,  ß  die  Spuren  einer  Ebene 
wie  POP'  auf  der  Zeichnungsebene  wirklich  zu  finden,  ziehe  man 
durch  einen  beliebigen  Punkt  r'  des  Grundschnitts  eine  Gerade 
BB2  senkrecht  zu  diesem,  mache  W.t'PqP  =  a  (wobei  t'Pq 
beliebig  lang),  beschreibe  mit  der  Höhe  r' JFi  des  Dreiecks  P'r'Po 
'  um  r'  einen  Kreis,  und  lege  an  ihn  eine  Tangente  RqR  unter 
dem  Winkel  ß  gegen  den  Grundschnitt.  Dann  sind  P't'Pq  und 
Br%  die  Umklappungen  der  vorhin  erwähnten  Dreiecke  Pr'P 
und  Br'It\  Die  H-Spur  der  Ebene  POP  geht  daher  durch  B 
und  berührt  den  mit  r'  Po  um  r'  beschriebenen  Kreis ;  die  V-Spur 
verbindet  den  Punkt  P*  mit  dem  Punkte,  in  welchem  die  H-Spur 
den  Grundschnitt  trifft,  und  berührt  zugleich  den  mit  r'  Bq  um  r' 
beschriebenen  Kreis.  Da  aber  aus  B  an  den  Kreis  PqP  zwei 
Tangenten  BO  und  BO  möglich  sind,  so  kann  man  ebensowohl 
UOP  als  UOP'  für  die  zunächst  gesuchte  Ebene  nehmen.  Da 
man  femer  an  den  Kreis  Fi  F„  eine  unter  W.  ß  gegen  den 
Gmndschnitt  geneigte  Tangente  auch  hinter  dem  Grundschnitte 
in  der  Lage  Bq  B^  ziehen  kann,  in  welchem  Falle  man  statt  des 
Punkts  B  den  Punkt  B^  erhält,  und  aus  B^  wieder  zwei  Tan- 
genten B2  0  und  JB2  D  an  den  Kreis  Pq  P  gelegt  werden  können, 
so  ergeben  sich  noch  zwei  Ebenen  B^OP  und  JB2 DP,  welche 
(wie  man  leicht  einsieht)  ebenfalls  die  Winkel  a  und  ß  mit  den 
Grundebenen  bilden.* 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  vier 
Auflösungen  gestatten  wird.    Um  ihr  völlig  zu  genügen,  hat  man 


*  Aasser  den  Tangenten  BqB  und  BqR^  kennte  man  an  den  Ereis 
^  \  noch  zwei  andere  unter  W.  ß  gegen  den  G  S  ziehen,  deren  Berührungs- 
Pi  -te  in  die  Quadranten  P'r'fi  und  Nr'M  zu  Uegen  kämen.  Diese 
^  ^en  aber  auf  keine  neue  Lage  der  gesuchten  Ebene  führen,  da  sie  die 
0    h  Rfi^  wieder  in  den  Punkten  Jß^  ^i^d  R  schneiden  müssten. 
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rch  den  gegebenen  Punkt  (a,  o')  Tier  Ebenen  zu  führen, 
nit  einer  der  eben  gefundenen  parallel  ist. 

■■  r'B  =  r'Ba,  oder  der  Kreis  Po  F  geht  durch  R  und 
daher  sowohl  durch  E  aUs  durch  R^  nur  eine  Tan- 
ssen  Kreis  mißlich,  und  jede  derselben  ist  dem  Grund- 
llel.  Mithin  erhält  man  fOr  diesen  Fall  nur  zwei 
en  gemeinschaftliche  V-Spur  eine  durch  P'  mit  dem 
t  parallel  gezf^ene  Gerade  ist. 
«  +  /S  <  E  (also  W.  F,.r-It  <  W.  F^  r'Po),  so  ist 
;  dann  liegen  R  and  üj  innerhalb  des  Kreises  PPt, 
flösung  der  Aufgabe  wird  mmii5glich. 
n.  Yenni^e  des  Lehrsatzes  in  Nr.  79  (Zus.  2)  iSsst 
fgabe  nach  Nr.  77  lösen. 

IT  dieser  Lehrntti  noch  Dicht  ausgesprocIieD  gewesen,  bo  wflide 
I  lAgang  (nml  also  hat  den  Lehrsatz  seihst)  schon  di«  eisto 
ten.  Die  Hohen  r'i\  und  r'F„.  der  ningeklappten  Diriecte 
'ir'Ro  sclüiessen  mit  den  Katheten  r'Pf,  nnd  r'i^  die  Com- 
Ifiukel  a  nnd  ß  ein.  Weiden  beide  Dreiecke  in  ihre  DTspTflng- 
bckhewegt,  so  vereinigen  sich  r'Fi  nnd  r'Ft  *"  einer  auf  da 
senkrechten  Geraden  r'F,  deren  Projectionen  in  die  mit  r'Po 
itischen  Eatheten  r'P  nnd  r'B'  fallen.  Demnach  wird  mm 
!bene  anch  erhalten,  wenn  man  durch  einen  beliebigen  Fonkt  r* 
ütts  eine  Gerade  r'^  legt,  welche  mit  ihren  Projectionen 
ndebenen)  die  Winkel  R^a  nnd  ü  —  (9  bildet  (Nr,  77, 2) 
m  ihr  eine  Ebene  dnrch  den  g^ebenen  Pnnkt  (a,  a*)  fflhrt 

.  anch  hier,  dass  vier  Änflasnngen  möglich  sind,  indem  üe 
sr  Terscbiedene  Lagen  haben  kann.  Die  Zahl  derselben  rednört 
77,  2}  anf  zwei,  wenn  {B  —  a)  +  (Ä— j9)  =  B,i.i.a  +  ß  =  S; 
se  ist  gar  nicht  zu  lOsen,  wenn  (Ä— n)  +  (Ä  — iJ)>Ä,  Ü 

E.  Aus  Obigem  fo^  der  Satz,  dass  die  Summe 
Ineigungen  einer  Ebene  nie  anter  einen 
inkel  herabsinken  kann. 

fg.    Den  Winkel  zu  zeichnen,  welcher  im 
den  Spuren  OR,  OF  einer  gegebenen  Ebene 
issen  wird. 
Klappt  man  die  Ebene  in  die  HE  um  imd  bestimmt 
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in  der  TJmklappung  die  Lage  eines  in  der  V-Spur  beliebig  ge- 
wählten Punktes  P,  so  erhält  man  sogleich  die  umgeklappte 
Lage  der  V-Spur  selbst  und  hat  den  verlangten  Winkel  unmit- 
telbar vor  Augen. 

Nachdem  P'p  JL  GS,  pR  JL  OB  geföllt  ist,  braucht  man 

Fig.  83. 

hier  nicht  (wie  in  Aufl.  I  der  Nr.  63)  die  wahre  Länge  von  PB 
ra  suchen;  vielmehr  findet  man  die  Umklappung  P"  von  P  noch 
kürzer,  wenn  man  die  Bp  von  0  aus  mit  dem  Halbmesser  OP 
dmchschneidet  (was,  wie  man  leicht  sieht,  auf  einen  besonders 
rinfechen  Fall  der  Aufl.  n  in  Nr.  63  hinauskonmit).  Der  ge- 
suchte Winkel  ist  BOP\ 

84.  Anfg.  Den  Winkel  zwischen  zwei  sich  schnei- 
denden Geraden  (a6,  a'6')i  (^^^  <*'0  ^^  zeichnen. 

Aufl.    Bestimmt  man  die  H-Spur  ST  der  Ebene  BÄC^ 

Fig.  24. 

sucht  die  Ls^e  Ai  des  Punktes  A  in  der  horizontalen  Umklap- 
pung dieser  Ebene  (Nr.  63)  und  verbindet  Ai  mit  den  H-Spuren 
iS  und  T  der  gegebenen  Geraden,  so  ist  SAiT  der  gesuchte 
Winkel.  (Ebenso  könnte  man  die  verticale  Spur  von  BAG  und 
äffe  verticale  Umklappung  benützen.) 

Liegen  die  Spuren  der  gegel)enen  Geraden  so,  dass  die  Aus- 
fthnmg  dieser  Construction  unbequem  wird,  so  ersetze  man  die 
Geraden  durch  zwei  ihnen  parallele,  die  man  durch  einen  passend 
gewililten  Punkt  legt ;  oder  man  nehme  willkürlich  einen  Punkt 
Banf  J.JB  und  einen  zweiten  0  auf  -4(7,  und  construire  das 
Dreieck  ABC  m  seiner  wahren  Gestalt.  Zu  dem  Ende  hätte 
Mn  die  Länge  der  drei  Seiten  zu  suchen  (Nr.  67);  man  kann 
aber  einfacher  zum  Ziele  kommen,  wenn  man  den  Punkt  G  so 
gewählt  hat,  dass  er  mit  dem  Punkte  B  einerlei  H-  oder  V-Di- 
stanz  hat.  Denn  sind  z.  B.  die  H-Distanzen  einander  gleich,  wie 
Di  Eg.  24,  so  ist  B  G  horizontal,  und  man  erhält  den  gesuchten 
Vinkel,  wenn  man  seine  Ebene  um  JBC  in  horizontale  Stellung 
^it,  die  H-Projection  a^  des  Punktes  A  nach  der  Drehung  an- 
gibt (Nr.  66)  und  Ol  mit  6  und  c  verbindet.    (Vgl.  Nr.  31.) 

Anmerk.  Man  spricht  auch  von  dem  Winkel  zweier  Ge- 
'^en,  welche  sich  nicht  schneiden.  Dieser  Winkel  wird  zur 
Anschauung  gebracht,  wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt 
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eine  Parallele  mit  jeder  der  beiden  Geraden  (oder  durch  einen 
Punkt  der  einen  Geraden  eine  Parallele  mit  der  andern)  zieht. 

Ist  nicht  festgesetzt,  in  welchem  Sinne  die  Bichtnng  jeder  Geraden  be- 
trachtet wird,  so  findet  man  immer  zwei  Winkel,  welche  sich  snppliien. 

Von  zwei  einen  rechten  Winkel  bestimmenden  Geraden  soll 
der  Ausdruck:  sie  stehen  senkrecht  aufeinander,  nur  dann 
gebraucht  werden,  wenn  sie  sich  schneiden. 

85,  üebniigsaiifgabeii, 

1)  Die  V-Projection  einer  Geraden  zu  zeichnen,  welche  mit 
einer  gegebenen  Geraden  einerlei  H-Projection  hat  und  jene  in 
einem  gegebenen  Punkte  unter  einem  g^ebenen  Winkel  schneidet. 

2)  Ein  Winkel  ist  durch  die  Projectionen  seiner  Schenkel 
gegeben ;  man  soll  die  Projectionen  seiner  Halbirungslinie  zeichnen. 

3)  Von  einem  Winkel  kennt  man  die  H-Spuren  der  Schenkel 
und  die  Lage  der  Spitze  in  der  horizontalen  ümklappung  seiner 
Ebene  (mithin  auch  seine  Grösse).  Man  soll  diejenige  Lage  der 
Spitze  projiciren,  bei  welcher  die  H-Projection  des  Winkels  eine 
gegebene  Grösse  erhält. 

86.  Anl^.  In  derH-Ebene  von  derH-Spur  S  einer 
gegebenen  Geraden  ÄS  aus  eine  andere  Gerade  zu 
ziehen,  welche  mit  SÄ  einen  gegebenen  Winkel  y  ein- 
schliesst. 

Flg.  25.  Aufl.  Es  sei  SB  die  verlangte  Linie.  Whrd  auf  sie  aus 
einem  beliebigen  Punkte  Ä  der  ÄS  eine  Senkrechte  AB  gefäUt, 
so  bildet  die  Entfernung  des  Fusspunktes  JB  der  letzteren  von  8 
die  Kathete  eines  Dreiecks,  welches  die  Linie  ÄS  txii  Hypotenuse 
hat  und  den  Winkel  g>  enthält.  Sucht  man  demnach  die  Länge 
von  ÄS  (Nr.  67),  so  findet  man  auch  leicht  die  Länge  BS.  Der 
Punkt  B  muss  nun  in  einem  Kreise  liegen,  welcher  mit  SB  um 
8  beschrieben  ist.  Da  aber  die  Gerade,  welche  ihn  mit  a  ver- 
bindet, senkrecht  auf  SB  stehen  muss  (Nr.  5,  xn),  so  ist  se  le 
Lage  auf  einen  zweiten  Kreis  beschränkt,  der  die  Strecke  aS  z  m 
Durchmesser  hat.  Beide  Kreise  schneiden  sich  in  zwei  Punki  3n 
JBi  und  B2,  wesshalb  es  zwei  Lagen  SBi  und  SB2  (symn  e- 
trisch  gegen  Sa)  für  die  gesuchte  Linie  gibt,  welche  jedoch  in 
eine  Linie  (die  gegebene  H-Projection  Sa)  zusammenfallen  we  m 
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SJ?  =  iSa,  d.  h.  y  =  der  H-Neigung  der  SÄ  ist.  Die  Auf- 
lösimg wird  unmöglich,  wenn  SB  >  So,  d.  h.  g)  <  W.  ÄSa  ist. 
An  merk.  Der  Winkel  9  ist  bei  obigen  Constructionen  als 
spitz  angenommen  worden.  Ist  er  stumpf,  so  ninmit  man  sein 
Supplement  und  verlängert  zuletzt  die  erhaltene  Linie  rückwärts 
über  S  hinaus.  (Ist  9)  ein  rechter  Winkel,  so  ergibt  sich 
die  gesuchte  Linie  unmittelbar  als  eine  zu  Sa  Senkrechte.) 

87.  Anfg.  Es  sind  die  beiden  Projectionen  einer 
Geraden  AB  und  die  H-Projection  bc  einer  andern, 
gegeben,  welche  in  B  die  erste  unter  einem  gegebenen 
Winkel  y  schneidet.  Man  verlangt  die  V-Projection 
der  andern. 

Aufl.  L  Schneidet  eine  zu  AB  senkrechte  Ebene  S  diese 
im  Funkte  D  und  die  Linie  BC  im  Funkte  X,  so  bestimmt  sich 
ein  bei  D  rechtwinkeliges  Dreieck  BDX,  welches  bei  B  den  ge- 
gebenen Winkel  9)  (oder  sein  Supplement)  enthält  und  construirt 
werden  kann,  wenn  man  die  Projectionen  von  D  und  die  wahre 
Länge  von  DB  sucht.'''  Denkt  man  sich  nun  die  Ebene  S  in 
die  HE  umgeklappt,  so  ist  der  geometrische  Ort  fOr  die  üm- 
Uappung  von  X  der  Ereis  K,  der  mit  dem  Halbmesser  DX  um 
die  Umklappung  von  D  beschrieben  werden  kann;  der  Funkt  X 
muss  aber  zugleich  in  der  Geraden  O  liegen,  nach  welcher  die 
Ebene  S  von  der  horizontalprojicirenden  Ebene  der  B  C  geschnitten 
wird,  seine  Umklappung  also  in  der  Umklappung  von  O;  und  da 
man  die  G  leicht  projiciren  und  mit  der  Ebene  S  umklappen 
kmn,  so  findet  man  die  Umklappung  von  X  als  Schnitt  der  um- 
geklappten Geraden  G  und  des  Kreises  K  Aus  dieser  Umklap- 
pm^  des  Punktes  X  lassen  sich  nun  sehr  einfach  die  Projectionen 
desselben  und  also  auch  die  gesuchte  V-Projection  der  BC  be- 
stimmen. (Da  der  Kreis  K  die  umgeklappte  G  zweimal  schneiden 
bim,  so  sieht  man,  dass  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen  mög- 
lich sind.) 

t  Ist  9>  ein  rechter  Winkel,  so  hat  man  die  Ebene  S  durch 

*  Je  nach  der  Lage  der  gegebenen  Projectionen  kann  es  bequemer  sein, 
zuerst  den  Punkt  D  auf  äet  AB  anzunehmen  nnd  demgemäss  die  Ebene  8 
m  bestimmen. 


and  eriiält  die  verlang  Gerade  unmittelbar 
$  und  der  durch  bc  gehenden  projicirenden 

die  g^ebene  Frojection  bc  iei  za  bestim- 

Grundschnitt,  30  wäre  ihre  h-projicirende 
I  Grundebene,  der  Punkt  S  die  V-Spnr 
gäbe  käme  aaf  die  ToihergegaDgene  (Nr.  86) 
tauschten  Namen  der  beiden  Crrundebenen. 
e  andere  Li^e  (wie  der  Allgemeinheit  wegen 
muas),  so  kann  man  die  durch  bc  gehende 
e  eine  Grundebene  bebandeln.  Man  projicirt 
:t  der^i;  (am  bequemsten  die  H-8pur)  auf 
letztere  um  und  verfilhrt  im  Uebrigen  nach 
inen  Andeutungen. 
119  zugleich,  das3  es  fOr  die  gesuchte  Gerade 

oder  gar  keine  gibt,  je  nachdem  der  spitze 
ben  so  gross  oder  kleiner  ist  als  der  spitze 

gegebenen  Geraden  gegen  die  h-projicirende 

AB  nicht  parallel  zur  HE,  und  bedeutet 
okel  zwischen  den  g^ebenen  H-Projectionen, 

Mass  des  Flächenwinkela  zwischen  den  zn- 
den  Ebenen)  grösser  als  der  Winkel  a.  Man 
besondem  Falle,  wo  qi  =  abc  angenommen 
BC  finden.  Bei  jeder  solchen  Lage  der  BC 
mnpfe  Nebenwinkel  Ton  ABC  dem  Neben- 
!b. 
HE,  so  ist  abc=:oi;  für  ^  =  abc  findet 

der  BC  und  diese  ist  ebenfalls  t|  HE. 
c  rechte  Winkel,  so  ergibt  sich  immer  bloa 

wenn  AB  nicht  zur  HE  parallel  ist;  im 
B  BC  unendlich  viele  Lagen  annehmen. 

dass  die  Projeetion  eines  beliebigen  (schiefen) 
lann  der  w^ren  Grösse  des  Winkels  gleich 
le  dieses  Winkels  der  Grundebene  parallel 
ei  unendlich  vielen  andern  Stellungen  des 

dem  einen  Schenkel  des  Winkels  eine  be- 
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Mebige  gegen  die  Orondebene  schiefe  Lage  im  Baume  geben  mid 
durch  Drehung  um  diesen  Schenkel  den  Winkel  immer  in  zwei 
Paar  verschiedene  Stellungen  bringen,  in  denen  er  sich  (rechts 
und  links  von  der  Projection  des  festen  Schenkels)  nach  seiner 
wahren  Grösse  projicirt. 

Zusatz.  Aus  vorstehender  Anmerkung  lässt  sich  rückwärts 
schliessen,  dass,  wenn  die  Projection  eines  schiefen  Winkels  der 
wahren  Grösse  des  Winkels  gleich  kommt,  entweder  beide  Schenkel 
des  Winkels  der  Grundebene  parallel  liegen  oder  keiner  von  beiden. 

Ist  aber  die  Projection  eines  rechten  Winkels  wieder  ein 
rechter  Winkel,  so  muss  wenigstens  ein  Schenkel  jenes  Winkels 
parallel  zur  Grundebene  liegen.  Diess  folgt  aus  der  Schlussbe- 
merkung  f  zu  Aufl.  I.  Denn  auf  der  projicirenden  Ebene  des 
eiaen  Schenkels  AB  (wie  auch  dieser  Schenkel  gerichtet  sein 
mag)  steht  sowohl  die  Ebene  /S  als  die  projicirende  Ebene  des 
andern  Schenkels  senkrecht,  also  auch  die  Schnittlinie  BC  der 
beiden  letztgenannten  Ebenen,  und  diese  Schnittlinie  (der  andere 
Schenkel)  ist  mithin  parallel  zur  Grundebene. 

Projicirt  sich  ein  Winkel  in  der  einen  Grandebene  als  rechter,  während 
in  der  andern  Grandebene  die  Projection  eines  Schenkels  paraUel  zam  Grond- 
sdinitt  lieg^  so  ist  der  Winkel  selbst  ein  rechter  (wie  leicht  za  erweisen). 

(Beide  Piojectionen  eines  rechten  Winkels  können  nor  dann  wieder 
rechte  Winkel  sein,  wenn  einer  seiner  Schenkel  dem  Grandschnitt  parallel  li^). 

88«  Uebungsanfgaben. 

1)  Gegeben:  die  beiden  Projectionen  einer  Geraden  Jf,  die 
H-Projection  einer  zweiten  Geraden  N  und  die  H-Projectionen 
der  beiden  Punkte,  welche  auf  M  und  N  so  liegen  dass  ihre 
Verbindungslinie  den  kürzesten  Abstand  zwischen  M  und  N  misst. 
Gesucht:  die  V-Projection  der  K 

2)  Ggb.:  die  beiden  Projectionen  einer  Geraden  Jf,  die 
H-Projection  einer  zweiten  Creraden  JV,  die  wahre  Länge  des 
kürzesten  Abstands  zwischen  M  und  JT,  und  der  Punkt,  wo  die 
Linie  des  kürzesten  Abstands  die  M  trifft.  Ges.:  die  V-Projec- 
tion der  N. 

3)  In  einer  gegebenen  Ebene  durch  den  Punkt,  in  welchem 
ihr  eine  gegebene  Gerade  begegnet,  eine  andere  Gerade  so  zu 
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)  diese  mit  d^  erstem  Geraden  eioen  g^ebenen  Winkel 

nfe.  Die  H-Projection  eines  Winkels  zn  zeich- 
1  man  seine  Grösse  gi  und  die  H-Neignngen  a 
aer  Schenkel  kennt. 

Man  lege  einen  Schenkel  AC'  des  Winkels  in  die  VE 
so  AC'  mit  dem  Grandschnitt  ABi  den  Winkel  « 
he  W.  C'Sic  =  ß  imd  drehe  das  rechtwinkelige  Dreieek 

Cc  so  lange,  bis  ^i  C  mit  ^C  den  Winkel  y  ein- 
:t  nach  dieser  Drehung  die  Kathete  cSi  in  die  L^e 
nen,  so  ist  BcA  die  verlangt«  H-Projection  des  ge- 
'inkels.  um  nnn  den  Funkt  B  wirklich  zu  finden, 
Ein,  das3  er  in  dem  Kreise  BiB  liegen  mnss,  welcher 
m  c  besehrieben  wird,  und  dass  man  von  dem  Drei- 
'■'  zwei  Seiten  AC  und  SC  (=  BiQ)  nebst  dem 
inen  li^enden  Wmkel  91  kennt,  abo  die  Länge  AS„ 

Seite  AB  finden  kann.  Der  Punkt  B  ist  demnach 
Jinitt  des  Kreises  BiB  mit  einem  mn  A  beschriebenen 

Halbmesser  AS„. 

ut^.  Die  Neigung  einer  gegebenen  Geraden  Jf 
le  gegebene  Ebene  E  darzustellen. 
I.  Man  fälle  ans  einem  Punkte  A  der  M  eine  Senk- 
E,  projicire  deren  Fusspunkt  B,  so  wie  den  Schnitt  C 
1  E  (Nr.  48),  und  construire  das  rechtwinkelige  Drei- 
in dem  man  die  I^gen  zweier  Seiten  sucht  (Nr.  67). 
1  an  C  ist  der  verlangte. 

IL  Fällt  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  der  M 
chte  L  auf  E  und  bestimmt  den  Winkel  zwischen  M 
.  84),  so  ist  dieser  das  Complement  des  gesuchten. 

.n:^.  Den  Winkel  zwischen  zwei  gegebenen 
:0P'  und  BQP  zu  zeichnen. 

I.  Man  fälle  aus  einem  beliebten  Funkte  Senkrechte 
'ebenen  Ebenen  (Nr.  55)  und  bestimme  deren  Winkel 
ieser  oder  sein  Supplement  ist  der  gesuchte. 

n.  Man  führe  senkrecht  mr  Schnittlinie  beider  Ebenen 


he  das  Dreieck  zu  constnüren,  welches 
beiieD  und  eine  Gnmdebene  gescbnitten 
yerlai^ten  Winkel  {oder  sein  Supple- 
eieck  Ulgst  sieh  auf  doppeltem  W^e 

jectionen  der  SchnittUnie  RF"  zeichnen, 
a')  beliebig  wählen,  die  H-Spur  BG 
zu  Si"  gelegten  Ebene  bestimmen 
Punktes  {a,  a')  in  der  horizontalen  Um- 
hen  (Nr.  63)  und  Ai  mit  den  Punkten 
inen  BC  die  OR  und  QR  trifft  (und 
Schenkel  des  gesachten  Winkels  sein 

die  H-Frojection  Rp  der  RV",  nimmt 
krechte  BC  als  H-8pur  einer  KaSRF" 
und  bestimmt  in  der  horizontalen  Um- 
ge  Ai^  des  Punkts  A,  in  welchem  sie 
ende  Weise.  Die  Elbene  .B.4C  wirdvon 
P  nach  einer  Geraden  DA  geschnitt^, 
st.  Klappt  man  nun  das  Dreieck  RpP 
n  und  f^lt  DA,,  senkrecht  auf^P», 
ing  des  Punktes  ^  von  D  an;  und  da 
ie  Bichtung  von  Rp  fidlen  muss,  so 
,;  dann  ist  BA^G  die  Grösse  des  ge- 

ä  V-Spuren  parallel.  L^  man  durch 
ttlinie  eine  Ebene  Rr'P'  senkrecht  zu 
irticalen  ümklappung  dieser  Ebene  die 
1,  so  ist  P'R''F"  der  gesuchte  Winkel. 
1  die  horizontale  Ümklappung  der 

zu  untersuchen,  ob  zwei  gegebene 
einander  stehen  oder  nicht,    so 

gäbe  lösen  und  zusehen,  ob  der  gefun- 

ist.  Auf  ein  viel  kürzeres  Verfahren 
dafsi  zwei  Ebenen  sich  nur  dann  unter 

,  wenn  man  in  der  einen  eme  Glerade 


andern  ziehen  kann.  L^  man  nämlich  daich 
Q  Punkt  in  der  H-Spnr  der  einen  Ebene  eine 
andern  Ebene  (Nr,  55)  und  bestimmt  die  V-Spur 
insa  diese  in  die  Y-Spnr  der  ersten  Ebene  fällen, 
mm  s^ikrecbt  aufeinander  sein  aollen. 

uren  einer  Ebene  ond  eine  Frojection  einer  in  ihr 
len  sind  gegeben.  Man  suche  die  Spuren  einer 
welche  die  gegebene  nach  jener  Gerade  »inter 
n  Winkel  schneidet. 

jie  Schnittlinie  zweier  Ebenen  eine  Ebene  zu  l^en, 
i  gegebenen  gleiche  Winkel  bildet. 
Tei  Ebenen,  welche  äch  unter  einem  gegebenen 
en,  kennt  man  blos  die  E-Spuren;  ausserdem  ist 
on  eines  Punkts  gegeben,  durch  welchen  beide 
Es  sollen  die  Y-Spuren  der  Ebenen  gefunden 

.  Dorch  eine  gegebene  Gerade  AB  eine 
)n,  welche  eine  gegebene  Ebene  POI*  anter 
men  Winkel  ^  schneidet, 
r  jede  Spur  der  gesuchten  Ebene  hat  man  einen 
tan  die  beiden  Spuren  der  gegebenen  Geraden  AB 
ge  der  Ebene  wird  daher  bestimmt  sein,  sobald 
b  bekannt  ist,  welcher  in  einer  ihrer  Spuren  liegt, 
leher  dritter  Punkt  bietet  sich  zon&cbst  eine  von 
'  Linie  Z  dar,  nach  welcher  die  gesuchte  und  die 
i  sich  schneiden.  Die  folgende  Betrachtui^  wird 
n  zur  H-Spur  T  dieser  Linie  gelangt. 
der  Schnitt  der  gegebenen  Linie  nnd  der  gegebene 
«liebiger  Punkt  der  erstem,  C  der  Fusspunkt  einer 
I  gegebene  Ebene  geflülten  Senkrechten.  Betrachtet 
Augenblick  die  Ebene  POP'  als  eine  Grundebene, 
iIs  Spur  der  AB,  G  ais  Projection  von  A  gelten, 
Z  der  gesuchten  Ebene  auf  der  Grundebene  POF 
kcb  Nt.  81)  erhalten,  wenn  man  von  B  aas  eine 


r 
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Tangente  an  einen  um  G  beschriebenen  Kreis  zöge,  dessen  Halb- 
messer die  Kathete  eines  Dreiecks  wäre,  welches  die  Distanz  AG 
als  andere  Kathete  und  (p  als  Gegenwinkel  der  letztem  hat.  Ob- 
gleich man  diesen  Halbmesser  zeichnen  kann  (da  sich  die  Länge 
von  A  C  nach  Nr.  67  finden  lässt),  so  wird  doch  die  Ausfohrung 
der  angegebenen  Oonstruction  nur  dann  möglich,  wenn  die  Ebene 
POP'  mit  den  Punkten  B  und  G  wirklich  in  eine  Grundebene, 
etwa  in  die  HE,  umgeklappt  ist.  Hat  man  die  Lage  der  Linie  Z 
in  der  horizontalen  ümklappung  gefunden,  so  könnte  man  sie  leicht 
in  ihre  wahre  Lage  im  Baume  bringen;  diess  ist  aber  unnöthig, 
da  es  sich  hier  nur  um  den  Punkt  T  handelt,  in  welchem  sie  die 
OP  schneidet,  und  dieser  Punkt  bei  Drehung  der  Ebene  POP' 
sich  nicht  ändern  kann. 

Die  Aufgabe  gestattet  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen. 

94,  Bei  allen  Aufgaben  dieses  Kapitels,  in  denen  Ebenen 
gegeben  oder  zu  suchen  waren,  hat  es  bisher  als  Begel  gegolten, 
dass  jede  Ebene  durch  ihre  Spuren  dargestellt  werde.  Eine 
Ebene  an  sich  ist  aber  schon  völlig  bestinmit,  wenn  man  auf 
beiden  Grundebenen  die  Projectionen  dreier  Punkte  kennt,  durch 
welche  sie  gehen  soll,  oder  zweier  in  ihr  liegenden  Geraden;  und 
die  erwähnten  Aufgaben  lassen  sich  in  der  That  (mit  geringen 
Abänderungen  der  früher  gelehrten  Constructionen)  auflösen,  ohne 
dass  man  auf  die  Ebenenspuren  einzugehen  braucht.  Hat  man 
das  Paar  gerader  Linien,  durch  welches  eine  Ebene  gegeben  wer- 
den soll,  von  vornherein  frei  zu  wählen,  so  ist  allerdings  das  Na- 
türlichste, diejenigen  Geraden  zu  nehmen,  welche  zugleich  in  den 
Grundebenen  liegen  (also  die  Spuren),  und  auch  das  Einfachste, 
weil  dabei  für  jede  der  Geraden  das  Zeichnen  der  einen  Projec- 
tion  (als  in  den  Grundschnitt  fallend)  erspart  wird,  während  bei 
anderer  Wahl  der  bestimmenden  Geraden  ihre  vier  nebeneinander 
bestehenden  Projectionen,  deren  paarweises  Zusammengehören  über- 
diess  vom  Auge  festgehalten  werden  muss,  den  üeberblick  der 
Constructionen  erschweren ;  ausserdem  wird  in  den  meisten  Fällen 
die  Lage  einer  Ebene  gegen  das  Grundsystem  aus  dem  Anblick 
der  Spuren  am  leichtesten  anschaulich.  Trotzdem  ist  es  in  man- 
chen Fällen  angezeigt;  von  den  Spuren  einer  Ebene  Umgang  zu 


bloB  dann,  wenn  man  sich  daich  nn- 
iezu  veranlasst  sieht;  vielmehr  ist  häufig 
ifgabe  selbst  ein  Wink  gegeben,  welche 
Sbeae  den  Spuren  derselben  vorzuziehen 
weilen  das  Zeichnungsblatt  die  Spuren 
ufiiehmra  kann,  hat  bereits  die  einge- 

Nr.  50  hingewiesen. 

mehr  zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  ein 
aufgaben  desselben  stattfinden  und  ge- 
Lufgaben  zu  behandeln  sind,  wenn  man 
in  verzichtet. 

age  einer  Ebene  auf  irgend  eine  Weise 
mer  ein  Haupterferdemiss  sein,  dass  der 
ittelbar  gegebenen  Fankt  der  Ebene  mit 
ler  zur  einen  Frojection  eines  solchen 
«n  könne.  Zu  diesem  Zwecke  aber  bat 
tO  und  Nr.  46)  zuvor  die  Projectionen 
i  gelegenen  Geraden  zu  zeichnen. 

durch  die  Geraden  TC,  TE  gegeben 
illkürlieh  angenommene  oder  gegebene 
ler  Ebene  enthaltenen  Geraden,  so  lehrt 
wie  (mit  Bücksicht  auf  Nr.  44)  die  zn- 
'  gefunden  wird.  Jeder  Punkt  {w,  w'), 
m  gleichnamigen  Projectionen  der  Ge- 
egt  auch  in  der  Ebene  CTE. 
ichsten  erscheint,  zur  Bestimmung  einer 
1  nehmen,  soll  doch  (da  für  die  LOsung 
lieh  von  den  Punkten  auf  Gerade  über- 

im  Nachfolgenden  angenommen  werden, 
.  sich  schneidende  oder  parallele  Gerade 
le  Ebene  als  gefunden  gelten,  sobald 
ade  aufgefunden  worden  sind.     Zu  be- 

an  die  beiden  Geraden,  welche  zur  ur- 
einer  Ebene  dienen,  sich  nicht  zu  binden 
lage  dieser  ursprünglichen  Bestimmungs- 
ösung  einer  Aufgabe  erschwert,  so  lässt 


1 
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man  sie  fallen,  nachdem  man  zuvor  aas  ihnen  ein  anderes  Paar 
abgeleitet  hat,  welches  mit  mehr  Yortheil  an  ihrer  Stelle  benützt 
werden  kann.  (Ein  solcher  Ersatz  hat  keine  Schwierigkeit,  me 
schon  aus  einer  Andeutung  in  Nr.  50  zu  ersehen,  obgleich  dort 
noch  von  Spuren  die  Bede  ist.) 

%•  Ob  eine  durch  irgend  ein  Linienpaar  bestimmte  Ebene 
eine  der  in  Nr.  17—19  besprochenen  Lagen  habe,  kann  zuweil^ 
aus  den  Projectionen  der  Bestimmungslinien  unmittelbar  erkannt, 
andernfalls  leicht  geprüft  werden.  Haben  die  Bestimmungslinien 
auf  einer  der  Grundebenen  eine  gemeinsame  Plrojection,  so  steht 
die  Ebene  senkrecht  auf  dieser  Grundebene ;  ist  dabei  die  gemein- 
schaftliche Projection  zugleich  dem  Grundschnitt  parallel,  so  ist 
die  Ebene  der  andern  Grundebene  parallel.  Eine  Ebene  ist  pa- 
rallel zum  Grundschnitt,  wenn  man  in  ihr  eine  Gerade  parallel 
zmn  Grundschnitt  ziehen  kann  (d.  h.  wenn  fOr  eine  die  Bestim- 
mungslinien  schneidende  Gerade,  deren  eine  Projection  man  dem 
Grundschnitt  parallel  angenonunen  hat,  als  zweite  Projection  sich 
wieder  eine  Parallele  zum  Grundschnitt  findet).  Eine  Ebene  geht 
durch  den  Grundschnitt,  wenn  far  jede  der  Bestimmungslinien  die 
zusammengehörigen  Projectionen  sich  im  Grundschnitt  begegnen, 
oder  wenn  diess  Kennzeichen  für  die  eine  Bestinunyngslinie  zu- 
trifll,  während  die  andere  dem  Grundschnitt  parallel  liegt.  (Wären 
beide  Bestimmungslinien  parallel  zum  Grundschnitt,  so  hätte  man 
behufe  der  Prüfung  die  eine  derselben  durch  eine  andere  Gerade 
zu  ersetzen,  welche  die  beiden  ursprünglich  gegebenen  schneidet.) 

97.  Die  Aufgaben,  welche  in  Nr.  37—41,  45,  46  vorkamen, 
sind  von  dem  neuen  Gesichtspunkt  aus  schon  durch  die  auf  Kg.  50 
hinweisende  Bemerkung  in  Nr.  95  erledigt. 

Die  Aufgabe  in  Nr.  51  ist  durch  zwei  Gerade  gelöst,  welche 
man  durch  den  gegebenen  Punkt  parallel  zu  den  beiden  Bestim- 
mimgslinien  der  gegebenen  Ebenen  legt.  Sind  diese  Bestimmungs- 
inien  selbst  parallel,  so  ersetzt  man  zuvor  die  eine  durch  eine 
Wtte  Gerade,  welche  die  beiden  ursprünglich  gegeben  schneidet 

Die  Lösung  der  Aufgabe  in  Nr.  52  reducirt  sich  auf  das 
dehen  der  dort  genannten  Linie  L. 

üeber  die  Angabe  in  Nr.  48  wird  die  Bemerkung  genügen, 
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von  des  projicirenden  Ebenen  der  gegebeoeo  Ge- 
Ihnlicher  Weise  benützt  wie  frOber.  Sollten  dabei 
is  Zeicbnungsranmes  Schwierigkeiten  bieten  oder 
[ige  Durchscbnitte  vorkommen,  so  kann  man  sich 
I  durch  eine  Yertanschmig  der  ursprOnglichen  Be- 
i  mit  andern  helfen. 

iscbnittslinie  zweier  Ebenen  (Nr.  47),  von  denen 
die  Gelten  G,  S,  die  andere  durcb  die  Geraden 
ist,  bestimmt  sich  am  einfachsten  durch  zwei  von 
en,  in  denen  einerseits  die  Geraden  K  und  L  die 
dererseits  die  Geraden  G  nnd  3  die  Ebene  KL 
Ite  keiner  dieser  Punkte  auf  dem  Zeichnongsblatte 
n,  so  zieht  man  in  einer  der  Grundebenen  eine 
te  Gerade  (etwa  parallel  mm  Gnmdschnitt)  und 
als  die  gemeinsame  Projection  zweier  Geraden, 
1er  Ebene  GH,  deren  andere  in  der  Ebene  KL 
Örigen  zweiten  Frojectionen  sind  leicht  zd  erhalten; 
ten  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Funkte,  wel- 
igten  Schnittlinie  angehört.  Ein  zweiter  Pmikt 
lie  ergibt  sich  auf  gleiche  Weise. 
H-Projectionen  zweier  in  den  Ebenen  GH  und  KL  ge- 
eren  gemeinsune  T-Projectioii  man  willkOilich  ai^^nonunen 
iTcillel,  so  folgt  hientns  noch  nicht,  dasB  jene  Ebenen  ein- 
;  ea  konnte  auch  ihie  Dnrchschnittalinie  parallel  mit  jenoi 

iheben  ist  nodi,  dass  die  Behandlung  der  beiden 
BD  Aufgaben  (Nr.  47  u.  48)  nicht  erschwert  wird, 
der  zur  Bestimmung  einer  Ebene  dienenden  Ge- 
idschnitt  li^;  man  hat  blos  eine  dritte  Ge- 
beizuziehen.  (Hierin  ist  zi^leich  eine  YervoU- 
frühem  Auflösungen  angezeigt,  bei  denen  das 
durch  den  Qrundschnitt  gebenden  Ebene  nicht 
rarde.) 

Ebene,  welche  senkrecht  zu  einer  gegebnen  Ge- 
ll einen  gegebenen  Funkt  Ä  dieser  Geraden  gel^ 
itimmt  sich  mittels  zweier  ans  Ä  auf  Ä  G  errich- 
ten;  um    aber    diese    Senkrechten   projiciren    zu 


30  ZQ  Wählen,  dass  die  eine  zur  HE,  die 
liegt.    Ist  ab  _L  ag,  a'b'  II  GS,  ao  ist  SAG 
m  rechter  Winkel  (Nr.  87,  Zus.);  macht  man 
ftmer  ac  11  GS,  a'c'  J-a'g',  so  ist  B.4.C  die  ver- 
langte Ebene. 

TJm  nun  die  Angabe  in  Nr.  56  für  den 
rall  m  l^sen,  dass  der  gegebene  Punkt  A  nicht 
in  der  gegebenen  Geraden  liegt,  hat  man  nur 
durch  A  eine  Parallele  zu  letzterer  gelegt  zu 
denken  (ohne  dass  man  die  Projectionen  dieser 
Parteien  zu  zeichnen  braucht)  und  die  vorigen 
CoDstructionen  auszuführen.  In  Fig.  6  stellt  die  Gerade  (ar,  a'R'), 
deren  Spur  B'  jetzt  entbehrlich  ist,  eine  der  Bestimmungslinien 
för  die  gesuchte  Ebene  vor ;  die  Projectionen  der  zweiten  Bestim- 
nmngslinie  ergeben  sieb,  wenn  durch  a  eine  Parallele  zum  Gnmd- 
schnitt  und  durch  a'  eine  Senkrechte  m  &d'  gezogen  wird. 

Ist  bei  der  Aufgabe  in  Nr.  55  die  Ebene  durch  ii^nd  zwei 
Bestimmungslinien  g^eben,  so  kann  man  zuerst  eine  in  der  Ebene 
liegende  und  zur  HE  parallele  Gerade  H  projiciren;  da  diese  der 
H-Spur  der  Ebene  parallel  sein  muss,  verhilft  sie  zur  H-Projec- 
tion  der  verlangten  Geraden.  Die  V-Projection  der  letztem  findet 
man  auf  ähnliche  Art  durch  Yermittelung  einer  Geraden  F,  welche 
in  der  g^ebenen  Ebene  parallel  zur  VE  gezc^en  wird.  (Das  Na- 
tfirhchste  wäre  hier,  die  Geraden  M  und  F  in  die  betreffenden 
finmdebenen  selbst  zu  verlegen,  d.  h.  die  Spuren  der  gegebenen 
Ebene  zu  bestimmen,  und  so  wird  man  es  in  der  That  immer 
bälten,  wenn  keine  anderweitigen  Unbequemlichkeiten  daraus  ent- 
springen. Die  neuere  Abänderung  der  früher  ai^^benen  Auf- 
lösung bat  demnach  nur  Werth  fflr  solche  Fälle,  wo  die  Spuren 
der  Ebene  ui^eschickt  zu  li^en  kommen.) 

99.  An  die  Stelle  der  Umklappuog  einer  Ebene  tritt,  wenn 
die  Spur  der  Ebene  fehlt,  eine  Drehui^  der  Ebene  um  eine  in 
ihr  parallel  zur  Grundebene  gezc^ene  Gerade.  Wird  diese  Drehung 
soweit  fortgesetzt  bis  die  Ebene  selbst  der  Grundebene  parallel 
geworden  ist,  so  projicirt  sich  dann  jedes  in  ihr  enthaltene  Ge- 
"""      Sllig  unverändert  auf  die  Grundebene,  und  man  erreicht 
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:heii  Drehang  das  Nämliche  wii 
ihn  einznlialteade  Verfahren  ist 

Drehung  ist  zuweilen  der  e^en 
orzuziehen,  wenn  man  die  Spur 
len,  wo  die  umgeklappten  Punl 
auf  andere  wesentliche  Theile 


ie  Aufgabe  in  Nr.  68  passt 
nen  Ebene  vorzugsweise  die  Au 
hen  Modificationen.  um  die  H 
ene  ÜQJ"  zeichnen  zu  können, 
den  FG,  FHiei  g^ebenen  Ebi 
tale  Gerade  GH  zu  selineiden. 
talen  Umklappui^  der  Ebene  I 
und  far  zwei  von  den  drei  Pm 
ie  Geraden  FG,  FS,  Öff  sehne 
indungslinie  dieser  zwei  umgek 
s  der  TJmklappung  des  Punkten 
es  sein,  die  Ebene  JtAQ  nicht 
1  um  die  Gerade  {Ma,  h'g'),  n 
iden  Ebene  der  GH  geschnitten 
Ireh^.  Macht  man  kki  J-  M 
and  =  ma',  so  raisst  eine  ans 
1 61  die  gesuchte  Entfemui^. 

H-Neigung  fflr  die  Ebene  zw( 
nan  dieselben  dm-ch  eine  hori; 
e  Senkrechte  aus  einem  Punkt 
(Nr.  57,  f)  und  bestimmt  die  H 

Nr.  79,  Zns.  1),  am  bequems 
I  Ebene  durch  Drehung  um  dai 
(  in  Parallelstellung  zur  VE  l 
ändes  Verfahren  fahrt  zur  V-N 


Airfgabe  in  Nr.  90  ist,  wenn 
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u  erhalten  sind,  die  Aufl.  II  Toizuziehen 

Nr.  9S  angedeutet«  Behandlung  der  Hülfe- 

Bhen  hat). 

I  in  Nr.  91  wird  mau  jetit  zur  Aufl.  I 
greifen. 

Haben  hei  dieser  Aufgabe  die  beiden  gegebenen  Ebenen  eine 
der  Bestimmungslinien  gemeinschaftlich  (velcbe  somit  die 
Durehschuittslinie  beider  Ebenen  ist),  so  könnte  man  zwar  auch 
an  die  Aufl.  n  anknüpfen;  denn  legt  man  durch  einen  Punkt  Ä 
der  gemeinsamen  Linie  senkrecht  zu  dieser  eine  Ebene,  bestimmt 
die  Punkt«  B  und  C,  in  denen  die  beiden  audem  Bestimmungs- 
Ünien  diese  Ebene  treffen,  und  construirt  das  Dreieck  ABC  m 
wahrer  Grösse,  so  enthält  dasselbe  bei  Ä  den  gesuchten  Winkel. 
Es  wird  aber  meist  rSthlicher  sein,  di^en  Fall  auf  den  nach- 
folgenden, noch  specieUeren  zurückzulilhren. 

Gesetzt  es  gehen  von  einem  Punkte  P  drei  Gei-ade  PA,  FS,  PC 
ans  und  es  werde  der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  APB  und  APG 
verlangt.*  Dieser  Winkel  l9sst  sich  durch  ein  Verfahren  finden, 
bei  welchem  «in  Theil  der  erforderlichen  Gonstnictionen  auf  einem 
Nebenblatte  ausgeftihrt  werden  kann  (was  öfters  von  Werth 
ist,  z.  B.  wenn  jene  drei  Linien  Kanten  eines  Körpers  von  erheb- 
licher Seitenzahl  vorstellen).  Wählt  man  auf  den  gegebenen  Ge- 
raden beziehungsweise  die  drei  Funkt«  A,  B,  C  beliebig,  so  kann 
man,  nach  mehrmaliger  Anwendui^  der  Nr.  67,  zwei  den  Drei- 
ecken APB,APC  congmente  Dreiecke  a5pa,  St^®  in  einer 
Ebene  (auf  dem  Nebenblatte)  so  construiren,  dass  sie  mit  der  ge- 
meinschaftlichen Seite  9t  ^  aneinander  liegen.  Eine  durch  %  ge- 
a^ene  Senkrechte  zu  3tSß  wird  die  Seiten  5p*8,  Sßg  (oder  ihre 
VerÜuigeniDgen)  beziehungsweise  in  den  Punkten  X),  €  schneiden. 
Bedeuten  D,  E  die  Punkte,  welche  in  PB  und  PC  den  Punkten 
%,  6  entsprechen,  so  enthält  A  I>A  E  bei  A  den  gesuchten  Winkel. 

•  Ist  eino  Ebene  durch  die  Geraden  PA  and  PB,  eine  andere  dnrch 
A  und  eine  nicht  dnrch  P  gehende  Gerade  6  bestimmt,  so  kann  man 
titeie  mit  einer  dnrch  P  gezogenen  Bestimmnngslinie  vertanachen,  welche 
t*eder  parallel  m  Cf  liegt  oder  einen  Fonkt  der  Cf  enthalt.  Der  Deber- 
■og  Toni  zQvor  erwähnten  Fall  zom  gegenwärtigen  macht  sich  also  sehr 
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Für  dieses  Dreieck  hat  man  aber  schon  die  beiden  Seiten  %2) 
und  $[@.  Um  die  dritte  Seite  zu  erhalten,  construire  man  —  nach- 
dem noch  die  wahre  Länge  von  B  G  bestimmt  ist  —  auf  dem  Ne- 
benblatte, anstossend  an  ^®,  das  dem  A  CPB  congruente  A  6^S5i 
und  trage  auf  ^f8i  die  Strecke  Sp3)i=^  ab;  dann  ist  63)i  =  g35, 
und  in  dem  aus  2)^,  9@  und  @2)i  gebildeten  Dreieck  liegt  der 
letztgenannten  Seite  der  verlangte  Winkel  gegenüber. 

103.  Eine  Ebene  kann  auch  durch  eine  einzige  Gerade  be- 
stimmt werden,  nämlich  durch  eine  ihrer  Böschungslinien 
(Nr.  79,  Zus.  1).  Ist  für  eine  Ebene  z.  B.  die  zur  HE  gehörige 
Böschungslinie  gegeben,  so  liegt  in  dieser  Ebene  jede  andere  Ge- 
rade, welche  man  durch  einen  Punkt  der  gegebenen  so  zieht,  dass 
ihre  V-Projection  parallel  zum  Grundschnitt,  ihre  H-Projection 
senkrecht  auf  der  H-Projection  der  gegebenen  ist.  Man  kann 
also  auch  leicht  irgend  eine  dritte  (nicht  horizontale)  Gerade  der 
Ebene  und  beliebig  viele  in  der  Ebene  enthaltene  Punktld  projiciren. 

(Sehr  einfach  findet  man  die  Durchschnittslinie  zweier  auf 
solche  Art  bestimmten  Ebenen,  wenn  bei  beiden  die  gegebenen 
Böschungslinien  sich  auf  die  nämliche  Grundebene  beziehen.) 


Drittes   Kapitel. 


üeber  Vielkante. 

104.  Wird  von  mehreren  Geraden,  welche  von  einem  gemein- 
schaftlichen Punkte  ausgehen  und  in  demselben  einseitig  begrenzt 
sind,  die  erste  mit  der  zweiten,  die  zweite  mit  der  dritten,  . . ., 
die  letzte  mit  der  ersten  je  durch  eine  Ebene  verbunden,  so  ent- 
steht ein  Vielkant  (früher  auch  körperliches  Eck  oder  Körper- 
winkel genannt).  Jene  Geraden  sind  seine  Kanten,  ihr  gemein- 
samer Ausgangspunkt  seine  Spitze  oder  sein  Scheitel;  der 
Winkel  zweier  benachbarten  Kanten  heisst  eine  Seite  des  Viel- 
kants, die  Neigung  zwischen  zwei  benachbarten  Ebenen  ein 
Winkel  desselben. 


len  Gtebilden  solcher  Art 
rste,  da  sich  mehrkant^ 
Ihnlich  wie  Vielecke  in  D 

eines  Dreikants  aber  di 
bestimmen  diese  Verlang 

„-,    „is  Scheiteldreikant  de 

heisst.  Zwei  Scheiteldreikante  stimmen  offenbar  in  alle: 
and  Winkeln  überein,  kjimien  aber  dennoch  im  Allgemein 
zur  Deckai^  gebracht,  sondern  nur  zu  symmetrischer  Stell 
einander  gelegt  werden.*^ 

Es  seien  SA',  SB',  SC  die  RQckverlftngermi^en  der  Kanten  SA^ 
Fimmt  man  vom  niaprSnglichen  Dreikast  das  Scheiteldreikuit  ab 
3-1'  in  SA,  SB'  in  SB,  bo  bleiben  SC  und  SC  auf  verschieden 
d«  Ebene  ASB;  legi;  man  aber  SA'  in  SS,  SB'  in  SA,  so  komi 
SC  und  SC  anf  einerlei  Seite  von  ASB,  werden  aber  nui  in  dem 
F&lle  sich  vereinigen,  wenn  die  Seiten  ASC  und  BSC  einander  gl 

Mau  sieht  hieraus,  dass  man  ans  der  Gleichheit  de 
nnd  Winkel  in  zwei  Dreikanten  noch  nicht  auf  ihre  -Cc 
scMiessen  darf. 

Auch  hei  jedem  andern  n-Eant  entsteht  durch  i 
längenu^  sämmtlicher  Kanten  ein  Scheitelkant,  welcl 
ursprünglichen  im  Allgemeinen  nicht  congment  sondern  bl 
metrisch  ist. 

106<  Wird  nur  eine  Kante  eines  Dreikants  rückwä 
längert,  so  bildet  die  Rückverlängerung  mit  den  beiden 
Kanten  ein  Nebendreikant  des  ursprünglichen.  Ein  g( 
Dreikant  und  sein  Nebendreikant  haben  eine  Seite  und 


*  Zwei  Pankte  liegen  symmetrisch  g^en  eine  Ebene,  wenn  d 
Jie  Terbindnt^Iinie  beider  Punkt«  senkrecht  halbirt. 

F&Ut  man  ans  den  bestimmenden  Funkten  eines  r&nmlicben 
Sokrechte  anf  eine  £bene  und  verdoppelt  jede  solche  Senkrechte  di 
liogerang  fiber  die  Ebene  hinaus,  so  bestimmen  die  nen  erhalten« 
ein  Gebilde  von  symmetrischer  Stellang  g^en  dae  erste.  (M 
dum  die  Ebene  Symmetralebene.)  Beide  Gebilde  selbst  heisee: 
•ötig  BjmmetriBch,  nnd  bebalten  diesen  Namen  anch  wenn  sie  ai 
«llung  gebracht  werden. 
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Vinkel  gemein ;  jede  der  beiden  andern  Seiten 
ist  das  Supplement  derjenigen  Seite  des  ge- 
ihi  in  einerlei  Ebene  liegt ;  jeder  der  beiden 
Nebendreitantfi  ist  das  Supplement  fär  den- 
gegebenffli,  welcher  mit  jenem  an  der  näm- 

»nen  Dreikant  gibt  ea  drei  Nebendreifcante. 
miigeii  zweier  KaDt«n  eines  Dieikants  bilden  mit 
tcbbarkant,  welches  man  etwa  ein  Gegendreikant 
m  konnte.  Seine  Beziehnngen  xa  letzterem  sind  schon 
M  das  Nebendieikant  zun  Bcheitelkant  des  nrsprüng- 
1  desshslb  im  Folgenden  snssei  Betracht  bleiben). 

1  zweier  Geraden,  welche  aus  einem  beliebigen 
nes  Dreikants  auf  zwei  Seiten  desselben  ge- 
recht auf  der  zwischen  diesen  Seiten  liegenden 
ikel  zwischen  beiden  Senkrechten  ist  das  Sup- 
itwinkels,  welcher  von  den  genannten  Seiten 
Fallt  mwi  aus  dem  nämlichen  Punkte  auch 
eine  Senkrechte  und  verbindet  sie  mit  den 
Ebenen,  so  wird  ein  neues  Dreikant  gebildet, 
I  ausgesprochenen  Sätze  fOr  jedes  Eantenpaar 
des  ersten  Dreikants  werden  also  durch  die 
supplirt;  aber  auch  die  Winkel  des  zweiten 
s  ersten,  da  die  Kanten  des  ersten  auf  den 
eiten  senkrecht  sind.  Jedes  der  beiden  Drei- 
pplementardreikant  des  andern. 
B  Snpplementaidi^ikants  im  Hohlranm  dee  niBprOi^- 
wie  es  bei  obiget  ErU&tnng  angenonmien  wurde,  ist 
tolcbe  Annahme  iet  nur  die  beqnemBte  fQr  eine  eiste 
man  den  Punkt,  dorch  welchen  man  die  Senkrechten 
I  nisprOnglichen  Dreikanta  zieht,  anders,  so  hat  man 
hten  zu  Sberlf^n,  rib  sie  seibat  oder  ihre  Bflckver- 
des  Snpplementaidreikants  zu  nehmen  sei.) 

ii  gegebenen  Stücken  eines.  Dreikants  lasses 
rch  Construction  finden.  Es  bieten  sich  hiei 
i^e  dar,  von  denen  sich  jedoch  je  zwei  aul 
adeln  lassen,  wenn  man  das  Supplementardrei 


ie  Spitze  des  Dreikonts  durch  8  beieichnet 
'.  Dann  bedeoten  o,  ^,  7  die  dieeen  Kasten 
Seiten,  and  A,  B,C  die  an  den  betrefien- 


ifgaben. 

ikants  sind  gegeben;  man  soll 


m  a,  ß,  y. 

t  wird  aus  seinen  drei  Seiten  coo- 
ler Ebene  (welche  man  als  HE  be-^*"' 
;,  wie  Fig.  29  zeigt,  und  die  beiden 
nge  um  die  Kanten  SC  und  SB 
id  SAi  m  einer  einzigen  Geraden 
die  dritte  Eante  SA  des  Drdkants 
ist.    In  SAi  und  SAg  bat  man  also  zwei  umgeUappte  Lagen 
der  letztem.    Ist  nun  SAi  =  SA^,  so  sind  die  Pimkte  Ai  und  A^ 
ümklappungen  eines  und  desselben  Punktes  A,  dessen  H-Projec- 
tion  a  der  Durchschtiitt  der  beiden  Senkrechten  AiC  und  A^B 
sein  muss,  welche  man  aus  A^  und  A^   auf  SC  und  SA  fällt; 
denn  diese  Senkrechten  sind  offenbar  die  H-Projectionen  der  bei- 
den Kreisbögen,  welche  von  den  Funkten  Ai   und  A^  während 
obenerwähnter  Drehung  der  Seiten  ß  und  y  beschrieben  werden. 
(Die  Verbindungslinie  Sa  wäre  demnach  die  H-Projeetion  für  die 
Kante  SA).    Nach  Verein^ung  der  Funkte  Ai   und  A^  in  A 
stellen  sich  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke  ABa  und  ACa  dar, 
welche  bei  B  und  C  die  Gegenwinkel  von  ß  und  y  fassen  und 
leicht  gezeichnet  werden  können,  da  man  von  jedem  eine  Katbete 
und  die  Hypotenuse  kennt.    Macht  man  aA^  -L  aC,  CA»  =  CAi, 
so  ist  AgCa  die  TJmklappung  des  einen  Dreiecks,  und  ähnlich  er- 
gibt sich  die  Umklappung  A^  Ba  des  andern.  (Probe:  oA^  =  aAt). 
*lm  auch  den  dritten  Winkel  des  Dreikants  zu  erhalten,  errichte 
nan  A^MJ-SA^,  A^Nd-SAt  und  klappe  das  Dreieck  AMN, 
Teiches  sich  nach  Vereinigung  der  Punkte  Ai  und  A^  bildet  und 
ei  A  den  fraglichen  Winkel  enthält,  in  die  HE  um,  indem  man 
V.4s  =  MAi  und  NAi  =  NAi  macht.  (Probe:  Die  drei  Punkte 
,  Ai,  a  müssen  in  einer  zu  MN  senkrechten  Geraden  liegen.) 
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Es  veisteht  sich,  daea  man  mr  Aaffindnng  des  Winkels  Ä  die  Gerade  J£Y 
ut  _j.i.i:.t.  __  _;.i,„p  brancht;  eben  so,  daaa  m&n  fBi  die  Conetraction 
thweiidig  die  Umklappongen  Ai,  Az  Aea  nftmlichen 
der  schon  ztur  Anffindong  der  Winkel  B  nnd  C  ge- 
:  Constraction  an  die  ümklappnngen  i^end  eines  an- 
SA  anknapfen  kaon.  Halt  man  es  aber  so  wie  e» 
in  wnrde  (und  wie  es  un  bequemsten  ist,  wenn  nicht 
1  grosse  Entfeniiingen  von  S  fallen),  d.  b.  leg^  man 
m  senkrecbteu  Ebenen,  welche  die  drei  Winkel  des 
llen,  doich  einen  nnd  denselben  Punkt  der  Kante  SA, 
[or  noch  einige  Benebungea  nachweisen,  welche  zn  G«- 
üet  werden  kOnnen.  Schneiden  n&mlich  die  TerUngerten 
iN  in  u>  nnd  v,  nnd  denkt  man  sich  die  Yerbindnngs- 
gez(^en,  so  ist  erstere  anf  CA^,  letztere  auf  BAt 
Ij-LJtf^s,  i0^sJ_^^5.  Denn  da-die  Ebenen  vAM 
et  Ebene  SMA  senkrecht  sind,  so  steht  anoh  vA 
ia  Mif  AC  nnd  AM,  senkrecht)  tmd  ans  ähnUchen 
ecbt  anf  AB  nnd  AN.  Zogleicb  sieht  man,  dass 
A^  sein  mnss.  —  Das  von  den  Qeraden  Aa,  Av,  Ate 
ein  Nebendreikant  fOr  das  Snpplementardreikant  de» 

den  Dreilcaiite  wurden  alle  drei  Seiten  spitz 
It  man  diese  Ännahnie  vorläufig  bei,  so  kQnnen 
lenen  Constnictionen  eine  etwas  andere  Gestalt 
Iten;  es  kann  nämlich  der  Punkt  a  (und  mit 
der  Kante  SÄ)  aiisserhalb  der  Seite  «  zu 
I  Taf.  XII,  3  zeigt.  In  diesem  FaUe  ist  der 
mpfe  Aussenwinkel  des  in  aBÄ^  umge- 
iBA.  Dieser  Fiül  kann  sich  jedocli  nur  er- 
s;rö38te  der  drei  spitzen  Seiten  ist.  Denn  da- 
Khene  Lt^e  annehme,  mnss  erstlieh  SB  >  SE, 
B^  SC,  d,  h.  ß  >Y  sein;  zweitens  aber  ist 
n  CAs)  >  Ca,  also  /S  >  W.  CSa,  mithin 
>  a.  —  Es  folgt  hieraus,  dass  man  den  eben 
rermeiden  kann  und  stets  auf  die  in  Fig.  29 
}  (günstigste)  Glestaltung  der  Constnictionen 
an  man  hei  dem  ursprünglichen  Aneinander- 
;ebenen  spitzen  Seiten  die  grösste  in  die 

ae  der  drei  Seiten  ÖO",  während  die  beiden 
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ädet  die  Gestaltui^  der  Fig.  29  keine 

OD  die  rechtwitikel%e  Seite  (or)  zwischen 

wird. 

ihtwinkelig,  die  dritte  spitz  oder  stumpf, 

äite  in  die  Mitte  gelegt  zu  denken,  wo- 
uctionen  überflüssig  werden.  Ist  näm- 
t  SÄ  senkreclit  zur  HE  (Nr.  5,  VII), 

i  Seiten  90'*,  so  ist  nach  jeder  der  drei  Winkel 

sich  leicht,  dass  die  ursprünglich  ange- 
ch  für  jene  Fälle  passen,  in  denen  eine 
drei  Seiten  stumpf  sind;  nur  hat  man, 
die  Seite  «  seihst,  sondern  in  die  Er- 
ÜUt,  entweder  für  jeden  der  Winkel  B 
nen  derselben  den  Nebenwinkel  des 
inkelige  Dreieck  geschlossenen  Winkels 
ir  jedesmal  eine  achtsame  Anschauung 


solche  besondere  Erwi^ngen  auch  ganz 
auf  die  in  Fig.  29  sich  darstellende  Ge- 
in  in  allen  Fällen  zurackkommen.  Ist 
^ebenen  Seiten  stumpf,  jede  der  beiden 
oian  blos  (hei  dem  Aneinanderlegeo  der 
die  stampfe  in  die  Mitte  zu  nehmen. 
nmpf,  so  denke  man  sieb  das  Dreikant 
anli^enden  Nebendreikant  (Nr.  106) 
e  Seiten  ß  und  y  durch  ihre  Supplemente 
inkel  desselben,  und  behalte  den  gefon- 
oe  hei,  während  man  statt  der  beiden 
nimmt.  Sind  endlich  alle  drei  Seiten 
ieder  durch  üebei^ang  auf  ein  Neben- 
ui<;uiuii,  iwoi  oeiMui  uuruh  spitze  ersetzen  und  im  üebrigen  nach 
den  schon  gegebenen  Andeutungen  verfehren. 

Znsatz  1.  Sollen  in  F^.  29  die  Punkt«  Ai,  A^  in  Wahr- 
beit  die  ümklappungen  eines  in  a  projicirten  Punktes  sein  kOnnen, 
aomnssC^,  >  Ca, 5 A > -B«  sein,  d.h. /?>  CSflundy>BSa, 


(denn  Sa  ßlllt  nothwendig  zwiac^^m/'iil^ 
der  Figtir  angenommen  wurde,  die  gr&sste  i 
pitzen  Seiten  ist).  Ist  aber  die  gr<}BBte  Seite  a 
umme  der  beiden  andern,  so  ist  um  so  mehr 
mA  Y  <  a  +  ß. 
kililüsse  behalten  ibre  Geltung,  wenn  man  die 
idert,  dasa  die  in  der  Mitte  liegende  Seite  a 
ind  ß  und  7  spitz  bleiben. 
:eikaut  mit  drei  stumpfen  Seiten  ist  nothwendig 
ir  als  die  Smnme  der  beiden  andern,  da  diese 
ausßült  und  keine  Seite  eines  Dreikants  über- 

ß  stumpfe  Seiten  eines  Dreikants,  y  die  dritte 
Tersteht  sich  von  selbst,  dass  a  +  ß  ">  y.  In 
len  Nebendreikant  aber  (welches  von  drei  spitzen 
ird)  ist  (1800  __«)+,,>  lao«  —  ß,  d.  h. 
i  auf  ähnliche  Art  findet  man  y  +  «  >  ß  (was 

dem  Voranstehenden  folgt,  falls  a  die  grösste 

a,  ß  stumpfe  Seiten  eines  Dreikants,  die  dritte 
r  stumpf,  so  hat  man  aus  dem  an  y  liegenden 

<  (1800  _  „)  H,  (180«  -  ß), 

a  +  ß  +  y  <  360». 
reikant  aber,  in  welchem  nur  eine  oder  gar  keine 
,  kann  die  Seitensumme  ohnehin  nie  360  0  er- 

Iso  ganz  allgemein  folgende  Sätze:  1)  In  jedem 
tie  Summe  zweier  Seiten  grCsser  als  die 
liin  der  Unterschied  zweier  Seiten  kleiner  als  die 
umme  aller  drei  Seiten  <  360o. 
«nen  Seiten  ist  daher  ein  Dreiliuit  anr  dsim  möglich, 
eser  Seiten  kleiner  ist  ab  die  Summe  der  beiden  andern 
eine  Seite  stonipf  sind)  die  drei  Seiten  znsammengenom' 
wichen. 

(Fig.  29)  ,3  =  )-,  so  ist  B  =  a  Für  j3  =  y  =  90« 
90»  (tt)-     Bedeuten  aber  ß  und  y  zwei  gleiche 
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)reikaQts,  so  sind  in  dem  an  a  liegenden 
Winkel  der  spitzen  Seiten  (180°  —  ß)  und 
sieh,  folglich  sind  auch  im  uraprfinglichen 
kel  Yon  ß  und  y  gleich.  —  In  jedem 
0  gleichen  Seiten  gleiche  Winkel 
gegenüber.  (Hat  ein  Dreikant  drei  gleiche  Seiten,  so  hat  es 
andi  drei  gleiche  Winkel.) 

Sind  B,  C  zwei  gleiche  Winkel  eines  Dreikants,  so  sind  im 
SopplementardreikMit desselben  dieSeiten  (180"  —  ^,  (180"  ~C) 
einander  gleich,  folglich  ihre  Gegenwinkel  (180*  —  ß),  (180«  —  y), 
d.  h.  j?  =  y.  In  jedem  Dreikant  liegen  demnach  gleichen 
Winkeln  gleiche  Seiten  gegenüber. 

Der  letztere  Satz,  in  Verbindung  mit  einem  der  Sätze  in 
Zus.  1,  föhrt  darauf,  dass  in  jedem  Dreikant  dem  grossem 
Winkel  die  grössere  Seite  gegenüberliegt.  Ist  nämlich^X?, 
und  wird  durch  die  Kante  SB  eine  Ebene  gelegt,  welche  mit  der 
Seite  «  einen  Winkel  =  C  bildet,  so  muss  diese  Ebene  die  Seite  ß 
nach  einer  zwischen  SA  und  SC  fallenden  Geraden  S^  so  schnei- 
den, dass  AS^  +  ^SB  —  ß;  also  ist  j3  >  y. 

Umgekehrt  muas  in  jedem  Dreikant  der  grössern  Seite 
der  grössere  Winkel  gegenüberliegen,  was  sich  aus  Be- 
trachtui^  des  Supplementardreikants  eigibt  oder  aach  indirect  am 
ursprünglichen  Dreikant  beweisen  läast. 

Zus.  3.  Die  Summe  zweier  Winkel  A,  B  eines  Drei- 
kants ist  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  1  80°,  je  nach- 
dem  die  Summe  der  gegenüberliegenden  Seiten  «,  ß 
grDsser,  gleich  oder  kleiner  als  180°  ist;  nnd  umgekehrt. 
Da  nämlich 

«,   180«  —  (3,    180»  —  y  die  Seiten  und 
A,  180»  -  B,  180°  —  C  die  Winkel 
des  einen  Nebendreikants  sind,  so  folgt  aus  Zus.  2,  dass 

>  > 

A  =  180»  —  B,  je  nachdem         «  =  180"  —  ß, 

<  < 

>  > 

l.  h.  es  ist  ^  +  B  =  180°,  je  nachdem  «  +  y?  =  180°, 

<  < 
lud  umgekehrt. 
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sr  FunM  A,  welcher  sich  ii 
lie  Kante  SÄ  des  Dreikant 
oberhalb  der  HE  li^en,  a 
ea.  zwei  Dreikante  constmii 
Winkel  ^,  B,  C  zugehören 
ante  congment-,  in  jedem  a 


eiten  «,  ß  und  der  ein] 

[an  lege  in  der  HE  die  £ 
g.  29,  schneide  SC  senkn 
ihe  ß  so  lange  am  S<7,  bi 
;  C  einschliesst.  Bezeichnt 
nach  vollendeter  Dreliung  c 
so  ist  ACa  ein  rechtwinl 
7a  sich  ei^bt,  wenn  man  W 
A.Ca  macht.  Hiemacli  is 
tioD  a  und  seiner  H-Distanz 
Kante  ÄS.  Letztere  verbim 
klappe  diese  ebenfalls  in  di 
in  dieser  neuen  Umklappu 
.SB  und  SÄz  =  SÄi  ma 
it  yi.BSÄ2  =  y.  Die  übi 
1,  nachdem  die  drei  Seitei 

t  dch,  veno  der  gegebene  Wink 
lau  ein  Dreikant  aus  den  ge; 
Kante  SC  senkrecht  zur  ] 
le  H-Spnren  CB,  CA  der  , 
;  die  Seiten  selbst  li^en  ii 
gemeinsamer  Kathete  (CSi : 
mklappung  gezeichnet  werä 
3er  ffeite  /  fahren.  Betra 
E,  so  findet  sich  der  Winkel 
»  /  (Nr.  79).  Lässt  man 
lt«n,  so  ergibt  sich  auf  gle 


Seite  y  liegt  in  eioem  aus  AB,  BSi 
ASsB  Aer  AB  gegenüber  (wobei 

t  sich  die  Constmction  am  einfuhsten, 
itz  sind;  nEudi  dei  zweiten,  wetm  epiUe 
^ben  nnd.  Bei  anderer  Beschaffenheit 
beiden  AnflOsangen  immer  noch  die  oben 

„^.p „en,  ond  hat  noi  auf  die  aas  der  Natnr 

dar  Sache  herrorgehenden  Hodiflcationen  der  Zeichnung  Acht  zn  geben.  Be- 
quemer aber  ist  es  in  solchen  F&Uen,  tnif  ein  Nebendieikant  flberzngehen, 
w«lcheB  stets  so  gewiJilt  werden  kann  daes  man  auf  die  einfachste  Con- 
stnictiou  (entweder  der  Aufl.  I  oder  der  Anfl.  II)  znrücUommt. 

Zusatz.  Die  Ebenen  der  für  die  zweite  Auflösung  benützten, 
in  BCBo  nnd  ECA,)  umgeklappten  Dreiecke  stehen  in  ihrer  ur- 
Bprünglichen  Lage  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Seite  /,  schneiden 
sich  also  nach  einer  zu  dieser  Ebene  senkrechten  Geraden  CF, 
welche  die  gemeinschaftliche  Höhe  jener  Dreiecke  (die  Hypo- 
tenusen als  Grundlinien  betrachtet)  vorstellt.  Ein  um  C  beschrie- 
beoer  Ereis,  welcher  die  Hypotenuse  DBq  des  einen  umgeklappten 
Dreiecks  berührt,  muss  demnach  auch  die  Hypotenuse  EA^  des 
andern  berühren.  (CFi,  CF^  sind  die  beiden  mit  den  Dreiecken 
umgeklappten  L^n  der  CF.) 

JH.  Ggb.:  zwei  Seiten  a,  ß  und  der  Gegenwinkel  B 
der  letztern. 

111.  Aufl.  Die  drei  g^ebenen  Stücke  seien  spitz.  —  Legt 
man  unter  dem  Winkel  B  g^en  die  Seite  a  eine  Ebene  €  durch 
eine  Kante  SB  der  letztem  imd  denkt  die  Seite  |3  um  die  andere 
Kante  SC  gedreht,  so  wird  das  fragliche  Dreikant  gebildet  sein, 
sobald  die  freie  Kante  von  ß  in  jene  Ebene  @  fällt.  Nun  be- 
tradite  man  die  Ebene  der  Seite  a  als  HE,  zeichne  die  horizontale 
Ümklappung  CSAi  der  Seite  ß,  nehme  die  VE  senkrecht  zu  SC 
an,  bestirome  die  V-Spur  DE  der  vorhin  erwähnten  Ebene  6 
(Nr.  80,  1)  und  ziehe  den  Kreis  AiA',  welcher  in  der  VE  von 
dem  Punkte  Ai  beschrieben  wird  während  die  Seite  ß  sich  um  SC 
dreht.  Ist  im  Verlaufe  dieser  Bewegung  Ai  in  BF  angekommen, 
80  muss  die  Kante  SAi  in  die  Ebene  SBE'  gefallen  sein;  daher 
gibt  der  Schnitt  A'  des  Kreises  AiA'  und  der  Geraden  BE'  die 
?.fir„„.  tn,  ^  wahre  Lage  der  in  SAi  uir^eklappten  Kaute,  und 
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enthält  die  dritte  Seib 
ach  die  Umkl&pptmg  D, 

DA'  xmA  SAt  =  SA^  i 
B  der  Seite  y.  Der  Win 
Kinkel  A  findet  man  wie 

wird  die  DE'  noch  in  ei 
er  aitweder  mit  A'  auf  t 
^g.  30),  oder  auf  der  ent 
:  eintritt,  wenn  CAi  <  C. 

ein  zweites,  wesentüch  a 
tn,  also  aueh  auf  einen  zn 
Dgleicb  C  und  A  ändern^ 
likant  zwar  die  gegeben* 
:ela  B  dessen  Nebenwinh 
bleiben  muss.    Fallen  die 

(d.  h.  berührt  der  Kreii 

so  ist  die  Ebene  SCA' 
auf  der  Ebene  SDE'  (^ 
ants  ist  ein  rechter.  En 
t  aus  den  g^ebenen  Sti 

)  hätte  man  nur  ein  Drei^ 
J,  also  die  zweite  Stellui^ 

chter  Winkel,  so  dass  l 
DE'  auf  einerlei  Seite 
Am. 

l  der  Aofigabe  konnte  man  &ai 
sgehen  und  wBrde  dabei  wied 

nar  dass  TE  and  HE  ihie  I 
}  man  zn  dem  geAindenen  Di 

jedem  derselben)  ein  aymmet 
iteibalb  der  HE  nn  die  S 
gäbe ,  so  kann  imd  soll  anch 
ler  Confitroction  Ate  symmeti 
elte  ein  fOi  allemal  die  Anna 
a  welchem  eine  Seite  in  der  ] 
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Iirend  a  und  ß  spitz  bleiben),  90  ändert  sich 
er  V-Spur  (DE')  von  @  dahin,  dass  ober- 
W.  CDE'  stumpf  ausßllt,  weil  jetzt  die 
Winkels  B  nicht  mehr  you  dessen  der  @ 
dbst,  sondern  erst  you  seiner  Rückverlänge- 
)  des  Gtnmdscbnitts)  getroffen  wird.  Die 
E"  kann  folglich  oberhalb  des  Gnindschnitts 
TOD  dem  Kreise  AjA'  faiJchsteDS  einmal  geschnitten  werden. 

In  beiden  Fällen  ist  also  die  Möglichkeit  eines  zweiten  Drei- 
iants  nicht  vorhanden.  (Ist  in  einem  dieser  Fälle  /J  <  w,  so  gibt 
es  fiberhaupt  gar  kein  Dreikant  ans  den  gegebenen  Stücken.  Diess 
ersieht  man  einerseits  aus  der  betreffenden  Figur,  andererseits 
weisen  die  Sätze  in  Nr.  109,  Zus.  2  und  Zus.  3  darauf  hin.) 

tt  Ist  a  =  90"  (so  dass  die  Ebene  der  Seite  j^  parallel  zum 
Orundschnitt  liegt)  und  ß  spitz,  so  können  zwei  Dreikante  ent- 
stehen wenn  B  spitz  ist;  daa  Dreikant  wird  unmöglich  wenn  B 
atompf  oder  ein  rechter  Winkel  ist. 

Ist  jS  =  90**  und  a  spitz  {B  spitz  oder  stumpf  oder  ein  Rech- 
ter), so  muss  die  Kante  SA  in  eine  Ebene  fallen  welche  durch  S 
parallel  zur  VE  gel^  wird;  die  Umtlappung  SAi  ( ||  GS)  dieser 
Kante  ist  zugleich  ihre  H-Projection  (wenn  nicht  B  =  90'');  die 
V-Projection  derselben  ist  ||  DE  und  schliesst  mit  CD  den 
Winkel  C  ein;  die  Seite  /  ei^ibt  sieb,  wenn  man  einen  beliebigen 
Pnnkt  der  SA  mit  der  Ebene  SDE'  umklappt  (Nr.  63)  und  die 
Cmklappni^  mit  8  verbindet.  Es  kann  nur  ein  Dreikant  geben. 
Für  a  =  ß=90''  mösste  nothwendig  auch  B  =  90 "  sein ;  die 
Aufgabe  ist  in  diesem  Falle  unbestimmt. 

Aus  dem  Bisherigen  folgt,  dass,  so  lange  weder  a  noch  ß 
stumpf  ist,  aus  diesen  Seiten  und  dem  Winkel  B  überhaupt  nur 
dann  zwei  Dreikante  erhalten  werden  können,  wenn  ß  <ia  (wo- 
raus dann  von  selbst  folgt,  dass  B  spitz  sein  mu^). 

ttt  Auf  einen  der  bisher  betrachteten  Fälle  (in  denen  keine 
sr  gegebenen  Seiten  stumpf  ist)  lässt  sich  jeder  andere  Fall 
rOckführen  durch  Uebergang  auf  ein  Nebendreikant.  Ist  näm- 
cb  eine  der  g^ebeuen  Seiten  stumpf,  so  construirt  man  das 
1  der  andern  gegebenen  Seite  liegende  Nebendreikant.  Sind 
'^de  Seiten  stumpf,  so  ist  das  an  /  liegende  Nebendreikant  zu 


-so- 
tten also  a,  b,  t  die  Snppl^nente  von  a,  ß,  y,  ebenso 
npplement«  von  Ä,  B,  C,  und  bozeichnet  man  ein 
I  seine  in  Elanamern  gesetzten  Bestimmimgsstflcke, 
i  nachdem  a  oder  ß  oder  jede  dieser  beiden  Seiten 
ß,  B]  oder  [«,  b,  8]  oder  [o,  b,  ffl]  als  Neben- 
nstniiren;  man  findet  dadurch  zunächst  im  ersten 
m  zweiten  t,  6,  Ä,  im  dritten  y,  C,  %  und  hieraus 
B  fehlenden  Stocke  des  ursprünglichen  l>reikants. 
erthe  kennen  sieh  für  diese  fehlenden  Stücke  nur 
wenn  die  im  Kebendrelkant  gefundenen  Stücke 
sppelwerthe  annehmen.  Da  nun  keines  der  vorhin 
ebendreikante  eine  stumpfe  Seite  enthält,  so  sind 
Igen  mttglich 
lant  [q,  ß,  E],  wenn  ß<a,  i.h.a  +  ß<  180», 

(wobei  B  nothwendig  spitz  und  ß<tx); 
taut  [o,  b,  ©],  wenn  b  <  a,  d.  h.  «  +  /?  >  180», 

(wobei  B  nothwendig  stumpf); 
iant  [a,  b,  S],  wenn  6  <  a,  d.  h.  ß>a, 

(wobei  B  nothwendig  stumpf); 
hen  Bedingungen  wird  also  auch  das  ursprüngliche 
,  B]  für  jedes  der  fehlenden  Stücke  zwei  verscbie- 
rhalten  können.  Nimmt  man  noch  den  zuerst  be- 
hinzu  (in  welchem  weder  a  noc^  ß  stumpf),  so 
lurcfa  Zusammenfassen  der  für  die  einzeken  Fslle 
üi^ungen  zu  folgendem  allgemeinem  Satze: 
i  Seiten  «,  ß  und  dem  Gegenwinkel  der  ß 
schiedeneDreikante  möglich,  wennentweder 

1)  ß  +  /S<180»und^<«, 

2)  a  +  ^>180»und,5>a. 

darf  nicht  übersehen  werden,  dass,  wenn  die  eine 
i  dieser  beiden  Bedii^ngen  zutrifft,  hieraus  immer 
[Etglichkeit,  aber  noch  nicht  auf  die  nothwendige 
r  Dreikante  zu  schliessen  ist,  indem  in  einem  be- 
lie  zwei  Dreikante  in  ein  einziges  (bei  SA  recht- 
lich vereinigen  kOnnen,  in  andern  IlLllen  gar  keines 
imt. 


'1 
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rV.  Ggb.:  eine  Seite  a  und  die  anliegenden 
Winkel  JB,  C. 

112.  Aufl.  Durch  Einführung  eines  Supplementardreikants 
lässt  sich  diese  Aufgabe  gleich  der  in  Nr.  110  lösen.  Man  con- 
stroirt  ein  Dreikant,  in  welchem  zwei  Seiten  die  Werthe  180<> — A 
und  180^  — JB  haben,  während  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  180^  — a  beträgt.  Die  Supplemente  der  gefundenen 
Winkel  sind  dann  die  gesuchten  Seiten;  das  Supplement  der  ge- 
fundenen dritten  Seite  ist  der  gesuchte  Winkel. 

Es  ist  aber  auch  eine  einfache  Lösimg  ohne  Hülfe  des  Sup- 
plementardreikants möglich.  Zeichnet  man  nämlich  zwei  recht-  ^" 
winkelige  Dreiecke  Bia,,A„  und  CiiiiÄ,,,^  welche  eine  Kathete 
(a„Ä„=  (h  -4.,,,)  gleich  haben  und  dieser  gegenüber  die  Winkel 
B  und  C  fassen,  und  denkt  diese  Dreiecke  (aufgerichtet)  so 
an  den  Kanten  von  a  hinbewegt,  dass  ihre  Ebenen  stets  senk- 
recht auf  SB  und  SC  stehen,  die  Eckpunkte  Bi  und  Ci  nicht 
aus  den  Kanten  und  die  Katheten  Bia,,^  Cic^  nicht  aus  der 
Ebene  a  weichen,  so  wird  endlich  einmal  Ä,„ai  mit  Ä„a„  zu- 
sanunenfallen,  und  der  Punkt  Ä^  in  welchem  A,„  und  A„  sich 
vereinigen,  bestimmt  mit  S  die  dritte  Kante  des  Dreikants.  Bei 
jener  Bewegung  beschreiben  die  Projectionen  a„  und  oi  zwei 
Gerade  a„a  und  Oia,  welche  mit  SB  und  SC  in  den  Entfer- 
nungen Bia,,  und  Cioi  parallel  sind;  ihre  Vereinigung  geschieht 
also  in  a,  wo  Ol  a  und  a„a  sich  schneiden.  Fällt  man  nun 
aÄ2±SB,  aAiJuSC,  macht  BA^^^BiA,,,  CAi=CiA„„ 
rieht  SA^'i  SAi^  so  hat  man  die  beiden  übrigen  Seiten  ß  und  y 
des  Dreikants.  (Probe:  SA2=^SAi).  Den  dritten  Winkel  findet 
man  wie  in  Nr.  109. 

(In  der  Figur  sind  die  beiden  gegebenen  Winkel  als  spitze 
vorausgesetzt.  Wie  sich  bei  stumpfen  Winkeln  die  Construction 
ändert,  ist  leicht  zu  finden.) 

Anmerk.    Durch  obige  Constraction  ist  zugleich  die  Aufgabe  gelöst: 

ie  Schnittlinie  zweier  Ebenen  zu    finden,  welche  durch  ihre 

I-Spuren  8B,  SC  und  ihre  H-Neigungen  B,  C  gegeben  sind.    Da 

B&n  f&r  den  in  der  Schnittlinie  liegenden  Punkt  A  die  H-Projection  und 

i6  H-Distanz  hat,  so  l&sst  sich  auch  auf  einer  hinzukommenden  VE  die 

wite  Projection  dieser  Linie  zeichnen. 

Ongler,  descript.  Geometrie.    4.  Aufl.  6 


ß,  ein  anliegen« 

ibe  kann  mit  Hfil] 

zurflckgef&hrt  odi 
Bn. 

in  die  HE  und  n 
Dreht  man  dann 
Kinkel  C  geneigt  i 

G  und  kommt  m 
Nnn  sind  A'  und 
eikant  vollens  zn  c 

führen,  welche  d 
If  ihre  H-Spur,  so 
dappimg  MSä^  < 
Vinkel  ergibt  sich 
■eikante    werden    i 

I  das  zugehörige  S 
tungen  f^ig  ist, 

|<  180»  und  (1800 
!>180''undB>i 
l>I80ound(180« 
'<180«und£<( 

aen  Winkel  bdde  spil 
stehen.  Diera  zeigt  i 
ion.  Würde  man  t&d 
von  S  auH  die  iwei 
Kant«  des  gesnchten 
ia  B  sein  Snpplemem 

II  daiiin  Tei&ndert,  c 
t  der  Kreis  B^B  ... 

mit  rechts  von  j! 
stimmt  mit  SC  nnd 
;acbe  enthUt.  Dieeef 
üa  S  geht;  y  ist  dan 

>aS. 

?rinkel  A,  B,  C. 
mau  auf  das  Si 
ung  nach  Nr.  109 
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109,  Zus.  1  laasen  die  gegebenen  Winkel 
KU,  wenn 

(1800 _ B) 4-  (1800  —  0<  360» 
(+01800 
(1800  — ^) +(1800-^ 
t  — C<180o, 

er  drei  gegebenen  Winkel  bezeichnet, 
der  Winkel  eines  Dreikants  ilberstumpf 
oder  flach  werden  kann,  so  hat  man  noch  die  weitere  Bedingung 
3)  A  +  B-hC<Z.18<\'>. 

Anfl.  II.  Auf  eine  directe  Lösung  fohrt  die  im  Zusatz  zu 
Nr.  110  niedei^elegte  Bemerkung. 

Die  Winkel  A  und  B  seien  spitz.  Ist  (Taf.  XU,  4)  SoCAo 
der  gegebene  Winkel  C,  so  beschreibe  man  um  den  Scheitel  C 
einen  Kreis  und  ziehe  an  diesen  zwei  Tangenten  A^E,  SaD  so, 
iasa  sie  mit  den  Schenkeln  CAo  und  ÜB„  die  Winkel  A  und  B 
(auf  der  innem  Seite  des  Winkels  C  liegend)  einschliessen.  Die 
auf  CAf,  und  CBf,  errichteten  Senkrechten  CE  und  CD  ergeben 
die  Schnittpunkte  E,  77,  und  deren  Yerbindungslinie  fuhrt  auf 
die  Pmikte  A,  B,  welche,  wenn  man  sich  CA  imd  CB  als  die 
ProjectioQeQ  der  Kanten  SA  und  SB  denkt,  die  Spuren  dieser 
Kantai  darstellen.  Die  Constniction  der  Seiten  wird  leicht  aus 
der  Pigur  ersichtlich, 

Ist  auch  der  Winkel  C  spitz,  so  erleidet  die  Figur  nur  unwesentliche 
ibüDderongeB.  Sind  nntei  den  g^ltenen  Winkeln  iirm  atnmpfe,  so  kann 
die  CoDstraclion  aDch  diesem  Falle  angepasst  werden;  bequemer  aber  ist  ee, 
die  beiden  stmnpfen  Winkel  mit  ihren  Snpptementen  za  TertaDBchen  und 
nn&clicit  das  Nebendreikant  des  gesuchten  zn  constnüren. 

115.  Ob  man  bei  einer  der  drei  letzten  Aufgaben  (IV— V]) 
die  directe  oder  die  durch  das  Supplementardreikant  vermittelte 
A^uflOsung  zu  wählen  habe,  hängt  von  der  jedesmaligen  BeschafTim- 
^"■■t  der  gegebenen  Stücke  ab.    Man  wird  immer  derjenigen  Lo- 
ng den  Vorzug  geben,  bei  welcher  sich  die  Constraction  am 
nisten  verwickelt. 

116.  Bei  solchen  Aufgaben  der  descriptiven  Geometrie,  welche 
et  den  gegebenen  OrOssen  Winkel  enthalten,  geschieht  es  nicht 
^fm,  dass  die  LSsung  sich  der  Hauptsache  nach  auf  die  Gon- 
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ts  zurfickbriagen  Usst;  und  da  man  diese 
if  einem  Nebenblatte  ausführen  kann,  so 
Q  das  Zeichnungsblatt  seibat  frei  bleiben 
[er  Linien,  welche  leicht  Verwirrung  her- 
I  mCgen  ein  paar  Aufgaben  di^er  Art  hier 
deutungen  zu  ihrer  LCsung. 
ection  einer  Geraden  zu  zeichnen, 
)eQe  Gerade  AB  unter  einem  ge- 
so  schneidet,  dass  ihre  H-Projection 
iehtung  hc  fällt.  (Vgl.  Nr.  87.) 
deren  V-Projection  gesndit  wird,  bestimmt 
eikant,  in  welchem  man  die  Seite  jli8C=  91 

ÄhC  kennt;  eine  zweite  Seite  ABh  wird 
das  Dreieck  ABh  in  die  HE  umklappt. 

11)  die  dritte  Seite  bBC  dieses  Dreikants, 
ihC  constniirt  werden,  wodurch  man  die 
.  Durch  diese  Länge  ist  die  Lage  des 
ch  der  Protection  b'c'  bestimmt.  (Da  die 
le  annehmen  kann,  so  ist  ÄV  zweier  ver- 

rO 

tu  finden,  welche  durch  einen  gege- 

and  mit  zwei  gegebenen  Ebenen  ge- 

.et. 

äflcn  seien  POP'  und  PQP';  die  gesuchte 

ite  imter  W.  y,  g^n  die  zweite  unter  W.  t/;. 

beliebten  Punkt  TT  in  der  Schnittlinie  der 

mit  der  gesuchten  parallele  Ebene  VWM, 
ant,  dessen  Kanten  WP,  WR,  WV,  dessen 

(nach  Nr.  91  zu  findende)  Neigui^swinkel 
sind.  Von  diesem  Dreikant  suche  man  (nach 
•WB  und  PWV,  welche  den  Winkeln  y 
;en.  Bestimmt  man  hierauf  die  Lage  des 
eraden  PW  nach  horizontaler  Umklappung 

zieht  durch  die  Dmklappung  von  W  in 
anter  der  Neigung  PWV  gegen  die  Um- 
0  ergibt  sich  der  Punkt  V.  Auf  ähnliche 
h  horizontaler  Umklappui^  von  PQP)  den 


noch  übrig,  dass  man  durch   Vit 
id  durch  den  gegebenen  Punkt  eine 

Lan  vier  Auflösimgen  erhalten. 

ih  fOi  folgende  bereits  Mher  abgehandelt« 

m,  irelcbe  sich  auf  ConatrDcMon  von  Drei- 

ch  Nr.  111.) 

.  iis.) 

.  11*0 

,  111.) 

.  109.) 

,  109  od.  110  od.  111  od.  112). 

tze  irgend  eines  n-Eants  mit  einem 
beliebigen  Halbmesser  eine  Kugelfläche  beschrieben,  so  sehneiden  die 
Seitenebenen  des  erstem  auf  letzterer  ein  sphärisches  n-Eck  aus, 
welches  das  n-Kant  in  der  Art  repräsentirt,  dass  die  Seiten  und 
Winkel  desselben  durch  die  Seiten  und  Winkel  des  n-Ecks  ge- 
messen werden.  So  kann  z.  B.  jedes  Dreikant  durch  ein  sphä- 
risches Dreieck  dargestellt  werden,  und  umgekehrt;  woraus 
man  ersieht,  dass  mit  der  Auflösung  des  Drrakants  zi^leich  die 
graphische  Auflösung  der  Aufgaben  der  sphärischen 
Trigonometrie  gelehrt  ist.* 

Soirie  das  Scheitetkant  eines  Dreikante  diesem  im  Allgemeinen  nicht 
MDgraent  ist,  so  konnte  anch  ein  aph&rischeB  Dreieck  mit  demjenigen,  dessen 
Ecken  denen  des  ersten  diametral  gegenaberli^en,  nicht  zur  Deckung  ge- 
brüht werden. 

Waa  fOi  das  Dreikant  das  Snpplementaidieikant ,  das  ist  fOi  daB 
^hirische  Dreieck  das  Polardreieck.  Um  diese  Uebeieinstimmnng  klar  cn 
leben,  darf  man  nnr  das  Snpplementardreikant  so  verrScken,  dass  seine  Spitze 
mt  der  des  nrsprBnglichen  Dreikants  zasammenfllUt,  und  dann  statt  des  Sap- 
(^mentardreikanta  selbst  sein  Scheiteldreikant  (Ni.  105)  nehmen.  Nun  wird 
Bines  der  sich  snpplirenden  Dreikante  vom  andern  umschlossen,  and  wenn 
man  om  die  gemeinschaftliche  Spitze  die  Engel  beschreibt,  ao  entstehen 
iwei  sphärische  Dreiecke,  deren  jedes  durch  seine  Eckpunkte  die  Pole  fSr 
lie  Seiten  des  andern  angibt, 

118.  Die  Behandlung  eines  beliebigen  n-Kante  lässt  sich 
Jif  die  Aufgaben  Ober  das  Dreikant  zurückfahren,  wenn  man 

')  Hoch  richtiger  Hesse  sich  umgekehrt  sagen ,  die  sphariache  Trigono- 
'^e  Bei  nur  das  Mittel,  Dreikantaau^ben  der  Bechnung  m  onterwerfen. 


BD  in  mehrere  Di 
rkant  SFGH  ^i 
n  derselben  gegeb 
^,  84  das  Vierkant 
Diagonalebene  FB 
m  sich  zunächst 
äen  Seite  FE  geft 
andern  Dreikuita 
JchoQ  aus  der  Coi 
>  hat  man  auch  d 
Jle  Stücke  des  Vi 


rtes  Kapitel. 

lg  des  Chninds; 

t  der  Auflösung 
ge  bedingt,  welchi 
Jnmdebenen  habei 

ebilde  auf  andere  Weise  als  mittels  der 
krochen  ist,  und  man  dieselben  erst,  be- 
beliebige Grundebenen  zn  beziehen  hat, 
immer  so  wählen,  dass  die  auszufuhren- 
st  verwickelt  werdeu.  (Beispiele  davon 
^ebenen  Gebilde  schon  durch  ihre  Pro- 
f  zwei  Grundebenen  dargestellt,  deren 
Vortheü  nicht  gewährt,  so  ist  es  nicht 
ursprünglichen  Grnndebenen  mit  einem 
Aen,  oder  wenigstens  einer  von  ihnei 
ben.  Eine  Aenderung  des  Gnmdsystem; 
ten  Fällen  zustatten  kommen,  wo  mai 
les  Zeichnungsraumes  in  den  Construc 
Es  ist  daher  nöthig,  die  Operatione' 
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:en  man  die  Projectionen  oder  Spuren 
n  Gnindsystem  in  ein  anderes  filjer- 
gegen  das  erste  bekannt  ist. 

iktmg  einei  Cbimdebeiie. 

ie  Projectionen  eines  PunMs  A  auf 

„ , Grundschnitt  mn  entspricht.    Wird  "*'**■ 

hier  die  HE  um  ein  StQck  mm  über  ihre  ursprüngliche  Lage 
erhoben,  so  dass  mn  als  neuer  Grundschnitt  erscheint,  so  kann 
sieb  weder  die  V-Projection  noch  die  V-Distanz  des  Punkts  A 
ändern.  Macht  man  daher  ma  =  ma,  so  sind  a,  a'  die  neuen 
Projectionen  des  Punkts.  —  Bestimmt  man  ebenso  die  neuen 
Projectionen  i,b'  eines  zweiten  Punktes  B,  welcher  ursprünglich 
in  i  und  b'  projicirt  war,  so  sieht  man,  dass  eine  Gerade  AB 
ihre  V-Projection  a'h'  beibehalten,  zur  H-Projection  aber  die 
mit  ab  parallele  ab  erhalten  wird. 

Sind  PO,  OP"  die  ur^rünglichen  Spuren  eine  Ebene,  so 
Mt  in  die  Augen,  dass  nach  Einführung  der  neuen  HE  die  Lage 
der  V-Spur  OP  dieselbe  bleibt,  die  neue  H-Spur  aber  durch  den 
Punkt  O  gehen  muss.  Da  nun  im  Baimie  die  letztere  mit  mn 
denselben  Winkel  bildet  wie  OP  mit  mn,  so  werden  auch  nach 
dem  Znräckklappen  der  VE  die  Winkel  mO$  und  mOP  gleich 
sein,  oder  O^  und  OP  sind  parallel.  Die  Bestimmung  der 
neuen  H-Spur  C$  hat  demnach  keine  Schwierigkeit. 

Auf  ähnliche  Weise  versetzt  man  Projectionen  ond  Spuren  ans  einem 
GnindBfStem  in  ein  uderes,  welches  einerlei  EG  mit  dem  eisten  nnd  eine 
mit.dei  Dispifinglicliei)  parallele  VE  hat. 

121.  um  sogleich  an  einem  ein&chen  Beispiele  zu  ze^en, 
vie  die  parallele  Yerrückung  einer  Orundebene  nOtzlidi  werden 
kann,  soll  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  projidrt  werden,  deren 
H-Spuren  sich  erst  ausserhalb  des  Zeichnungsblattes  schneiden, 
att  des  in  Nr.  47,  *tt  für  einen  soldien  Fall  gelehrten  Ver- 
thiens  k^m  man  sich  nun  des  folgenden  bedienen. 

Man  I^e  eine  nene  HE  so,  dass  die  auf  ihr  erscheinenden 
puren  tSO,  310  sich  noch  innerhalb  des  Blattes  begegnen,  und 
icbne  die  Projectionen  Pt%  Ütf  der  Schnittlinie  ftkr  das  neue 


n  dann  wieder  auf  das  erste  System  zu- 
ojeetion  P'x'  ihre  Stelle;  die  H-Projection 
ud  läoA  mit  9tp  parallel,  ist  also  völlig 


1  eines  im  Baume  vorhandenen  Qebildes 
'fflTÜckuDg  der  betreffenden    Grundebene 

ihre  Lc^e  gegen  den  Qnmdschnitt  (der 
m,  und  insofern  wäre  eine  solche  Ver- 
otlichen  Bedeutung.    Wemi  man  zu  einer 

greift,  so  liegt  gewöhnlich  entweder  die 
isse  unzugänglich  gewordene  Theile  einer 
auszufahrenden  Zeichnung  noch  in  den 
izuzieben  (wie  in  dem  Beispiel  Nr.  121)^ 
durch  die  zur  Bestimmung  von  Lungen- 
rderlichen  Umklappui^en  bequemer  zu 
labei  die  besondere  Zeichnung  der  neuen 

oder  Funkte  ganz  umgangen  und  trotz 
ebene  an  den  alten  Projectionen  festge- 
man  sich  nämlich  in  Fig.  35  zunächst 
Sie  vordere  HE  des  neuen  Grundsystems 
:s  des  Qrundschnitts  mn  von  der  VE  ab- 
1  Zeidmungsraume  so  abwärts  geschoben 
lach  n  fällt,  so  deckt  das  Trapez  mnba 

(neue)  Grundschnitt  ist  jetzt  zweimal 

Darstellung  nimmt  die  Stelle  des  ^ten 
er  zwischen  mn  und  mn  liegende  Streifen 
Seichnungsraume  ausgeschaltet  zu  denken, 
ng  der  Sache  die  neue  H-Spur  der  Ebene 
an  (mittels  OOg  J.mn)  die  dem  Funkte  O 
auf  mn  zu  bestimmen  und  durch  Co  eine 
ihen.  (Die  hintere  HE  und  untere  VE 
^eu  und  nöthigenfalls  för  die  Construc- 
keine  Schwierigkeit).  —  Wenn  es  gilt, 

HE  Funkte  in  das  Zeichnungsblatt  zu 
.  Aber  den  untern  Band  desselben  hinaus- 
ig.  36),  ist  jene  doppelte  Darstellung  des 
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der  Begel  nicht  zu  brauchen;  wohl  aber, 
'rücken  der  Wunsch  Anlass  gegeben  hat, 
den  Seitenrand  des  Blattes  hinaus&llen 
)jectionen  oder  V-Spuren  in  den  Gnmd- 
machen.  ' 

.-jDg  der  einen  Gtnndebene  mit  doppelter  Dustel- 


hmg  des  neaen  GmndBclmitts  kann  man  scbon  ia  Mheren  Constmctionen 
finden.  Will  mnn  in  Fig.  10  (Mr.  66)  die  v-projicirende  Ebene  der  Geraden  BC 
als  eine  nene  HE  betrachten  nnd  den  nraprflnglichen  QmndBchnitt  als  zwüte 
Darstellnng  dea  neuen  h'&  gelten  lassen,  so  ist  6c  die  H-Spnr  der  Ebene  ABC; 
die  Au^be  der  Nr-  66  wird  dann  völlig  identisch  mit  der  in  Nr.  63  nnd 
die  Constnictionen  an  Fig.  10  (sowohl  für  Anf  1. 1.  ala  für  Änfl.  II)  erscheinen 
iIb  genane  Wiederholongen  derer  an  Fig.  7.  —  Denkt  man  sich  in  der  Fignr 
Tif.  Xn,  2  (Nr.  100)  die  Gerade  Wg-  ab  neneu  Gnmdschnitt,  den  nrsprOng- 
üchen  als  zweite  Zeichnong  des  neuen,  so  ist  h^  die  H-Spoi  der  Ebene  FOR 
lud  die  Constmctionen  stimmen  fast  völlig  flberein  mit  denen,  welche  an  der 
IQ  Ni.  68  (Aufl.  n)  gehörigen  Fig.  13  vorgenommen  worden  nnd.  —  Auch 
hitte  man  schon  die  in  Nr.  47,  *tt  benOtiten,  zu  einet  oder  der  andern 
Qnmdebene  parallelen  Hfll&ebenen  als  nene  Gmndebenen  ansehen  können.  — 
Xu  ersieht  ans  diesen  Beispielen  mgleich,  dass,  wenn  nach  Farallelverschie- 
bong  einer  Omndebene  der  Grundachnitt  in  der  oben  n&her  bestimmten 
Weise  zweimal  gezeichnet  bleibt,  die  Bückkehr  vom  neuen  Qrands;- 
item  anf  das  nisprDngliohe  sich  ohne  alle  Constrnction  von 
selbst  ergibt. 

Parallele  Vennokmig  beider  Gnndebenen. 
123.  Wird  die  HE  parallel  mit  sich  selbst  auf-  oder  ab- 
wärts gerüctt  lind  zugleich  die  VE  vor-  oder  rücfcwirts,  so  hat 
man  nur  das  in  Nr.  120  gelehrte  Verfahren  zweinial  anzuwenden. 
Eine  besonders  einfache  Behandlung  gestatten  hier  die  beiden 
PäUe,  1)  wenn  die  HE  um  eben  so  viel  erhoben  wird  als  die  VE 
inrüektritt,  und  2)  wenn  die  HE  um  eben  so  viel  sich  aentt 
als  die  VE  vorrückt.  Bei  der  genauen  Verwandtschaft  beider 
FUle  wird  die  Erläuterung  des  ersten  hinreichen,  auch  über  den 
weiten  Licht  zu  geben. 

Es  werde  zuerst  die  HE  über  ihre  ursprOi^liehe  Lage  um 
as  StQck  mm  erhoben.  Dadurch  rückt  die  H-Projection  a  eines 
unkta  J^  um  ein  gleiches  Stück  nach  a,  während  die  V-Projec- 
m  «'  ilu-e  Stelle  behält,  und  statt  der  Spuren  FO,  OP"  einer 
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Ebene  erscheinen  jetzt  die  Spuren  Udn^  «P'  (Nr.  120).  Hierauf 
verlege  man  die  VE  um  das  Stück  mfi^mm  zurück,  so  dass 
statt  des  zweiten  Grundschnittes  mo»  nun  ein  dritter  fiQ  auftritt. 
Dadurch  konunt  die  Y-Projection  a'  des  Punkts  A  um  mm  höher 
nach  a'  zu  liegen ;  die  Ebene  JJw  P'  vertauscht  ihre  V-Spur  co  P' 
mit  QII\  und  jetzt  sind  (o,  aOi  näW  die  Darstellungen  des 
Punkts  und  der  Ebene  auf  dem  neuen  Grundsystem.  Nun  ist 
aber  klar,  dass  die  gegenseitige  Stellung  der  Projectionen  und 
Spuren  sich  nicht  ändern  kann,  wenn  man  die  Zeichnungsebene 
selbst  mit  Allem,  was  darauf  gezeichnet  ist,  verschiebt.  Deshalb 
denke  man  sich  diese  gleichsam  durch  die  als  fest  betrachtete 
Gerade  mO  hingezogen,  bis  m  auf  m  und  titco  in  die  Bichtui^ 
von  mO  zu  liegen  kommt;  dann  fallt  o  in  a  und  o'  in  a';  der 
Punkt  Q  beschreibt  die  auf  mO  senkrechte  Gerade  äD  und  ge- 
langt nach  O;  die  Spuren  QJI  imd  i2J7'  haben  sich  parallel  mit 
sich  selbst  nach  O^  und  O^'  geschoben.  Die  letztem  Lagen 
hätte  man  aber  auch  sogleich  aus  den  Lagen  OP^  OP'  ableiten 
können;  denn  wird  «^  senkrecht  auf  mO  gef&Ut,  so  muss  der 
Fusspunkt  ^  in  den  Schnitt  der  O^  und  mO  fallen.  Für  den 
Uebergang  aus  dem  ersten  Grundsystem  in  das  letzte,  dessen  HE 
in  der  Entfernung  mm  über  der  ersten  und  dessen  VE  in  der- 
selben Entfernung  hinter  der  ersten  liegt,  hat  man  also  folgende 
Begel:  Man  ziehe  oberhalb  des  ersten  Grundschnitts  mO 
auf  den  Abstand  mm  eine  Parallele  mO  mit  ihm,  be- 
trachte diese  als  neuen  Grundschnitt,  lasse  die  Projec- 
tionen von  Punkten  und  Linien  an  ihrer  Stelle  und  ändere 
die  Spuren  jeder  Ebene  POP'  so,  dass  man  aus  dem 
Schnittpunkte  lo  der  V-Spur  und  des  neuen  Grundschnitts 
eine  Senkrechte  auf  den  ersten  Grundschnitt  fällt,  durch 
ihren  Pusspunkt  ^  eine  Parallele  ^D  mit  der  H-Spur 
und  durch  den  Schnitt  O  dieser  Parallelen  und  des 
neuen  Grundschnitts  eine  Parallele  O^'  mit  der 
V-Spur  legt. 

Fig.  47.  Dieselbe  Eegel  gilt,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann 
auch  für  den  oben  unter  (2)  aufgeführten  Fall,  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  hier  der  neue  Grundschnitt  mO  unterhalb 
des  ersten  zu  ziehen  ist  (s.  Fig.  47). 
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cb  parallele  Verlegung  des  Omndschiiitts  tmter  Beibe- 
T  {^jectionea  leide  Qmndebeneii  nm  gleiche  Entfer- 
Bchiedenem  Sinne,  verlegt  hat,  ist  eigentlich  an  rieh  Uat; 
Erörtetong  wird  btos  dorch  daneben  anftretende  Sputen 
g^Deuer  liioenen  nOthig  gemacht. 

124.  Die  Aufgabe  in  Nr.  48  iSast  eich  nicht  mehr  durch 
die  dort  ang^ebene  ein&chste  Gonstraction  lösen,  wenn  die  Pro-  ^ 
jectjonen  der  gegebenen  Geraden  AB  die  in  Fig.  48  angenom- 
menen Lagen  gegen  die  Grenzen  des  Zeichnungsblattes  haben. 
Dieser  Fall  kann  als  Beispiel  für  die  Anwendung  des  in  Nr.  123 
anseinandergesetzten  Yerfahiens  dienen. 

Ist  mO  der  neue  Grundscbnitt,  ^O^'  die  neue  Darstellung 
dor  g^benen  Ebene,  so  ist  $p'6'  die  neue  v-projicirende  Ebene 
der  AB.  Man  findet  mm  die  Projectioneu  a,  a'  des  gesuchten 
Punktes  auf  die  neuen  Grundebenen  wie  in  Fig.  S,  und  da  beim 
Zurückgehen  auf  das  erste  System  diese  Projectionen  ihre  Stelle 
behalten,  so  iat  die  Aufgabe  gelöst. 


Einföhnmg^  ainei  neuen  V-Ebene,  welche  dar  nisprnnglichen  nicht 

parallel  ist.*) 

125.  Aendert  man  an  einem  Grundsysteme  blos  die  VE  und 
behalt  die  HE  bei,  so  gelten  alle  ursprünglich  gegebenen  E-Pn>- 
jectionen  and  H-Sporen  unverändert  fort.  Ferner  ist  die  H-Distanz 
Ednee  Pnnkts  völlig  unabhängig  von  der  Stellung  der  VE  und  wird 
sieh  also  in  allen  möglichen  V-Ebenen  immer  in  gleicher  Grösse 
abbilden.  Ist  daher  n»0  der  Grundscbnitt  des  ersten,  mO  der 
des  neugebildeten  Systems,  so  erhält  man  die  neue  V-Projectton  q' 
tsam  Punkts,  dessen  ursprüngliche  Projectionen  a  und  a'  waren, 
wenn  man 

ott'J_mD  (Nr.  10)    und    ino'  =  »»a' 
cht,  wobei  darauf  zu  achten  ist,  dass  die  auftragende  H-Di- 
nz  immer  auf  die  richtige  Seite  vom  neuen  Grundscbnitt  aus 

*  Wenn  aoch  hier  bku  die  Aendenmg  der  TE  betrachtet  wird,  so  ist 
ut  dodi  zogleich  der  andere  Fall  erledigt,  wo  die  HE  sich  ändert  nnd 
TE  bleibt 
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zu  liegen  kommt.  —  Hiernach  lää&t  sich  auch  leicht  die  neue 
V-Projection  einer  auf  dem  ersten  Systeme  gegebenen  Geraden 
finden. 

Die  neue  V-Spur  einer  Ebene  QOF  muss  durch  den  Punkt  D 
gehen,  wo  mD  und  QO  zusammentreffen.  Um  nun  einen  zweiten 
Punkt  derselben  zu  finden,  bemerke  man,  dass  nach  dem  Zurück- 
klappen der  neuen  VE  die  Gerade  pP^  nach  welcher  sich  beide 
V-Ebenen  schneiden,  im  Punkte  p  senkrecht  auf  mO  erscheinen, 
und  der  Punkt  P',  wo  jene  Gerade  von  der  Ebene  QOP'  getroffen 
wird,  seine  Entfernung  von  p  behalten  muss.    Macht  man  daher 

i?5ß'jLmD    und   p^'=pP\ 
so  ist  ^'O  die  neue  Spur. 

Einen  Punkt  der  neuen  Y-Spur  kann  man  auch  auf  folgende 
Weise  erhalten.  Bedeutet  rx  (  ||  QO)  die  H-Projection  einer  Ge- 
raden, welche  in  der  Ebene  QOP'  parallel  zu  deren  H-Spur  ge- 
zogen ist  und  in  JB'  ihre  ursprüngliche  V-Spur  hat,  so  wird  diese 
Gerade  in  der  neuen  VE  eine  Spur  SR'  haben,  welche  in  der  neuen 
V-Spur  der  gegebenen  Ebene  liegt  und  vom  neuen  Grundschnitt 
um  JBV  absteht.  Macht  man  daher  r9i'J-mD  und  t9i'  =  r^', 
so  ist  31'  ein  Punkt  für  die  verlangte  V-Spur  der  Ebene,  der  ent- 
weder den  Punkt  ^'  oder  den  Punkt  D  ersetzen  kann,  wenn  der 
eine  oder  der  andere  dieser  beiden  Punkte  im  Zeichnungsblatte 
nicht  zu  erhalten  ist.  (Fehlt  innerhalb  des  Zeichnungsraumes  so- 
wohl ^'  als  D,  so  hat  man  neben  31'  noch  einen  zweiten  Punkt 
auf  ähnliche  Weise  zu  bestimmen.) 

Mehrere  der  bei  früheren  Gelegenheiten  benützten  Hülfsebenen  lassen 
sich  als  neu  eingeführte  V-Ebenen  betrachten,  nnd  die  für  die  ümklappungen 
solcher  Hülfisebenen  angewendeten  Constrnctionen  stimmen  mit  den  oben  ge- 
lehrten überein.  So  kann  man  in  Fig.  9  (Nr.  64)  die  Linie  QJP,  in  Fig.  11 
(Nr.  67)  die  ah,  in  Fig.  13  (Nr.  68)  die  ÄQ,  in  Fig.  17  (Nr.  75)  die  8t  als 
einen  neuen  Grundschnitt  ansehen ,  womit  die  an  diesen  Figuren  gelösten 
Aufgaben  auf  ihre  einfachsten  Fälle  (bei  denen  die  zu  bestimmenden  Grossen 
und  Punkte  in  einer  Grundebene  liegen)  zurückgeführt  erscheinen.  Der  Winkel 
zweier  zur  HE  senkrechten  Ebenen  wird  durch  den  Winkel  zwischen  ihren 
H-Spuren  angegeben;  vertauscht  man  daher  in  dem  Falle  der  Figur  28 
(Nr.  91,  t)  die  ursprüngliche  HE  mit  einer  neuen  so,  dass  der  Grundschnitt 
senkrecht  zu  OP'  und  <2P"  wird,  so  liefern  die  neuen  H-Spuren  den  Winkel 
der  dort  gegebenen  Ebenen,  wie  es  die  Figur  (in  Debereinstimmung  mit  döi 
obigen  Vorschriften)  nachweist. 


r 


Seitenebene. 

12&  Unter  den  Terschiedenen  Stellungen,  weldie 
neuen  VK  geben  kann,  iat  diejenige  besonders  herroiTubel 
bei  die  Ebene  auf  dem  ursprünglichen  Gmndscbnitte  s 
stdit.  Denn  es  kommt  öfters  tot,  dass  man  eine  solche  "V 
sowohl  anstatt  der  ursprflBgUclidn,  als  vielmehr  nebei 
^  eine  dritte  Grundebene,  gebraucht  (wie  denn  sehe: 
[Nr,  15,  Nr.  19]  Fälle  angedeutet  wurden,  in  denen  zwe 
ebenen  nicht  ausreichen).  Um  in  solchen  Fällen  nicht  fort 
zwischen  zwei  zugleich  vorhandenen  V-Ebenen  unterschi 
müssen,  heisse  die  neneingefuhrte  die  Seitenebene  (SE), 
der  Name  Verticalehene  der  nraprunglichen  ausschlie« 
wahrt  bleiben  soll.  Die  Seitenprojection  eines  Punkts  ei 
Bezeichnung  denselben  Buchstaben  wie  seine  H-  und  V-Pi 
aber  mit  zwei  Äecenten,  so  da^  (a,  a',  a")  einen  auf  i 
Grandebenen  projicirten  Punkt  A  bedeutet,  —  Für  die 
rang  der  Constniction  wird  die  SE,  wie  früher  die  VE,  in 
umgeklappt.  Nach  welcher  Seite  hin  diese  Umklappui^  g' 
hängt  bei  jeder  Aufgabe  von  der  Lage  der  ursprünglich  g< 
Projectionen  gegen  die  neu  hinzugekommene  Gnmdebene 
der  OröBse  des  diaponibebi  Zeichnungsraumes  ab.  Für  dif 
den  Entwickelungen  aber  sei  ein  für  allemal  festgesetzt,  es 
sich  bei  der  Umklappung  der  SE  ihr  oberer  Theil  nacl 
^.  Nach  geschehener  Umklappung  repräsentirt  die  Zei( 
ebene  drei  Ebenen  im  Verein. 

Drei  aufeinander  senkrecht«  Grundebenen  scheiden  d« 
in  acht  eongruente  Fächer,  und  jede  Gnmdebene  wird  d 
beiden  andern  in  vier  Abtheilungen  gebracht.  Die  auf  die! 
gebildetm  zwölf  EhenenstÜcke  kssen  sich  durch  folgende 
nni^en  (in  denen  man  sogleich  die  An&ngsbuchstaben  dei 
'orn,  hinten,  unten,  oben,  rechts,  links  erkennen  wird 
'  beiden: 

1)  r.  V.  HE.        5)  r.  u.  VE.  9)  v.  u.  SE. 

2)  1.  V.  HE.        6)  1.  u.  VE.         10)  v.  o.  SE. 

3)  1.  h.  HE.         7)  1.  0.  VE.        11)  h.  o.  SE. 

4)  r.  h.  HE.        8)  r.  o.  VE.        12)  h.  u.  SE. 
Statt  eines  Grundschnitts  erscheinen  nun  drei,   t 


r  ureprüngliche)  zwischen  HE  und  VE;  FF  zwischen  HE 
;  ZZ  zwischen  VE  und  SE.  Nach  Umklappung  der  SE 
'  Qnmdschnitt  ZZ  auf  XX  &llen;  da  er  aber  zugleich 
der  VE  liegt  und  mit  dieser  umgeklappt  worden  ist,  so 
;  er  in  der  Zeiehnungsebene  noch  einmal,  nämlich  in  der 

0  YY.    (Der  obere  Theil  von  ZZ  fällt  also  zugleich 

1  hintern  Tfaeil  von  FF  und  dem  linken  von  XX  zu- 
,  der  untere  TheU  von  ZZ  mit  dem  vordem  von  FF 
i  rechten  von  XX). 

ieuten  in  Fig.  39  die  Ziffern  I IV  die  vier  Abthei- 

in  welche  die  Zeichnungsebene  durch  die  Geraden  XX 

'  zerl^  wird,  so  vertheÜen  sich  die  vorhin  unter  1) 12) 

ilten  Ebenenstttcke  unter  jene  wie  folgt: 


1  5      9 

2  6     10 


4     8     12 

r  vier  von  den  zwölf  Stucken  können  miverdeckt  liegen, 
äiesen  gehören  jedenfalls  r.  v.  HE,  r.  o.  VE  und  v.  o.  SE; 
«s  ergibt  sieh  h.  o.  SE,  wenn  man  die  SE  erst  umklappt 
1  die  VE  bereits  un^eklappt  ist,  imd  so  soll  es  hier  auch 
imen  werden.  (Dächte  man  sich  die  SE  früher  als  die  VE 
ppt,  so  würde  h.  o.  SE  verdeckt  und  dagegen  L  o.  VE 
heinen.)  Hiemach  lässt  sich  ermessen,  welche  Linien  in 
bnui^sebene  zu  punktiren  und  welche  voll  auszuziehen  sind. 

7.  Wie  man  die  S-Projection  eines  Punktes  aus  dessen 
V-Projection  findet,  ist  aus  Nr.  125  zu  entnehmen.  Wendet 
ner  das,  waä  dort  über  das  Auflinden  der  neuen  V-Spur 
yssoR  gesf^  wurde,  auf  den  besondem  Fall  an,  wo  die 
B  die  SE  ist,  so  ergibt  sich  eine  Vereinfachung  des  Ver- 
aus  dem  Umstände,  dass  die  in  Fig.  37  mit  p^'  bezeicl: 
krechte  hier  in  XX  fallen  muss,  lüso  nicht  erst  besondei 
zu  werden  braucht.  Die  Betrachtung  der  Figuren  40, 41, 4 
e  Vei^leichung  mit  Figur  37  lehrt  die  Seitenspur  PP 
f  HE  und  VE  g^ebenen  Ebene  ¥0^'  oder  (PJi,  P'B 
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(Warum  der  Kreisbogen  P'P'  in  Fig.  41  links  und  in  Fig.  42  rechte 
Ton  YY  gezogen  werden  musste,  ist  leicht  zu  erkennen.) 

128.  Uebm^saufgaben. 

1)  Ggb.:  die  S-Spur  einer  Ebene  und  der  Punkt,  in  welchem  | 
die  Ebene  die  XX  trifft.     Ges.:  H-Spur  und  V-Spur. 

2)  Ggb.:  H-Projection  und  V-Projection  einer  Geraden. 
Ges.:  ihre  S-Spur. 

3)  Ggb.:  S-Spur  und  V-Spur  einer  Geraden.    Ges.:  ihre 

drei  Projectionen.  / 

4)  Ggb.:  die  S-Projection  einer  zur  SE  parallelen  Geraden 
und  ein  Punkt  ihrer  H-Projection.    Ges.:  die  H-  und  V-Spur. 

129.  Die  folgenden  Aufgaben  sollen  zeigen,  wie  man  sich 
der  Seitenebene  mit  Vortheil  bedienen  kann. 

I.  Eine  Ebene  POP*  wird  durch  eine  zweite  Ebene  R 
geschnitten,  welche  durch  den  Grundschnitt  XX  geht^*^'*^* 
nndmit  ihrem  obern  Theile  gegen  die  vordere  HE  unter 
dem  Winkel  «  geneigt  ist.    Man  soll  die  H-  und  V-Pro- 
jection der  Schnittlinie  zeichnen.  : 

Die  Schnittlinie  muss  durch  0  gehen,  daher  auch  jede  ihrer  ^ 

Projectionen  (Nr,  11).  Nimmt  man  nun  eine  S-Ebene  PQP*  zu 
Hülfe,  so  wird  diese  zwischen  E  und  der  HE  den  Winkel  a  ent- 
halten; man  erhält  daher  die  S-Spur  QS''  der  Ebene  jR,  wenn  man 
W.  PQiS"  =  a  macht.  Bestimmt  man  auch  die  S-Spur  PP'*  der 
Ebene  POP\  so  findet  man  die  H-Projection  sO  der  Schnittlinie 
wie  in  Nr.  47,  indem  man  die  SE  als  VE  behandelt  und  OPP% 
OQS'*  als  die  Darstellungen  der  gegebenen  Ebenen  betrachtet. 
Da  iS"  die  S-Spur  der  Schnittlinie  ist,  so  ergibt  sich  die  V-Pro- 
jection s*  0  derselben,  wenn  man  Qs'  ==  s  S"  macht  und  s'  mit  0 
verbindet. 

n.  Die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  (PB,  PiJ'),  (TU,  T  U') 
•"^  projiciren,  welche  dem  Grundschnitte  XX  parallel 
nd*,  und  den  Neigungswinkel  zwischen  ihnen  anzu- 
ben,  Fig. 

41,  42. 

Führt  man  eine  Seitenebene  PoP'  ein  und  bestimmt  die 


*  Vrgl.  Nr.  47,  ftt- 


*!r 


i 
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S-Spuren  PF%  TT''  der  gegebenen  Ebenen,  so  ist  deren  Schnitt  S" 
die  S-Spur  der  gesuchten  Schnittlinie ;  und  da  diese  dem  Grund- 

-^  schnitt  XX  parallel  sein  muss,  so  ergeben  sich  nun  leicht  ihre 

\  H-Projection  ab  und  V-Projection  a'b\ 

Der  Winkel,    unter  welchem   sich   die  gegebenen  Ebenen 
schneiden,  ist  TS''P. 

in.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  (a^a')  eine  Ebene 

N  parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  POP'  zu  legen.* 

(^  pig.48.  Man  führe  die  Seitenebene  PmP'  durch  den  gegebenen 
Punkt  J.,  zeichne  die  Lage  A'*  desselben  in  der  umgeklappten 
SE  und  die  S-Spur  PP"  der  gegebenen  Ebene.  Die  S-Spur  RR' 
der  gesuchten  muss  durch  Ä"  gehen  und  mit  PP"  parallel  sein, 
und  ihr  Schnitt  R  mit  PP'  gibt  einen  Punkt  der  H-Spur  dieser 
Ebene.    Zieht  man  also  RQ\\PO  mi  QR' \\  OP',  so  ist  BQR 

/  die  gesuchte  Ebene.    (Probe:  mR'=^mR"). 

^  IV.  Den  Schnittpunkt  einer  Ebene  POP'  und  einer 

Geraden  zu  finden,  welche  in  einer  zum  Grundschnitt  XX 

^  senkrechten  Ebene  liegt  und  in  S,  S'  ihre  Spuren  hat.** 

\    rig.  44.        Man  nehme  eine  SE  durch  die  Gerade  an,  zeichne  die  Lage  SS" 

\  der  letztem  nach  Umklappung  der  SE,  sowie  die  S-Spur  PP"  der 

gegebenen  Ebene.    Dann  ist  Ä**  die  seitliche  Umklappung  des  ge- 

»  suchten  Schnitts,  also  sind  a  und  a'  seine  Projectionen. 

V.  Den  Schnittpunkt  einer  Geraden  (a£,  a'b')  und 
einer  Ebene  zu  projiciren,  welche  durch  den  Grund- 
schnitt XX  und  durch  den  Punkt  (c,  &)  geht. 
rig.46.  Legt  man  die  Seitenebene  cmc'  durch  den  Punkt  C  und  be- 
stimmt nach  ihrer  Umklappung  die  Lage  C"  des  letztem,  so 
ist  C"m  die  Seitenspur  der  Ebene.  Pemer  zeichne  man  die 
S-Projection  Ä*'b"  der  gegebenen  Linie  und  die  H-Projection  sd 
der  (auf  der  SE  senkrechten)  Geraden,  nach  welcher  die  proji- 
cirende  Ebene  Bb"Ä"  und  die  Ebene  b'mC"  sich  schneiden. 
Der  Punkt,  wo  diese  Gerade  der  gegebenen  begegnet,  ist  der  ge- 
suchte Schnittpunkt,  also  d  seine  H-Projection,  und  die  V-Pro- 
jection d'  ergibt  sich  nach  Nr.  44.  (Zur  Probe:  der  Abstand  des 
Punkts  d'  vom  Gmndschnitt  XX  muss  =  S"s  sein.) 


*  Vgl.  Nr.  51. 
**  Vgl.  Nr.  48. 
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1  Drehimg  des  Qrimdsystdms  um  den  Grandsolmitt. 

130.  Will  man  das  Gmndsystem,  auf  welchem  der  Pmikt 
{a^a')  xmi  die  Ebene  POP'  gegeben  sind,  mit  einem  andern  ver- 
tauschen, welches  denselben  Gnmdschnitt  mO  hat,  mit  seinen 
GruAdebenen  aber  gegen  die  gleichnamigen  Grandebenen  des  ersten 
Systems  unter  dem  Winkel  (p  geneigt  ist,  so  lege  man  in  passen- 
der Entfernung  von  0  eine  Seitenebene  PfiP*  und  bestimme  die 
S-Spur  PP''  der  Ebene  POP',  sowie  die  S-Projection  a"  des 
Punktes  Ä  (Nr,  127).  Ferner  zeichne  man  die  S-Spuren  fill,  flu' 
der  neuen  Grundebenen,  indem  man  PfiIT=(p  und  flu' J- flu 
macht.  Wird  dann  a"al.fin  und  a''a'A.fAlI'  gefaUt,  so  ist 
locht  einzusehen,  dass  a"a  (oder  fia')  imd  a"a'  (oder  fxa)  die 
H-  und  V-Distanz  des  Punkts  Ä  in  Bezug  auf  das  neue  System 
darstellen.  Da  aber  beide  Systeme  einerlei  Grundschnitte  haben, 
so  müssen  die  neuen  Projectionen  a,  a'  des  Punktes  wieder  in  die 
Lmien  ma,  ma'  fallen,  und  man  erhält  sie  also,  wenn  man  ma=fia 
imd  mo'  =  jMa'  macht.  —  Die  Punkte  jl,  U'  in  denen  die  S-Spuren 
der  neuen  Grundebenen  von  der  S-Spur  der  Ebene  PO  P'  getroffen 
werden,  müssen  in  den  neuen  Spuren  der  leztem  liegen.  Da  mm, 
wenn  das  neue  System  zu  einer  Zeichnungsebene  auseinanderge- 
klappt wird,  juJIin  fiP imd  fiU'  in  fiP'  fällt,  der  Punkt  0  aber 
far  beide  Systeme  derselben  bleibt,  so  macht  man  jii^  =  ^»17, 
i»^'  =  ]it/7'  und  hat  dann  in  0^,  05ß'  die  neuen  Spuren  der 
Ebene  POP', 

Wie  man  einen  im  neuen  Grundsystem  bestimmten  Punkt 
in  das  alte  zurück  übertragen  kann,  folgt  aus  Obigem  von  selbst. 

Man  kann  anf  das  nene  Gmndsystem  ancb  dadurch  übergehen,  dass  man 
die  Mittel  der  Nr.  125  wiederholt  znr  Anwendung  bringt.  Bedeuten  Hi,  Vi 
die  Grondebenen  des  ursprünglichen,  H2,  V^  die  des  neuen  Systems,  S  die 
Seitenebene,  so  vertauscht  man  zuerst  das  System  [Hi,  Fi]  mit  dem  System 
\ß\,  S\^  hierauf  dieses  mit  {H^,  S\  und  gelangt  so,  indem  man  zuletzt  F2 
an  die  Stelle  Ton  S  treten  lässt,  zu  dem  System  [H2,  V^,  Der  Unterschied 
i  Resultat  liegt  nur  darin,  dass  jetzt  auf  der  Zeichnungsebene  der  neue 
^    ndschnitt  nicht  mehr  mit  dem  alten  zusammentrifft;. 

(Um  die  Uebertragungsconstructionen  einzuüben,  kann  man 

<  rch  Drehui^  des  Grundsystems  die  Aufgaben  in  Nr.  90  und 

93,  dann  die  Uebungsaufg.  8  in  Nr.  88  und  die  Uebungsaufg.  1 

Nr.  92  lösen,  immer  unter  der  Annahme,  dass  die  gegebene 

i^Qgler,  descript.  Geometrie.    4.  Aufl.  7 


Nr.  130. 


Fig.  49. 
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Ebene  entweder  durch  den  Gnindschnitt  geht  oder  mit  ihm  pa- 
[■  rallel  ist ;  femer  kann  auf  diesem  Wege  die  Aufgabe  in  Nr.  91 

^  behandelt  werden,  wenn  die  eine  der  gegebenen  Ebenen  eine  der 

vorhin  genannten  Lagen  hat.  Bei  denjenigen  dieser  Aufgaben, 
welche  die  Bestimmung  einer  Linie  oder  einer  Ebene  zum  Ziel 
haben,  ist  schliesslich  wieder  auf  die  ursprüngliche  Lage  des  Sy- 
stems zurück  zu  gehen;  wo  blos  Neigungswinkel  gesucht  werden 
sollen,  fallt  diess  weg.) 

k.  ■ 
.  ( 

Einführnng  eines  Systems,  dessen  eine  Grimdebene  eine  beliebig  ge- 
gebene Lage  hat.  während  die  andere  senkrecht  auf  einer  der  nispiüng- 

lichen  Gmndebenen  steht. 

131.  Es  soU  (Taf.  XH,  5)  die  Ebene  QOB'  zur  neuen  HE, 
•  die  auf  QO  senkrechte  Ebene  QrB'  zur  neuen  VE  werden,  so 

dass  QR  den  neuen  Grundschnitt  abgibt. 

Man  kann  ,das  neue  System,  damit  eine  seiner  Grundebenen 
in  die  Zeichnungsebene  falle,  entweder  um  Qr  drehen  oder  um  QO. ! 
Im  erstem  Falle  erhält  der  neue  Grundschnitt  die  Lage  QR''  und 
es  muss  nachträglich  die  neue  HE  umgeklappt  werden;  im  zweiten 
Falle  kommt  der  neue  Grundschnitt  nach  Qr  zu  liegen  und  man 
hat  nachträglich  die  neue  VE  umzuklappen.  Die  Uebertragung . 
eines  ursprünglich  in  b  und  6'  projicirten  Punktes  B  auf  das 
neue  System  soU  für  jede  dieser  beiden  Annahmen  ausgeführt 
werden. 

1)  In  einem  aus  der  alten  HE  und  neuen  VE  gebildeten 
Zwischensystem,  welches  Qr  zum  Grundschnitt  hat,  sind  b,l\ 
die  Projectionen  jenes  Punkts,  OQ  und  QB''  die  Spuren  der* 
Ebene  QOB'  (Nr.  125).  Soll  nun  letztere  Ebene  als  horizontale 
Grundebene  neben  die  neue  VE  treten,  so  wird  QB*'  zum  Grund- 
schnitt; die  zur  V-Projection  h*2  gehörige  neue  H-Projection  h 
bestimmt  sich  mittels  der  V-Distanz,  welche  dem  Punkte  B  im 
Zwischensystem  zukam  (Nr.  125). 

In  welchem  Sinne  jede  der  nen  eintretenden  Grandebenen  umgeklappt^ 
werde,  ist  wiUkürlich;  in  der  Eegel  wird  man  nach  jener  Seite  lunklappeD, 
auf  welcher  das  Zeichnnngsblatt  noch  den  meisten  freien  Banm  hietet.  Nur* 
hat  man  dabei,  wenn  mehrere  Punkte  überzutragen  sind,  streng  zu  be- 
achten, dass  die  neu  zu  bestimmenden  gleichnamigen  Projectionen  zweier 


ii  anf  einerlei  Seite  oder  nach  entgegenge- 
enen  Grundschnitt  aaa  zn  liegen  kommen, 
>der  das  andere  in  Bücksicht  des  eben  ver- 
;ts  der  Fall  war.  —  Diese  Bemerknngen  gelten 
a  BetfBcbtnngen. 

lern  vothia  genanaten  Zwischensystem  die 
Punkts  B  und  die  V-Spur  QR"  der  Ebene 
[  QOR'  bfötimmt  worden,  lässt  sich  die  V-Projection  b\h'o  der 
lehnen,  welche  den  Punkt  JB  anf  die  Ebene  QOE'  (in 
rünglichen  Stellung)  projicirt;  eine  aus  b  auf  QO 
ikrechte  enthält  die  H-Projection  dieser  Geraden  und 
lie  Lage  itz  welche  der  in  it'o  v-projicirte  Fusspunkt 
ntaler  ümklappung  der  Ebene  QOB'  einnimmt.  Jener 
testimmende)  Punkt  tig  stellt  aber,  nachdem  die  neue 
»ene  QOR'  in  die  Zeichnungsebene  niedergelegt  ist, 
I-Projection  für  B  dar;  die  zugehörige  H-Distanz 
der  neue  Gruudschnitt  iallt  in  Qr;  die  dieser  Li^ 
chnitts  entsprechende  neue  V-ProJection  b'a  ist  mithin 
fögen.* 

Endergebnisse  der  beiden  so  eben  erläuterten  Ver- 
en  unterscheiden  sirJi  lediglich  durch  die  L^e,  welche 
rundsdinitt  im  Zeichnungsblatt  einnimmt;  denkt  man 
latt  um  den  Punkt  Q  ao  lange  gedreht  bis  die  Ge- 
il Winkelraum  r  QB"  durchlaufen  hat,  so  koituuen  die 
ti'a  genau  an  die  Stelle,  welche  vor  der  Drehung  die 
i'2  eingenommen  haben.     Man  kann  aber  auch  beide 
lagen  des  neuen  Grundschnitts  gleichzeitig  nebeneinander  be- 
nützen, d.  h.  den  Grundschnitt  in  doppelter  Darstellung 
annehmen,  so  dass  z.  B,  mit  der  H-Projeetion  b^  die  V-Projec- 

*  Man  konnte  den  obigen  FaS  anch  ao  bebandeln,  dass  man  zaerst  eine 
Mae  TE  dnrcb  QO  gelegt  denkt,  hieranf  daa  System  um  diesen  Grond- 
«*mtt  (jO  dreht  bis  die  HE  mit  QOB'  zusammeniällt  (Nr.  130,  Fig.  49) 
<aA  ndetzt  die  voi^scbriebene  Verticalebene  Qrü'  (welche  behufs  der 
Drdrang  als  Seitenebene  gedient  hat)  einfahrt.  Dabei  wären  aber  die  in 
Rg.  49  vorkommenden  Constractionen  zar  Uebertragung  eines  Punkts  in 
^  gedrehte  Sjstem  nicbt  alle  anazufSbren ;  die  Zeichnungen  in  der  darch 
*  gedacbten  VE  (sowohl  vor  als  nach  der  Drehung)  wflrden,  wie  man 
ht  finden  wird,  flberflOssig  sein,  and  man  käme  nacb  Weglassang  alles 
"tehilichen  genanwieder  anf  die  oben  angegebene  Constrnction.    . 
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tion  h'z  (statt  ^'2)  zusammenge&ommen  wird,  wodurch  man  bei  dem 
unter  (2)  besprochenen  Verfahren  die  Bestimmung  des  Pmikts  b'^ 
ganz  erspart.  Die  beiden  Grundebenen  erscheinen  dann  getrennt 
von  einander,  jede  mit  der  ihr  zugehörigen  Lage  des  früher  ge- 
meinsamen Grundschnitts,  doch  so,  dass  der  Schnittpunkt  zwischen 

i...-a-_  T ^3aGnmdsehnitts  noch  immer  ein  gemeinsamer  Funkt 

st.  (Wird  jetzt  in  jeder  der  Grundebenen  ein  Punkt 

0  können  zwei  solche  Punkte  nur  dann  Projectionen 

1  Baume  sein,  wenn  die  aus  ihnen  auf  die  betreffen- 
I  Grundschnitts  geMtten  Senkrechten  in  gleichen 

Schnittpunkt  beider  Lagen  eintreffen.) 

Hülfe  des  hier  abgehandelt«n  Systemweefasels  er- 
manche  der  frühem  Aufgaben  einfedie  Lösungen, 
er  Anwendung  soU  hier  die  Bestimmung  der 
tfernung  zwischen  zwei  gegebenen  Geraden 
orgenommen  werden. 

;abe  löst  sich  sehr  leicht  in  dem  besondem  Fall,  wo 
Etden  mit  einer  Grundebene  parallel  sind.  Liegen 
jectionen  beide  parallel  zum  Grundschnitt,  so  ze^ 
wischen  diesen  Projectionen  sogleich  die  gesuchte 
,  und  der  Durchschnittapunkt  der  H-Frojectionen 
chaftlicbe  H-Projection  derjenigen  Punkte  in  beiden 
e  am  nächsten  beisammen  li^en.  Haben  nun  die 
iden  beliebige  Lagen  im  Eaume,  so  kann  man  eine 
lUele  Ebene  als  neue  HE  nehmen;  für  die  zuge- 
E  braucht  man  sich  an  keine  weitere  Bedingung 
dass  sie  zu  jener  senkrecht  ist,  wesshalb  man  die 
e  wählen,  d.  h.  sie  senkrecht  zur  alten  HE  legen 

Ja,s'a')>  (*c,  h'c')  die  g^ebenen  Geraden  (Taf.  XU,  5). 
parallel  zu  BC  geführte  Ebene  SOR  soll  neue  HE, 
trechte  Ebene  QrR'  neue  VE  werden.  In  der  Um- 
etztem  bestimmt  man  die  Projectionen  Qa't,  i'2  c'a 
den  (wobei  sich  sogleich  mehrere  Genauigkeitsproben 
Qa't  mit  QU"  zusammenfallen  und  6'b  c'a  ||  QR" 
Grösse  der  verlangten  kürzesten  Entfernung  ist  b'2  'b'f, . 
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Tod  Mer  an  kann  man,  um  die  Punkte  des  kürzesten  Atetands 
anf  beiden  Geraden  selbst  zu  finden,  entweder  auf  dem  ers*™  '^'"■ 
im  zweiten  der  in  Nr.  131  ai^gebenen  W^e  weiter  g 

1)  Terföbrt  man  nach  (1),  so  erhält  man  bzC^,  SzOt 
H-Projectionen.  Eine  aus  dem  Schnittpunkt  derselben  . 
Omndschnitt  QE"  gefällte  Senkrechte  liefert  im  neuen 
die  V-Projectionen  x'^,  y\  der  gesuchten  Funkte,  aus  dei 
for  das  ursprüngliche  System  zuerst  die  H-Projectionen  x, 
auch  die  V-Projectionen  x',  y'  sehr  leicht  gefunden  werde 

2)  Verfahrt  man  nach  (2),  so  wird  man  nur  ßg  (nicht  a 
mtd  ebenso  t^,  Og  bestimmen.  Die  neuen  H-Projectionen  ä 
der  gegebenen  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte, 
die  gemeiiBchaftliche  neue  H-Projection  der  gesuchten  Punl 
ist  nnd  (durch  eine  aus  ihm  anf  Q  0  gefällte  Senkrechte)  u 
bar  auf  die  dem  tu:sprüBglichen  System  entsprechenden  H 
tionen  x,  y  derselben  führt. 

133.  Noch  in  einem  andern  besondem  Falle  lassen 
nächsten  Nachbarpuokte  zweier  Geraden  ohne  alle  Mühe 
lämlich  dann,  wenn  eine  der  Geraden  senkrecht  auf  einer 
ebene  steht  (wahrend  die  andere  eine  beliebige  ha^e  habe; 
iuf  diesen  besondem  Fall  kann  man  durch  eine  Aender 
Qrandsystems  immer  zurückkommen,  indem  man  die  q< 
senkrecht  zur  einen  Geraden  legt;  die  ursprüngliche  h-pro, 
Ebene  dieser  Geraden  bildet  hiezu  die  passendste  VE. 

Bringt  man  das  erste  Verfehren  der  Nr.  131  in  Ann 
90  hat  man  Mer  gar  nicht  nCthig,  die  Spuren  der  neuen 
«idmen.  Es  seien  (Sa,  s'a'),  (bc,  b'C)  die  auf  dem  ui 
Heben  Grundsystem  [ffj,  Fj]  gegebenen  Geraden  (Taf.  ] 
Wird  die  h-projicirende  Ebene  der  SA  als  neue  Veiücale 
angenommen,  so  fällt  der  zum  Zwiscbensystem  IHi,  SBg]  j 
Qnudschnitt  C^i^s  ^^  Sa  zusammen.  In  diesem  Zwi 
steme  sind  ST'g,  ö'g  c'^  die  V-Projectionen  der  gegebenen  ( 
An  die  Stelle  der  m-sprünglichen  HE  tritt  hierauf  eine 
senkrechte  Ebene  if^;  man  hat  also  eine  Gerade  ffsFi, 
durch  einen  beliebigen  Punkt  A't  der  ST's  senkrecht  zu 
gezogen  wird,  als  Gmndschnitt  des  Systems  [ffg,  Fj]  zu 
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und  dann  die  diesem  System  entsprechende  H-Projection  &2^ 
der  BC  zu  bestimmen;  die  H-Projection  der  SÄ  ist  der  mit  A'2 
zusammenfallende  Punkt  x^.  Im  neuen  System  [jEf2,  V2]  ist  jetzt 
die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  parallel  zur  HE  und  projicirt 
sich  in  wahrer  Länge  als  eine  aus  x^  auf  b^  c^  gefällte  Senk- 
rechte X2y^]  von  den  V-Projectionen  bestimmt  sich  zuerst  y'zt 
dann  a?'a ;  diese  zugleich  dem  Zwischensystem  [Hi ,  582]  angehörigen 
Projectionen  führen  auf  die  in  der  ursprünglichen  HE  liegenden 
Prqjectionen  x^  y^  aus  denen  sodann  auch  die  V-Projectionen  x\  y' 
im  ursprünglichen  System  sich  ergeben.  (Proben:  ny  =  uy2\ 
ny'2  =■  wy'\  xxf^  =  ma?'.) 

134.  Die  Aufl.  11  der  in  Nr.  87  enthaltenen  Aufgabe  beruht 
eigentlich  schon  auf  einer  Systemveränderung,  nämlich  auf  Ein- 
führung einer  neuen  VE  neben  der  alten  HE.  Die  Aufl.  I  kann 
ebenfalls  so  aufgefasst  werden,  dass  dabei  ein  Systemwechsel  zur 
Anwendung  kommt;  die  dort  genannte  Ebene  B  ist  als  neue  HE^ 
die  h-projicirende  Ebene  der  AB  als  neue  VE  zu  nehmen  (und 
dadurch  wird  die  Aufgabe  im  Wesentlichen  identisch  mit  der 
üebungsaufg.  3  in  Nr.  76,  indem  mit  dem  Winkel  ^  mittelbar 
auch  der  Winkel  der  BG  gegen  die  Ebene  S  gegeben  ist.) 

Die  für  die  Aufgabe  der  Nr.  78  gegebene  Lösung  ist  (wenn 
man  die  Ebene  TOT*  wie  eine  neue  HE  ansieht)  nahe  verwandt 
mit  dem  zweiten  Verfahren  in  Nr.  181  und  kann  leicht  diesem 
Verfahren  völlig  angepasst  werden.  Greift  man  aber  zu  dem 
ersten  Verfahren  der  Nr.  131,  so  lässt  sich  die  Zeichnung  der 
Spuren  TO^  OP'  umgehen  (wie  in  Nr.  133)  und  es  kommt  eine 
sehr  einfache  Auflösung  zu  Stande. 

TTebergang  von  einem  Grnndsystem  auf  ein  beliebig  gegebenes  neues. 

135.  Die  Lage  des  neuen  Systems  kann  dadurch  gegeben 
sein,  dass  man  auf  dem  ursprünglichen  System  die  Spuren  der 
neuen  HE  und  die  H-Projection  des  neuen  Grundschnitts  kennt. 

Geht  man  vom  ursprünglichen  System  zuerst  auf  ein  System 
über,  welches  aus  der  neuen  HE  und  einer  zur  alten  HE  senk- 
rechten. VE  gebildet  ist  (Nr.  131),  und  trägt  man  die  Gerade, 
welche  zum  neuen  Grundschnitt  werden  soll,  in  dieses  System 


-.     103     —  Na  136. 

ein,  SO  ist  nur  noch  ein  Schritt  übrig  um  das  veriangte  System 
m  erreichen,  nämlich  ein  nochmaliger  Tausch  der  VE.    Hiebei 
ist  es  rathsam,  sich  immer  an  das  erste,  Verfahren  der  Nr.  131 
zu  halten,  weil  dann  die  gesammte  Arbeit  des  Uebertragens  blos 
in  der  öftern  Wiederholung  einer  und  derselben  Operation 
(Nr.  125)  besteht,  nur  dass  einmal  die  VE,  das  anderemal  die  HE 
geändert  wird.    Diese  Gleichförmigkeit  der  wiederkehrenden  Ope- 
rationen erleichtert  das  Einüben  und  sichert  der  etwas  verwickelten 
Arbeit  wenigstens  die  Einheit  des  Gedankens.    Um  dieser  wün- 
schenswerthen  Gleichförmigkeit  willen  ist  es  femer  zweckmässig, 
das  üebertragen  einer  Ebene,  welche  mit  keiner  der  alten  oder 
neuen  Grundebenen    zusammenfallt,    auf   das  üebertragen   von 
Punkten  zurückzuführen,  indem  man  in  der  Ebene  drei  Punkte 
(am  besten  den  im  alten  Grundschnitt  liegenden  und  je  einen 
Punkt  der  alten  H-  und  V-Spur)  wählt,  die  Projectionen  dieser 
Punkte  im  neuen  System  bestimmt  und  nöthigenfalls  aus  diesen 
Projectionen  schliesslich  die  neuen  Spuren  der  Ebene  sucht.    (Es 
ist  desshalb  schon  beim'  vorigen  Uebergangsfalle  von  der  Ueber- 
trj^ung  einer  Ebene  nicht  mehr  besonders  die  Rede  gewesen,) 

Bedeutet  [jHi,  Fx]  das  ursprüngliche,  [H^,  V^]  das  neue  Sy- 
stem, Vq  eine  zu  beiden  H-Ebenen  senkrechte  Ebene,  so  ist  der 
Gang,  nach  welchem  man  (durch  zwei  Zwischensysteme  hindurch) 
yom  alten  zum  neuen  System  gelangt,  durch  die  Beihenfolge 

[£ri,Fi]      [fli,Fo]      [02,  Fo]      [02,  n] 

angedeutet.  Die  Ausfuhrung  (mit  der  üebertragung  eüies  Punkts  Ä) 
zeigt  Taf.  XH,  7. 

In  dieser  Figur  ist  jeder  Grandschnitt  so  bezeichnet,  dass  auf  die  in 
ihm  sich  schneidenden  Grandebenen  hingewiesen  wird.  Durch  QO,  OB'  ist 
die  Ebene  H2  auf  dem  alten  System  gegeben;  Tr  ist  die  nrsprüngliche 
H-Projection  des  neuen  Grundschnitts. 

136.  Es  ist  übrigens  selten,  dass  durch  die  Natur  einer 
mittels  Systemwechsels  zu  lösenden  Aufgabe  die  absolute  Lage 
der  neuen  Grundebenen  vorgeschrieben  ist;  meist  sollen  sie  nur 
bestimmte  Winkel  gegen  gegebene  Gerade  oder  Ebenen  bilden, 
w  dass  es  gleichgiltig  ist  in  welchen  Entfernungen  von  gewissen 
Punkten  man  sie  annehmen  will. 


^ 


ü^^. 


—    104    — 

i  man  einen  Piinkt  in  die  anf  nachfolgende  Arten  be- 
te Abettragen. 

soll  senkrecht  zu  einer  gegebenen  Oeraden,  die  TE 
Geraden  sein. 

sei  auf  einer  gegebenen  Ebene  senkiecht  und  gehe  zn- 
1  Gnindechnitt;  die  nene  VE  schlieese  mit  jener  ge- 
beatimmten  Winkel  ein. 

gebe  dnrch  eine  gegebene  Gerode  nnd  habe  g^en  die 
mte  Neignng;  die  nene   ET  Bei  senkrecht  zo  jener 

Gerade  soll  nun  nenen  Ornndschnitt  werden  nnd  die 

gegebenen  Pnnkt  gehen. 

«h  ZU  bemerken,  dass  häufig  nur  f&r  eine  der 
I  eine  bestimmte  Lage  gewfinscbt  wird,  während 
,eh  Belieben  verfügt  werden  kann  (wie  es  z.  B. 
n  Nr.  132  und  Nr.  133  der  Fall  war).  Man 
sich  von  selbst  rerstebt,  die  TE  so,  dass  der 
ist  erleichtert  wird, 
len  läset  sich  aber  auch  nicht  selten  ein  System- 

Umklappen  (in  etwas  erweitertem  Sinne)  er- 
I  nämlich,  dass  die  Lösung  einer  Äul^abe  ein- 
1  eine  gewisse  Ebene  E  Gtrundebene  wäre,  so 
>ene  E  durch  Umklappung  in  eine  der  ursprüng- 
i  niederlegen  und  die  mit  E  in  Beziehung 
te  und  Linien,  welche  man  in  nnverän- 
idung  mit  ihr  zu  denken  hat,  an  der  Be- 
klappens  Theil  nehmen  lassen.    Es  ent- 

Äufgabe: 

gegebenen  Funkt  B,  der  mit  einer  ge- 
bene  E  fest  verbunden  ist  (etwa  mittels 
1  auf  die  £  gefällten  Lothes),  die  neuen 
en  (auf  dem  ursprünglichen  Grundsystem)  zu 
icfadem  die  Ebene  in  eine  Qrundebene 
>t  worden  ist  und  d«n  Punkt  S  mitge- 
it;" 

len  Punkt  auf  solche  Art  zu  behandeln  weiss, 

Stande  die  neuen  Projectionen  jeder  mit  E 

i  zu  zeichnen.  In  Beziehung  auf  einen  Punkt  B 

tabe  der  Hauptsache  nach  bereits  in  Nr.  131  (e) 


■^ 
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gelöst;  denn  ist  (Taf.  XII,  6)  QOR  die  in  die  HE  umzuklappende 
Ebene  E  und  QrR  irgend  eine  zui-  H-Spur  QO  senkrechte  Ebene, 
so  ist  62  die  H-Projection  und  b'o  ^'2  die  H-Distanz  für  die  neue 
Lage  von  J?,  und  es  wäre  nur  noch  die  V-Projection  dieser  neuen 
Lage  (auf  der  ursprünglichen  VE)  nachzutragen.  —  Die  Eück- 
fuhrung  eines  Punkts,  der  zunächst  in  seiner  mit  E  gedrehten 
Lage  gefunden  worden  ist,  in  die  der  ursprünglichen  Stellung 
von  E  entsprechende  Lage  ergibt  sich  aus  Obigem  von  selbst. 
[Vgl  Nr.  93.] 


Fünftes  Kapitel. 


Polygone  und  Polyeder. 

A.  Polygon-Projeotionen. 

137*  Wenn  das  Wort  » Polygon*  ohne  Beisatz  steht,  ist  es 
immer  im  Sinne  der  ebenen  Geometrie  gemeint.  Will  man  ein 
verwandtes  Gebilde,  welches  durch  successive  Verbindung  beliebig 
im  Kaum  vertheilter  Punkte  ensteht,  ein  „Kaum- Vieleck"  oder 
»unebenes  Vieleck*  nennen,  so  ist  zu  beachten,  dass  ein  solches 
blos  als  doppeltgebrochene  Linie  existirt,  von  einem  bestimmten 
Inhalt  (wie  beim  ebenen  Gebilde)  aber  nicht  gesprochen  wer- 
den kann.* 

Die  Elementargeometrie  betrachtet  nur  solche  Polygone,  an 
denen  zwei  nicht  unmittelbar  benachbarte  Seiten  ohne  Verlänge- 
nmg  keinen  Punkt  gemein  haben,  und  sie  bevorzugt  unter  diesen 
wieder  die  mit  blos  ausspringenden  Winkeln  vor  denjenigen, 
an  welchen  auch  einspringende  Winkel  vorkommen,  hauptsäch- 
lich aus  dem  Grunde,  weil  der  einspringende  Winkel,  als  Innen- 
winkel des  Polygons  gefasst,  convex  ist  und  mit  dem  zugehörigen 
Nebenwinkel  den  flachen  Winkel  nicht  als  Summe  sondern  als 
Differenz  liefert.     In  weiterem  Sinne  aber  versteht  man  unter 


*  Die  Plächensnmme  der  Dreiecke,  welche  auf  verschiedene  Weise  aus 
den  Ecken  sich  gestalten  lassen,  ist  nicht  Inhalt  des  EaumTielecks. 
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.  r,-  woVhe  von  einer  va.  ihrem  Ausgangs- 
Polygon  jede  ebene  ^^g^^'/ttl  Linie  gebildet  inrd.  Dabei 
punkfc  zurückkehrenden  jf «^^f^^^^tacke  (Seiten)  unverlängert 

können  andx  -^^^--f^^C^Lt  L  Polygon  ein  ver- 
sieh  schneiden;  geschieht  diesa,  so 

schtänktes. *  ^  ,         .       ^  i„«.rv««  «n_ 

.     ,     -nu  Pnnlrte  als  Ecten  eines  Polygons  ge- 

Sind  in  der  ^^^-\^  J^J^^^t ,  wenn  man  weiss,  in 

geben,  so  ist  dieses  e^t  d^nn^       ^^^^^^^^   ^^^^^^  ^^^^^ 

welcher  Eeihenfolge^e  leichgütig;  schon  vier 

Nur  für  das  Dreieck  ^J^^^Z  ml  fernerem  Wachsen  von  n 
Punkte  ergeben  drei  VierecKe,  ^..^  ^^v.  ** 

nächst  die  Anzahl  der  möglichen  n-Ecke  sehr  rasch. 

ü  •    ^   n-Eck     welches  nicht  lauter   aussprmgende 

^''       1  knn   f^  ^esen  Eall  an  einem  aus  denselben  n-Eck- 
können,  ^\^fj°^  p^l  gon  ein  Winkel  flach  oder  NuU 

iBMinei^^n  ,olf^^  ^o^^o  ^^  ^^^^^  .^  ^^^  nachfolgenden 

*  Auf  nähere  ßatr^oucu^  ^^^^  ^^^  ^^  ^.^ 

Elementargeometrie  t^f\  '^^ehei)?r8chrftn]^r  W^  Unterscheidung  von 
Innen-  nnd  Anssenwinf  ^»,  die  Sätze  üftf  ^^  '  ^inkelsimimen  und  über 
den  Flächeninhalt  Begn^serweiterungen  verlaSJ,  ^®  ^^^^^q  für  Anfänger  zu 
schwierig  sind.  Die  descriptive  Geometrie  wSP'  ^^j^  dies«i  Begrifiser- 
weiterungen  nicht  berührt;  sie  könnte  aber  dennoch>L  gleich  der  Elementar- 
geometrie, die  verschränkten  Polygone  ignoriren,  wenn  mk^  ^.yj  golche  hie  und  da 
von  selbst  sich  aufdrängten.  So  erschien  z.  B.  in  Fig^'  n  statt  eines  ge- 
wöhnüchen  Trapezes  ein  verschränktes  Trapez  ^g^'^'-^g^^  Pie  Projection 
einer  geschlossenen  doppeltgebrochenen  Linie  (eines  EaumvW  ^elecksj  ist  ein 
Polygon  und  dieses  kann  ein  verschränktes  werden,  wie  bei  \  fpjg.  71  in  der 
V-Ebene,  bei  Fig.  73  in  beiden  G-Ebenen  zu  ersehen.  (W^  f^er  dieser 
Figuren  ist  nämUch  der  Durchschnitt  zweier  Polyeder  projicirt-V/ 

**  In  der  Permutationslehre  wird  gezeigt,  dass  n  Elemente  1. 2.  J 
Versetzungen  zulassen.    Sind  die  Elemente  die  Namen  von  Punk 
hält  jede  Versetzung  ihre  Bedeutung  für  das  zugehörige  «-Eck 
man  rückwärts  liest,  wodurch  das  obige  Zahlenproduct  sich  auf  (t 
redncirt.    Denkt  man  sich  ffemer  jede  der  übrigbleibenden  Versetz 
Kreis  geschrieben,  so  kann  man  jedes  Element  als  erstes  nehmen  1     go  dass 
immer  n  Versetzungen  das  nämliche  n-Eck  darstellen.    FolgHch  istV^ie  An- 
zahl der  zwischen  n  Punkten  möglichen  Polygone  P 

1 .  2.  3. 4 n        _      ,  Bl 

2;^ oder  (wenn  m> 3) :      3.  4 («-!). 


,0>  T  •  •  •  •  •  9» 

,ten,  so  be- 

»ei,  wenn 

auf  (\piie  Hälfte 

jDgen  im 
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BetrachtuDgen  aiiageschlossen,  tritt  jedoch  zuweilen  UDgesncht  auf 
als  ProjectioQ  eines  Banmvielecka ,  venn  eine  dnrch  drei  Ecken 
desselbeD  bestimmte  Ebene  senkrecht  zur  Gnmdebene  zu  stehen 

kommt 

ISS.  Soll  ein  an  sich  bek^ntes  Polygon  in  eine  gegebene 
Ebena  gelegt  und  aus  dieser  hdg&  projicirt  werden  (vgl.  Nr.  142 
nod  Nr.  143, 2),  so  musa,  wie  leicht  nachzuweisen,  die  Projection 
gleichartig  mit  dem  wahren  Polygon  ausfallen,  d.  h.  sie  ist  ver- 
schränkt oder  nicht,  hat  im  letztern  Falle  lauter  ausspringende 
Winkel  oder  nicht,  je  nachdem  die  eine  oder  die  andere  Form 
am  ursprünglichen  Polygon  vorli^t.  Auch  kann  kein  Winkel 
eines  (eigentlichen)  «-Ecks  einen  flachen  zur  Projection  haben, 
VKia  nicht  zugleich  die  Projectionen  aller  Qbr^en  Winkel  flach 
oder  Null  werden,  also  die  das  Polygon  enthaltende  Ebene  senk- 
recht zur  QE  ist. 

Durch  Beachtung  dieser  Sätze  kann  man  aaf  etwa  he^ngene  Constmc- 
tionsCehler  aufmerksam  gemacht  weiden. 

Wenn  an  einem  Polygon  von  gerader  Seitenzahl  je  zwa  Ge- 
gQiseiten  parfdlel  und  gleich  sind,  so  kann  seine  Projection  ver- 
voUstftnd^  werden  sobald  die  eine  Hälfte  projicirt  ist  (Nr.  25.  78). 
—  Hat  das  Polygon  eine  Symmetrallinie  (durch  welche  alle  zu 
ihr  senkrechten  Diagonalen  halbirt  werden),  so  ist  eine  ähnliche 
Yervollständigung  der  Projection  möglich,  nachdem  seine  eine 
Hälfte  und  der  Punkt  projicirt  ist,  in  welchem  die  Symmetral- 
linie  von  einer  bestimmten  der  durch  sie  halbirten  Diagonalen  ge- 
troffen wird.  * 


*  Dnrch  Erweiterung  des  Sjmmetralbegrifis  gelangt  man  zn  schiefer 
Sjmmetrie,  bei  welcher  psmilele  Strecken  dnich  eine  beliebig  zn  ihnen 
gmeigte  Gerade  halbirt  werden.  Dm  einen  Punkt  zu  finden,  der  in  solchem 
Sinne  gegen  eine  gegi^Kne  Gerade  Ä  nach  einer  zweiten  gegebenen  Ge- 
laden B  symmetrisch  mit  einem  g^ebenen  Pnnkte  F  liegt,  hat  mau  durch 
^  mne  Parallele  zn  B  zn  ziehen  und  anf  dieser  die  zwischen  P  nnd  A 
Jlende  Strecke  jenseits  A  anzutragen.  (Symmetrie  schlechthin  ist  immer 
1  engem  Sinne  zu  verstehen.) 

IHe  Projection  einer  Figar  mit  Symmetrallinie  ist  stets  (nnd  in  der 
iegtü  schief-)  symmetrisch  gegen  jene  Linie, 

(Anch  im  Eanme  gibt  es  schiefe  Symmetrie;  man  hat  nnr  die  Gerade  A 
rch  eine  Ebene  A  zn  ersetzen.) 


Eckes  des  Pot^gocs  nn&bhängig  Ton  einander  pro- 
gmeiknngeD  zu  Pioben  dienen. 

untersuchen,  ob  »  durch  ihre  Projec- 
unkte  als  Ecken  eines  Polygons  gelten 
:  in  einer  Elbene  liegen). 
I  durch  zwei  der  g^ebenen  Funkte  ein  Ge- 
inem  dritten  der  Punkte  Yerbindungslinien 
ren  Punkten,  und  sehe  zu,  ob  diese  Linien 
ungen)  sämmtlich  von  der  G  geschnitten 
;  diesB  der  Fall  (wobei  übrigens  auch  der 
et  der  G  als  Schnittpunkt  zu  zählen  wäre, 
m  die  gegebenen  Punkte  in  einer  Ebene. 

n  einem  Polygon  ABCD...  sind  drei 
,  (c,c')  auf  beide  Orundebenen,  die 
r  auf  die  eine  oder  die  andere  proji- 
i  fehlenden  Projectionen  finden. 

Aufgaben  der  Nr.  50  und  Nr.  46  zu  lOsen, 
nach  den  Andeutungen  der  Nt.  9ö. 
angenommen  werden,  die  H-Projection  des 
idig  gegeben.  Man  ziehe  die  Projectionen 
md  die  H-Frojection  bd  der  Diagonale  .BD, 
ACm  V  schneidet.  Aue  der  H-Projection  v 
le  man  die  zugehörige  V-Projectäonv'  (Nr.  44), 
nach  Nr.  44  die  V-Projection  d'  des  Ecks  D. 
rgeben  sich  die  V-Projeetionen  der  übrigen 
ir  Diagonalen  kann  man  auch  je  zwei  ver- 
«n,  wenn  ihr  Schnittpunkt  nicht  in  zu  grosse 
wird  man  z.  B.  den  Funkt  e'  erhalten,  wenn 
erlängert,  die  zmn  Schnitt  t  gehörige  V-Pro- 

zieht  und  auf  ihrer  Verlängerung  die  zu  e 

bestimmt. 

robea  fehlt  es  nicht.) 

Ünglich  die  unvollständig  g^ebenen  Ecken 
ie  HE,  theils  auf  die  VE  projicirt,  so  macht 
ing  keinen  wesentlichen  Unterschied. 
(egehenen  Ecken  A,  B,  C  aafeinandeifolgende 
Mier  nicht,  ist  gleichgiltig. 


I.  -«■»■: .  \ «  ■. 
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14L  Anfg.  Aus  projicirten  Ecken  eines  Polygons 
dieses  selbst  zu  zeichnen. 

Anfl.  Wären  beide  Projectionen  des  Polygons  schon  voll- 
ständig vorhanden,  so  könnte  man  dasselbe  in  Dreiecke  zerlegen, 
diese  aus  ihren  Seiten  construiren  (Nr.  67)  und  zusammensetzen. 
Hat  man  aber  nur  von  drei  Punkten  beide  Projectionen,  so  sind 
Ergänzungen,  wie  man  sie  nach  Nr.  140  erhalten  würde,  nicht 
nöthig.  Man  kann  aus  den  drei  vollständig  gegebenen  Ecken  die 
H-Spur  der  Polygonsebene  bestimmen  (Nr.  50)  und,  nachdem  mit 
dieser  Ebene  eines  jener  drei  Bestimmungsecken  nach  Nr.  63  um- 
geklappt worden  ist,  die  umgeklappten  Lagen  aller  andern  Ecken 
auf  folgende  Weise  finden. 

Angenommen,  das  Polygon  sei  ein  Fünfeck  ABCBE  und 
seine  H-Projection  vollständig  gegeben;  man  habe  die  H-Spur 
seiner  Ebene  durch  die  H-Spuren  P,  Q  der  unmittelbar  gegebenen 
Seiten  AB,  ÄE  erhalten,  dann  in  der  horizontalen  TJmklappung 
zuerst  die  Lage  Äi  des  Ecks  Ä  gesucht.  Da  die  Umklappungen  Bi 
und  El  in  ^1 P  und  Äi  Q  liegen  müssen,  erhält  man  sie  sogleich 
durch  Senkrechte  aus  b  und  e  auf  PQ.  Die  Eichtung  der  H-Pro- 
jection bc  führt  auf  die  H-Spur  B  der  BG]  in  RBi  muss  Ci 
liegen  u.  s.  f.  (Fallen  die  H-Spuren  einzelner  Polygonseiten  in 
zu  grosse  Entfernungen  oder  schneiden  die  H-Projectionen  solcher 
Seiten  die  PQ  unter  sehr  spitzen  Winkeln,  so  ersetzt  man  die 
Seiten  durch  Diagonalen,  welche  zugleich  in  andern  Fällen  zur 
Controle  der  genauen  Arbeit  dienen.) 

Wenn  keine  der  Projectionen  vollständig  vorliegt,  ist  es  beim 
Fünfeck  gleichgiltig,  in  welche  Grundebene  seine  Ebene  umge- 
klappt wird.  Es  seien  die  Ecken  ÄBE  wieder  auf  beiden  G-Ebenen, 
C  auf  der  HE,  D  auf  der  VE  projicirt.  Bei  Wahl'der  hori- 
zontalen Umklappung  ergeben  sich  Äi^  Bi,  E^  Ci  wie  vorhin. 
Bestinmit  man  dann  in  der  PQ  die  H-Spuren  von  zweien  der 
drei  Geraden  J.D,  BD,  ED  mittels  der  verticalen  Projectionen 
beider  Geraden,  so  erhält  man  sofort  die  umgeklappten  Lagen 
dieser  Geraden  und  als  ihren  Schnitt  den  Punkt  Di .  (Hätte  das 
Polygon  mehr  als  fünf  Ecken,  so  wird  man  aus  ersichtlichen 
Gründen  die  Umklappung  in  diejenige  GE  wählen,  auf  welcher 
eine  Mehrzahl  der  unvollständig  gegebenen  Ecken  projicirt  ist.) 
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mgeklappte  Polygon  in  unbequeme  Entfernung  Ton  der  E-Spor 
Uen  (wae  sich  meist  schon  vor  der  Bestinminng  dieser  Spur 
t),  so  zeichnet  man  eine  in  der  Ebene  des  Polygons  liegende 
e  nnd  lOst  fQi  jeden  Eckpunkt  die  Aufgabe  der  Nr.  66  (d.  h. 
HE  durch  parallele  Terschiobang  in  eine  passendere  Stellung 
iD  dem  nenen  Gnuidschnitt  den  alten  bei.    Ve^l.  Nr.  123.) 

fg.  In  einer  Ebene,  welche  PO  zur  H-Spnr 
;en  die  H-Ebene  unter  dem  Winkel  a  geneigt 
n  Polygon  ABC...  so,  dasB  es  nach  horizon- 
ippung  der  Ebene  in  der  Lage^iBiCi...  er- 
an  verlangt  die  Projectionen  desselben  für 
gliche  Stellung  der  Ebene. 
lan  legt  eine  neue  VE  senkrecht  zu  OP,  projicirt 
?olygon,  bestimmt  mittels  dieser  V-Projection  die 
1  und  H-Distanzen  der  Ecken  und  geht  dann  auf 
che  VE  zurück. 

>7  ist  angenommen,  ein  Eck  Ä  des  Polygons  liege 
ir  seiner  Ebene,  so  dass  4i  Qiit  ^  identisch  ist. 
neue  Grundschnitt,  so  projicirt  sich  in  diesen  das 
Polygon  {z.  B.  das  Eck  Ci  nach  c'),  und  nach  Zu- 

der  Ebene  ABC  fallen  die  V-Projectionen  sämmt- 
in  die  Gerade  Ac',  welche  (als  Spur  der  ABC  auf 
5)  mit  ÄQ  den  Winkel  «  einschliesst.  Während 
lg  beschreibt  der  Punkt  d  einen  mit  der  (neuen) 
I  Kreisbogen,  welcher  zum  Halbmesser  die  auf  OP 
P  hat  und  dessen  V-Projection  also  der  mit  Ac' 
ßogm  cV  ist.  während  die  H-Projection  in  CiF 
ist  c"  die  Projection  von  C  auf  der  V-Ebene  J.  Q ;  die 
;  ergibt  sich  nach  Nr.  44  und  die  zugehörige  V-Pro- 
r  ursprünglichen  V-Ebene  nach  Nr.  125.  Eben 
an  mit  den  Übrigen  Ecken  und  zeichnet  durch  Ver- 
erhaltenen Punkte  die  Projectionen  des  Polygons. 

V-Ebene  A  Q  durch  ein  Eck  A  gelegt,  wie  in  der 
nmen,  so  erspart  man  für  dieses  Eck  das  Ziehen 
an  auf  AQ.) 

Die  Aufgabe  kann  dahin  abgeändert  werden,  dass 
I  nicht  bekannt,  aber  fOr  einen  Eckpunkt  C     e 
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Polygons  die  Entfernung  seiner  H-Projection  c  von  der  Spur  OP 
gegeben  ist,  oder  auch  seine  H-Distanz  Cc.  In  beiden  Fällen 
findet  man  zunächst  die  Projectionen  von  (7,  hierauf  (unter  Be- 
nützung der  H-Spur  von  GB)  die  beiden  Projectionen  der  CB^ 
dann  (mittels  des  Lothes  aus  Bi  auf  OP)  die  H-Projection  h 
des  Ecks  B,  also  auch  die  V-Projection  b\  Andere  Ecken  des 
Polygons  werden  behandelt  wie  B. 

143.  Uebungsaufj^aben. 

1)  Man  soll  von  einem  Polygon,  welches  wie  in  Nr.  140  be- 
stimmt ist,  die  wahre  Gestalt  und  Grösse  dadurch  finden,  dass 
man  seine  Ebene  zu  einer  neuen  Grundebene  werden  lässt.  (Vgl. 
Nr.  131.) 

2)  In  einer  gegebenen  Ebene  ist  ein  bekanntes  Polygon  so 
enthalten,  dass  die  H-Projection  ab  einer  bestimmten  Seite  AB 
eine  gegebene  Bichtung  und  die  H-Projection  eines  dieser  Seite 
entsprechenden  Ecks  Ä  eine  gegebene  Lage  a  hat;  zugleich  ist 
bestimmt,  auf  welche  Seite  von  ab  die  H-Projection  eines  andern 
Ecks  C  fällt.    Man  soll  die  Projectionen  des  Polygons  zeichnen. 

3)  Für  jedes  Eck  eines  in  einer  gegebenen  Ebene  liegenden 
Polygons  kennt  man  die  Entfernungen  von  den  Spuren  der  Ebene; 
man  soll  das  Polygon  projiciren.  (Dabei  sei  vorausgesetzt,  dass 
das  Polygon  ganz  oberhalb  der  HE  und  vor  der  VE  liege.) 

144.  Attfg«  Die  Projectionen  eines  Dreiecks  ABC 
sind  gegeben.  Nachdem  das  Dreieck  in  seinem*  wahren 
Gestalt  gezeichnet  worden  ist,  wird  dasselbe  zu  einem 
grössern  Polygon  (z.  B.  dem  Fünfeck  ABGBE)  ergänzt, 
und  es  sollen  nun  auch  die  Projectionen  in  entsprechen- 
der Weise  ergänzt  werden. 

Aufl.  Durch  Umklappung  der  Dreiecksebene  würde  die  Auf- 
gabe auf  die  in  Nr.  142  zurückkommen.  Es  soll  aber  angenommen 
werden,  diese  TJmklappung  sei  (wegen  Mangels  an  Kaum)  nicht 
gut  ausfahrbar  und  das  wahre  Dreieck  ABC  sei  aus  seinen  drei 
Seiten  auf  einem  Nebenblatte  construirt  worden,  auf  welches 
man  sich  auch  mit  den  weiteren  Constructionen  angewiesen  sieht. 
Unter  diesen  Umständen  bietet  sich  folgende  Lösung  dar.  Fig.  so. 

Zieht  man  von  B  nach  einem  andern  Eck  D  eine  Diagonale, 
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ehneidet,  so  wird  man  die  H-Projectioii  v 
wenn  man  ac  in  v  so  tbeÜt,  dass 
e  =  AV:rC  (Nr.  28); 
ction  v'  folgt  ans  Nr.  44.    Nachdem  die 
er  lüchtm^  nach  gezogen  sind,  setzt  man 

an,  daes 
iv.vb  =  DViVB; 

etion  von  B,  und  die  V-Projection  d'  folgt 
)e  Weise  gelangt  man  zu  den  Projectionen 
übrigen  Ecken,  wenn  deren  mehr  als  fänf 
gon  vorkommen). 

I-Projection  o&ceinesDreiecksABC, 
r  Winkel  an  J.  und  £  und  ein  Punkt 
sind  gegeben.  Man  soll  die  Lage 
n. 

,n  für  den  gegebenen  Punkt  ein  Eck  c  der 
t  jener  Punkt  eine  andere  Lage,  so  handelt 
*araUelverschiebm^  der  Ebene  ABC. 
•  den  besondem  Fall,  dass  abc  und  ÄSC 
äind,  nämlich  c  =  Bund zugleich j4-H-B=R 

Pinkel  sich  mir  dann  wieder  als  rechter 
:,  wenn  einer  seiner  Schenkel  der  Grund- 
87,  Zns.)  oder  in  ihr  li^,  so  mnss  eine 
,  OB  mit  ihrer  Projection  zusammenfallen. 
iese  Katbete  die  Dreieckaebene  in  die  HÜ 
die  andere  Kathete  über  ihre  Projection 
■  Gegenwinkel  grösser  sein  als  seine  Pro- 
fi, so  gebt  die  Dreiecksebene  durch  cb, 
'  Für  den  ersteren  Fall  stellt  cA  die 
V.Aca  die  H-Neigung  der  Dreiecksebeno 
diese  Neigung  ans  dem  rechtwinkeligen 
a,thete  ea  unmittelbar  gegeben  und  dessen 
.  zu  erhalten  ist. 

n  eelbst  Ä^a. 


-     113     -  Nr-: 

Die  verlai^te  Ebene  ist  hiedurch  bestimmt;  doch  kami  sie 

Izvei  Lagen  amiehmen,  sofern  man  sich  den  Funkt  A  oberhalb 
oder  noterbalb  der  HE  denken  kann. 
U.  Allgemeine  Auflösung. 

Denkt  man  sich  irgend  zwei  in  v,  w  projicirto  Punkte  der 
GH'aden  AB  mit  c  verbunden,  so  kann  man  leicht  die  Gestalt 
des  Dreiecks  VcW  (d.  h.  ein  ihm  ahnliches  Dreieck)  erhalten. 
Uacht  man  nämlich 

W.baj^A,        W.  067  =  5, 
so  dass  Aayb  die  Gestalt  des  Dreiecks  ÄBc  hat,  so  zeigt  /Svyw 
die  Gestalt  des  in  vcic  projicirten  Dreiecks;  denn  die  Verhältnisse 
der  Strecken  zwischen  den  Funkten  A^  S,  V,  W  stimmen  mit 
den  Verhältnissen  der  projicirten  Strecken  Qberein  (Nr.  28). 

Nimmt  man  nun  (mittels  einer  sehr  einfachen  Construction) 
die  Funkte  v,  w  so,  dass  die  Winkel  vcw  und  vyw  rechte  wer- 
den, BO  ist  die  Auflösung  auf  den  zuvor  betrachteten  PaU  (I) 
zorflc^efährt. 

(In  Fig.  51  ist  W.  ywv  >  W.  cviv,  daher  ist  cw  Spur  und  cV 
BOschimgslinie  für  die  Ebene  Fe  W  oder  AcB.) 

Der  Kreia,  welcher  auf  die  zni  LosQng  eifoideilichen  Punkte  v,  u>  fährt, 
igt  immer  möglich,  deo  F&U  ansgeDommen,  wenn  fcA-db;  denn  dann  läoft 
iiB  lIitt«nloth  mo  der  ey,  welches  in  ab  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises  an- 
geben soll,  mit  ah  parallel.  In  diesem  Falle  bedarf  man  abei  anch  der 
Ponkte  v  nnd  10  nicht.  Denn  es  ist  wieder  any  die  Qestalt  des  in  anc 
pcgicirten  Dreiecks  ANe,  welches  die  cN  vom  Dreieck  ABc  abschneidet; 
mid  da  die  Ptojection  des  rechten  Winkels  an  N  eben&lls  ein  rechter  ist, 
■0  ist  die  Spar  der  Ebene  ASc  entweder  en  (wenn  cn'^ny)  wA  ihre 
H-Neigung  ergibt  sich  dnrch  Vei^leichni^  der  Langen  nA  nnd  wo;  oder 
I  die  Spar  ist  parallel  mit  na  (wenn  cn<iny)  tmd  die  H-Neignng  findet  man 
I      US  tN(=nj)  nnd  c«.* 

Ist,  neben  cyJ^ab,  zugleich  jn  =  nc,  so  würde  der  Kreis  (nnd  abo 
uch  das  Pnnktpaar  o,  w)  nnendUch  viele  Lagen  annehmen  können.    Man 
hat  aber  in  diesem  Falle  keine  Constniction  nothig;  denn  ea  ist  dann 
I  Ai&y^A«^ 

I        k)  anch  ^ABe& C\<^^''' 

I        .K  die  gesuchte  Ebene  des  Dreiecks  Mit  mit  der  HE  zusammen. 

*  Von  den  Punkten  v,  w  WM  der  eine  in  n,  der  andere  in  anendliche 
Intfeinnng,  indem  an  die  Stelle  des  Kreises  die  durch  c  nnd  y  gehende 
•nde  tritt 

Onglei,  deiorlpt  Oeometrie.    i.  Anll.  8 


146.  Uebnngsanfgaben. 

1)  Ggb.:  die  Gestalt  und  Grösse  eines  Dreiecks  ABC,  die 
Gestalt  seiner  H-Projection ,  die  V-Projection  eines  Ecks  A  und 
die  Eiehtung  in  welciie  die  H-Projection  der  Seite  AB  fällt. 
Ges.:  die  vollständ^en  Projectionen  des  Dreiecks. 

2)  Für  ein  bekanntes  Parallelogramm  eine  Lage  zu  finden, 

'  '     uf  die  HE  als  ein  Quadrat  projicirt. 

,  Der  FläclieDinhalt  der  Projection 
ird  gefunden,  wenn  man  den  Elächen- 
Polygons  mit  dem  Cosinus  der  Grund- 
Ebene  multiplicirt. 


Jon  ein  Dreieck  ABC,  dessen  eine  Seite  AB 
so  projicirt  sich  diese  Seite  in  wahrer  Grösse, 
laher  als  Basis,  so  verhält  sich  das  Dreieck 
wie  seine  Höhe  H  zur  Höhe  Ä  dieser  Pro- 
;h  in  die  Augen  fällt,  dass  h  die  Projection 
aun  die  Spur  der  Dreiecksebene  der  Seite  AJB 
jcnkrecht  ist,  so  ist 

=  co8a  (Nr.  79,  Zus.  1), 

'\ahc=lsABC.c6sa. 

gegebenes  Dreieck  F  lässt  sich  durch  eine 
B  Gerade  m  zwei  Dreiecke  Di,  Da  zerlegen. 

(wenn  f,di,ds  die  Projectionen  von  F,  Di ,  Da 

dl  =  Dl  cos« 

d^  —  D^COSa 
1  +  Äa  =  (Dl  +  Da)  cos  « 

f  =  F.cosa. 
I  Polygon  P  lässt  sich  in  Dreiecke  Fi,Fz,Fsy... 

.fi,fa, die  Projectionen  des  Polygons  und 

man  (nach  □): 
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/i  =  Fl  cos  a 
/2  =  F2  cos  a 
/s  =  JP3  cos  a 

also  ^1  -4-  A  +  A  4- . . .  =  ( JPi  +  i^2  -+-  i^s  +  . .  • )  cös  a 

oder  p  =  Pcosa, 

Zusatz.  Ist  eine  ebene  Figur  ganz  oder  theilweise  von  einer  krummen 
Linie  umschlossen,  so  kann  man  letztere  in  so  kleine  und  flache  Bogen  zer- 
l^n,  dass  die  Summe  der  Segmente,  welche  durch  die  Sehnen  dieser  BOgen 
abgeschnitten  werden,  gegen  den  Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  nicht  mehr 
in  Betracht  kommt.  Demnach  muss  der  obige  Lehrsatz  auch  für  eine  solche 
Mgar  gelten,  d.  h.  man  kann  ihn  in  allgemeinster  Form  so  ausdrücken,  dass 
statt  , Polygon*  gesagt  wird  »eine  irgendwie  umgrenzte  ebene  Figur". 

B.  Polyeder-Projeotionen, 

148.  Die  Projectionen  eines  Polyeders  lassen  sich  zeichnen, 
wenn  man  die  Projectionen  jedes  einzelnen  Ecks  kennt  und  zu- 
gleich weiss  ^  "wie  die  Ecken  paarweise  (als  Endpunkte  je  einer 
Kante)  zusammengehören.  Das  Auffinden  der  Eckenprojectionen 
wird  um  so  schwieriger,  je  complicirter  die  geometrische  Definition 
des  Polyeders  ist,  kann  jedoch  in  vielen  Fällen  erleichtert  werden 
durch  eine  schickliche  Annahme  des  Grundsystems.  Sind  einmal 
die  Projectionen  der  Ecken  bekannt,  so  findet  man  die  wahre 
Gestalt  einer  Seitenfläche  am  besten  durch  Zerlegung  in  Dreiecke 
(unter  Anwendung  von  Nr.  67, 11),  die  Grösse  eines  Winkels*  nach 
Nr.  102  (oder,  wenn  die  Winkel  zwischen  den  Kanten  schon  zuvor 
bekannt  sind,  nach  Nr.  109). 

Das  einzige  Polyeder,  für  dessen  Ecken  die  Projectionen  will- 
kürlich angenommen  werden  dürfen,  ist  eine  dreiseitige  Pyramide 
(ein  allgemeines  Tetraeder). 

Um  das  „Netz"  eines  Polyeders  zu  zeichnen,  construirt  man 
sänuntliche  Seitenflächen  und  legt  sie  mit  entsprechenden  Kanten 
in  einer  Ebene  aneinander.  (In  manchen  Fällen  lässt  sich  das 
Netz  schon  vor  den  Projectionen  herstellen  und  dann,  bei  passen- 

*  Der  Winkel  eines  Polyeders  ist  die  Neigung  zwischen  den  Ebenen 
zweier  benachbarten  (d.  h.  in  einer  Kante  zusammenhängenden)  Seiten^  und 
muss  wohl  unterschieden  werden  von  dem  Winkel  einer  Polyederseite 
(der  Neigung  zwischen  benachbarten  Kanten). 

8* 


m     - 
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der  Lage  des  Grundsystems ,  für  die  Auffindimg  der  Eckenpro- 
jectionen  benützen.) 

149.  Insofern  die  Projection  eines  Körpers  immer  ein  klares 
Bild  desselben  hervorrufen  soll,  kann  man  der  Anschauung  auf 
eine  wirksame  Weise  dadurch  zu  HlUfe  konmaen,  dass  man  in  der 
Zeichnung  diejenigen  Kanten,  welche  dem  Auge  unmittelbar  sichtbar 
wären,  vo^  jenen  unterscheidet,  welche  erst  durch  die  Seitenflächen 
hindurch  gesehen  werden  müssten,  wenn  nämlich  für  jeden  ein- 
zelnen Punkt  das  Auge  in  der  Eichtung  seines  projicirenden  Lothes 
gedacht  wird,  und  zwar  in  einer  Entfernung  von  der  Grundebene, 
welche  die  Distanz  des  am  weitesten  von  letzterer  abstehenden 
Ecks  übertrifft.  Die  Projectionen  solcher  Kanten,  welche  durch 
Seitenflächen  verdeckt  sind,  werden  punktirt  angegeben.  (Diese 
punktirten  Kanten  dürfen  aber  nicht  mit  solchen  Projectionen 
verwechselt  werden,  welche  ihrer  Lage  auf  der  hintern  HE  oder 
untern  HE  wegen  punktirt  gezeichnet  sind.) 

160.  Zur  Lösung  der  Aufgabe:  ein  Polyeder  in  gegebener 
Stellung  gegen  das  Grundsystem  zu  projiciren,  sind 
zweierlei  Bestimmungsstücke  erforderlich;  nämlich  1)  diejenigen 
Stücke,  durch  welche  das  Polyeder  an  sich  bestimmt  wird,  und 
2)  die  nöthigen  Angaben,  aus  denen  seine  Stellung  zu  den  Grund- 
ebenen erhellt.  Hiemach  kann  man  die  Auflösung  selbst  in  zwei 
Theile  trennen,  indem  man  den  Körper  zunächst  mittels  der 
erstem  Bestimmungsstücke  auf  ein  beliebiges,  möglichst  bequem 
gewähltes  Grundsystem  projicirt,  und  ihn  dann  erst  in  die  vor- 
geschriebene Stellung  gegen  das  gegebene  System  bringt,  wozu 
später  (Nr.  172)  die  Mittel  an  die  Hand  gegeben  werden  sollen. 

In  den  nachfolgenden  Beispielen  ist  die  Wahl  des  Gmnd- 
systems  freigegeben.  Auch  soll  für  den  darzustellenden  Körper 
nur  die  H-Projection  sammt  den  H-Distanzen  der  einzelnen  Ecken 
gesucht  werden;  die  Projection  auf  einer  beliebigen  VE  lässt  sich 
dann  leicht  (Nr.  43)  nachbringen. 

161.  Anfg.  Drei  von  demselben  Eck  ausgehende 
Kanten  AB^  ÄC,  AD  eines  Parallelepipeds  sind  gegeben 
und  die  drei  Winkel  zwischen  ihnen.  Man  soll  das  Pa- 
rallelepiped  projiciren. 
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Anfl.  Man  wShle  die  Elbene  zweier  gegebenen  Kanten  AB,  AC 
mt  HE,  lege  in  ihr  die  drei  Winkel  aneinander,  und  sei 
den  Schenkeln  die  Stücke  AB,  AC,  ADi  =  AD,.  =  AD 
den  dann  die  Ehenen  BABi  und  CAB„  um  AB  ant 
dreht,  bis  ABi  mit  AB,,  in  AB  zusammenfällt,  so  ei 
die  Frojection  d  des  Ecks  D  als  Schnitt  der  beiden  Sei 
welche  man  von  i),  und  D„  auf  AB  und  AC  iällt. 
jectionen  der  übrigeD  Kanten  kann  man  si^leich  zeichne 
den  Linien  AB,  AC,  Ad  gleich  und  parallel  sind. 

Die  7ier  nicht  in  der  HE  liegenden  Ecken  haba 
H-Distanz  Bd,  welche  man  als  Kathete  eines  recht* 
Breiecks  erhält,  zti  dessen  beiden  andern  Seiten  entr 
und  ADi^,  oder  vd  und  vBi  (oder  auch  die  beiden  S 
J)„d)  genommen  werden. 

£a  Terstelit  sich,  daas  man,  sobald  dei  OmndBchnitt  gew&] 
solchts  Dreieck  immer  sogleich  an  pasaendater  Stelle  constn 
Mch  die  V-Projeciäon  des  betreffenden  Pnnkt^a  nnmittelbar  ergibt, 
abo  die  dnrcb  die  H-Projection  senkrecht  znm  Gmndschiiitt  gezog 
mit  der  Hypotenuse  von  einem  Ponkt  ans  dnrchBchntiden,  welcher 
schnitt  um  die  bekannte  Eathete  von  jener  Geraden  entfernt  lieg 

Die  Herstellnng  des  Netzes  ergibt  sich  leicht. 

152.  Anfg.  Eine  Pyramide  zu  projiciren,  Wi 
Basis  ABC...,  die  an  AB  liegende  Seite  und  der  "V 
dieser  Seite  ge^en  die  Basis  gegeben  sind. 

Aufl.   Nimmt  man  die  Ebene  der  Basis  als  HE 

stroirt  über  .45  die  gegebene  Seite  in  Umklappung,  sc 

H-Projection  s  der  Spitze  S  in  die  auf  AB  senkrechte 

ihre  Lf^e  ist  bestinunt ,  sobald  man  die  Entfernung  i 

Um  diese  zu  finden,  construirt  man  das  Dreieck  Ssv 

Hypotenuse  S^v  und  dem  an  rs  liegenden  Winkel  y) 

dann  zi^lelch  in  Ss  die  H-Distanz  der  Spitze  S  Heferl 

(Das  Netz  der  Pjramide  eihftlt  man  am  leichteaten  dnich  X 

lei  Bbrigen  Seiten,  wobei  man  eine  T-Projection  nicht  braucht.) 

Znsatz.    W&ren  (ansser  der  Basis)  statt  der  Seiteufiilche  . 

<lu  Vinkeb  f  bgend  drei  za  bestimmten  Ecken  der  Basis  gehöi 

kanten  gegeben,  so  würde  man   die  H-Projeotion  der  Spitze  an 

^ppnngen  von  zweien  der  drei  Dreiecke  finden,  welche  durch 

wd  je  zwei  jener  Ecken  bestimmt  sind ;  die  E-Diatanz  Bhnlicb  wie 
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luiB  nicht  schon  sIb  fertig  gezeichnete«  n-Eck  vor,  so  bntitcht 
loDstrnction  2n— 3  gegebene  Stücke  {z.  B.  die  n  Seiten  und 
inem  Eck  an^henden  Diagonalen),  ttm  die  Lage  der  Spitze 
:  zn  beatimmen,  siod  drei  Angaben  erforderlich  (z.  B.  drei 
ie  zoletzt;  oder  die  Stficke  ASi,  BSi,  9,  wie  zaeiat).  Folg- 
«■seitige  Pyramide  dnrch  2n  Bestimnmngastöoke 

It  fflr  ein  M-Beitiges  Priama,  da  ein  solches  bestimmt 
(  auBset  der  Baaia  einen  der  nicht  zn  ihr  gehörigen  Eck- 


tg.  Eine  schief  abgestumpfte  Pyramide  zu 
wenn  gegeben  ist  ihre  Basis  ABCD,  die 
jende  Seite  ABFE,  und  von  der  an  AD 
leite  ABBE  die  Winkel  «  und  e  hei  A  und  E. 
lIs  HE  gelte  die  Ebene  der  Basis, 
atruire  Über  AB  die.  Umklappung  ABF^Ei  der 
ma«he    W.  DAE„  =  a,  AE„=AEi 

'W.ÄE„R„^e,  EieJ^AB,  E.fiJ^AI), 
1  die  Projection  e  von  E,  die  H-Spur  P  von  FE, 
\  von  EH,  also  auch  die  Sichtungen  Be  und  Qe 
rtäonen  von  EF  unA  EH.  FäUt  man  FifJ.AB, 
liese  die  verlängerte  Fe  in  der  Projection  f  von  F. 
iantenprojectionen  Ae  und  Bf  findet  man  die  Pro- 
Spitze  der  ergänzten  Pyramide,  und  mit  Hülfe  dieses 
Bichtungen  sC,  sD  fär  die  Projectionen  der  Kanten 
Der  Schnitt  k  von  Bs  und  Qe  ist  die  Projection 
Nun  bleibt  nur  noch  das  Eck  G  zu  suchen  übrig, 
Schnitt  der  Ebene  EFH  mit  der  Kante  CS  ist. 
Ebene  EFH  ist  jp^;  die  Ebene  selbst  wird  durch 
'S  nach  einer  Geraden  geschnitten,  welche  durch  H 
I  Spur  in  R  hat,  also  nach  Eh  sich  projicirt,  und 
B  Bh  schneidet  die  Cs  in  der  Projection  g  des  ge- 
kg  und  gf  sind  die  Projectionen  der  noch  übrigen 
>,  BC  and  fg  müssen  in  einem  Punkte  T  zusam- 
)nn  T  ist  die  Spur  der  Geraden  FG,  nach  welcher 
en  B  CS  und  EFGH  schneiden.) 
[stanz  Ee  des  Ecks  E  ergibt  sich,  wenn  man  das 
oder  das  Dreieck  Eev  constmirt.    Hat  man  mit 
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ihrer  Hülfe  den  Punkt  E  auf  eine  beliebige  VE  projicirt,  so  er- 
hält man  leicht  die  V-Projectionen  der  Linien  PEF  und  QE, 
also  auch  der  Punkte  F  und  K  Die  V-Projection  des  Punktes  G 
kann  man-  nach  Nr.  140  suchen,  oder  mit  Hülfe  der  V-Projection 
von  CS. 

(Für  die  ausgeführte  V-Projection  des  Körpers  ergeben  sich  mehrere 
Genanigkeitsproben,  deren  An&ählnng  überflüssig  scheint.) 

Zusatz.  Das  Netz  des  Körpers  kann  man  entwerfen,  ehe 
man  noch  die  V-Projection  bestimmt  hat.  Die  Seiten  AB  CD 
und  AB  Fl  El  sind  unmittelbar  gegeben.  In  der  umgeklappten 
Seite  ADH„E„  fehlt  nur  noch  der  Punkt  H,,^  den  man  aber 
findet,  wenn  man  hH±.AB  fällt.  Um  die  Umklappung  der 
Seite  GBHG  zu  erhalten,  fange  man  mit  dem  Punkt  H  an, 
der  sich  in  eine  aus  h  auf  CD  gefällte  Senkrechte  so  umklappt, 
dass  seine  Lage  J3i  von  B  die  Entfernung  BH,,  hat;  dann  ist 
BHi  die  Richtung  der  umgeklappten  Seite  JJö,  und  die  Um- 
Uappung  von  G  ist  der  Schnitt  der  RHi  mit  der  Senkrechten 
auf  CB  aus  g.  Dadurch  ist  die  Länge  der  Kante  CG  gefunden, 
welche  man  nun  benützen  kann,  um  die  Lage  G„  des  Punktes  G 
in  der  Umklappung  von  BCGF  zu  erhalten,  indem  man  aus  C 
mit  der  Länge  CG  eine  von  g  auf  BC  gefeilte  Senkrechte  durch- 
schneidet. Mittels  einer  Senkrechten  auf  SC  aus  f  und  der 
Länge  BFi  findet  man  ebenso  die  Lage  F„  des  Punktes  F  in 
dieser  Umklappung.  (Bei  genauer  Zeichnung  geht  die  verlängerte 
Ff,  G„  durch  T.)  —  Endlich  hat  man  noch  das  Viereck  EFGH 
zu  zeichnen,  von  welchem  vorläufig  die  vier  Seiten  bekannt  sind. 
Zieht  man  durch  g  eine  Parallele  mit  der  Spur  P^,  bis  eine 
projicirte  Seite  ef  m  i  geschnitten  wird,  so  ist  gi  die  wahre 
Länge  der  in  der  Ebene  des  Vierecks  gezogenen  Linie  GJ,  Die 
Lage  Ji  des  Punkts  J  in  der  Umklappung  JPiJBi  ergibt  sich 
mit  Hülfe  der  auf  ^B  senkrechten  i  Ji.  Wenn  man  nun  über 
Fie/i  mit  den  Längen  FG  und  gi  ein  Dreieck  beschreibt,  so  er- 
hält man  am  Punkte  Fi  den  Winkel  EFG  und  kann  eine  dem 
Viereck  EFGH  congruente  Figur  über  Ei  Fi  leicht  vollenden. 

154.  Aufg.  An  einem  Dreikant,  dessen  Seiten  be- 
kanntsind, wird  jede  Kante  in  gegebener  Entfernung 
von  der  Spitze  durch  eine  Ebene  senkrecht  geschnitten, 
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und  zwar  haben  diese  Entfernungen  solche  Verhält- 
nisse zueinander,  dassder  gemeinschaftliche  Punkt 
der  drei  Schnitt  ebenen  innerhalb  des  Dreikants  liegt. 
Man  soll  den  Körper,  der  von  den  sechs  vorhandenen 
Ebenen  begrenzt  wird,  projiciren  und  sein  Netz  ent- 
werfen. 

Anfl.  Die  Seiten  des  Körpers  sind  sechs  Vierecke,  deren 
jedes  zwei  rechte  Winkel  einander  gegenüber  enthält.  Das  durch 
die  Schnittebene  eingeschlossene  Dreikant  ist  das  Supplementar- 
dreikant  des  gegebenen  (vgl.  Nr.  107). 

Fig.  56.  Wählt  man  eine  Seite  ÄSB  des  gegebenen  Dreikants  zur  HE, 
klappt  in  diese  die  beiden  andern  Seiten  ÄSC  und  BSC  um,  trägt 
auf  den  Kanten  die  gegebenen  Entfernungen  SÄ,  SB,  SCi  =  SC,, 
ab,  und  errichtet  aus  J.,  JB,  Gi ,  C„  Senkrechte  auf  SÄ,  SB,  SGi ,  SC,, , 
so  werden  sich  drei  von  den  sechs  Vierecken  bilden,  die  den  Körper 
einschliessen  sollen.  Nun  drehe  man  die  umgeklappten  Seiten  ÄSGi 
und  BSC,  um  SÄ  und  SB  bis  sich  Ci  und  C„  in  C  vereinigen, 
bestimme  die  Projection  c  des  Ecks  C  und  die  Projection  Sc  der 
Kante  SC.  Die  Projectionen  d  und  e  der  Punkte  D  und  E  fallen 
in  die  Geraden  ÄF  und  BF,  und  bestimmen  sich  daher,  wenn 
man  die  Projectionen  der  Linien  CD  und  CF  zieht,  was  durch 
Verbindung  ihrer  Spuren  P  und  Q  mit  der  Projection  c  geschehen 
kann.*  Hiemit  ist  die  H-Projection  des  Körpers  schon  vollendet; 
denn  die  auf  SÄ  und  SB  senkrecht  stellenden  Seiten  projiciren 
sich  in  die  Geraden  ÄF  und  BF,  und  ihre  gemeinschaftliche 
Kante  FG  hat  zur  Projection  den  Punkt  F(g);  also  ist  egdc 
die  Projection  der  sechsten  (auf  SC  senkrechten)  Seite. 

Das  Netz  des  Körpers  ist  zur  Hälfte  bereits  vorhanden;  um 
es  zu  ergänzen,  hat  man  die  Seiten  ÄFGD,  BFOE  umzu- 
klappen und  an  eine  dieser  ümklappungen  die  Seite  EGDC  an- 
zufügen.   Das  Viereck  ÄFGD  ist  bei  F  und  D  rechtwinkelig; 


*  Liegt  eine  dieser  Spuren,  z.  B.  P,  in  unbequemer  Entfernung,  so  ziehe 
man  ACit  8 Di  und  Ac  (als  Projection  von  AC).  Ist  X  der  Schnittpunkt 
der  ACi  und  SDiy  so  findet  man  die  Projection  x,  welche  ihm  nach  der 
Zurückbewegung  der  Seite  SADiCi  entspricht,  als  Durchschnitt  der  Ac  und 
einer  aus  X  auf  SA  gefällten  Senkrechten.  Nun  zieht  man  8x  und  ver- 
längert sie  bis  an  AF,  wodurch  man  die  Projection  d  erhält. 
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seine  Umklappung  AFG„B„  wird  daher  gefunden,  wenn  man 
die  ümklappmig  D„  des  Punktes  D  sucht  (indem  man  die  auf 
Ai  senkrechte  dB,,  von  A  aus  mit  ABi  durchschneidet)  und 
FO„±AF,  B„G„JlAB„  zieht.  Aehnlich  kann  man  die  TJm- 
Happung  BF  Gl  El  des  Vierecks  BFGE  suchen  (und  dann  muss 
FQi=FG„  sein).  Das  letzte  Viereck  EiGiB^C^  des  Netzes  (wel- 
ches ^EGBGist)  muss  bei  Ei  und  Bs  rechtwinkelig  sein,  und  seine 
Seiten  haben  der  Eeihe  nach  die  Längen  Ei  Gi ,  B„G,n  A  Ci  ?  G„E„ ; 
man  kann  es  demnach  leicht  zeichnen  (und  hat  zugleich  eine  Ge- 
nanigkeitsprobe,  da  eine  Angabe  mehr  vorhanden  als  zu  seiner 
Construction  nöthig). 

Die  H-Distanzen  der  Punkte  D,  JEJ,  ö  sind  B„d^  Eie,  Gig; 
die  H-Distanz  des  Punkts  0  ist  aus  CiV  und  cv  zu  finden.* 

156.  Attfg.  Den  Körper  zu  projiciren,  welcher  sich 
bildet,  v^enn  man  durch  jed'e  Kante  eines  gegebenen 
Würfels  eine  Ebene  senkrecht  zur  entsprechenden  Dia- 
gonalebene legt. 

Anfl.  Je  vier  Ebenen,  welche  durch  die  Kanten  einer  und 

Flg.  56. 

derselben  Würfelseite  gehen,  müssen  sich  in  einem  Punkte  schnei- 
den, weil  sie  gegen  diese  Seite  einerlei  Neigung  haben,  und  die 
Projection  dieses  Punkts  auf  die  Würfelseite  fällt  in  den  Mittel- 
punkt derselben.  Legt  man  daher  die  HE  parallel  zu  den  Seiten 
AiA^A^A^  und  BiB^B^B^  des  Würfels,  so  dass  sich  dieser  als 
ein  Quadrat  projicirt,  so  geben  die  Diagonalen  des  Quadrats  die 
Projectionen  von  acht  Kanten  des  neuen  Körpers,  deren  vier  von 
den  Punkten  A  nach  dem  Punkte  C7,  und  vier  von  den  Punkten  B 
nach  0  gehen.  Indem  die  acht  Ebenen,  welche  zu  vieren  in  0 
nnd  U  zusammenkommen,  von  den  vier  durch  die  Würfelkanten 

ÄiBi^  A^B^^ geführten  Ebenen  geschnitten  werden,  entstehen 

die  übrigen  Kanten  des  neuen  Körpers,  an  Zahl  16,  und  von 
esen  müssen  sich  je  vier  in  eine  gerade  Linie  mm  projiciren, 
eil  die  Ebene,  in  welcher  sie  liegen,  vertical  steht.  Zugleich 
ildet  jede  solche  Gerade  mit  den  Kanten  des  Quadrats  aia2(hci'4, 


*  Ein  ans  dem  Netze  hergesteUtes  ModeU  des  EOrpers  kann  zur  Er- 
aterong  der  in  Nr.  107  angestellten  Betrachtungen  dienen. 
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gleiche  Winkel,  läuft  also  mit  einer  Diagonale  parallel.  (Sowie 
in  den  Punkten  0  und  U,  so  kommen  auch  in  jedem  der  Punkte  M 
vier  Kanten  zusammen.    Die  Punkte  M  haben  einerlei  H-Distanz.) 

Geht  die  HE  dureh  das  Eck  U  des  Körpers,  so  föUt  die 
V-Projection  w'  desselben  in  den  Grundschnitt,  und  die  H-Distanzen 
aller  übrigen  Ecken  lassen  sich  unmittelbar  auf  der  Geraden  mimg 
ablesen.  Denn  die  Projection  des  Körpers  auf  einer  zu  AiA^B^Bi 
parallelen  VE  ist  offenbar  der  H-Projection  congruent ;  denkt  man 
sich  daher  über  einem  zu  aya^  parallelen  Grundschnitt  die  als 
H-Projection  erhaltene  Figur  noch  einmal  gezeichnet,  und  zwar 
so,  dass  die  der  mim^  entsprechende  Linie  in  die  Verlängerung 
der  mims  fällt,  so  hat  man  die  V-Projection,  nur  dass  die  Be- 
zeichnung der  Punkte  in  dieser  zweiten  Figur  eine  andere  sein 
wird,  indem  z.  B.  an  die  Stelle  von  mi  der  Buchstabe  w'  und  an 
die  Stelle  von  mg  der  Buchstabe  &  tritt;  man  sieht  also,  dass 
die  Stücke  der  Linie  W1W3  (oder  u'&)  die  H-Distanzen  der  ver- 
schiedenen Ecken  in  folgender  Weise  angeben: 

ttiiv     zeigt  die  H-Distanz  der  Punkte    A 

^ö        „       „  „  „         „         Jf 

^hw?        »        „  .  „  „  B 

mimg      „       „  „         des  Punktes   0. 

f  Der  EOrper  hat  12  unter  sich  congmente  Seiten,  24  gleichlange 
Kanten,  14  Ecken.  An  den  8  Ecken  A  und  B,  welche  zugleich  dem  zu 
Grunde  liegenden  Würfel  angehören,  liegen  Dreikante,  an  den  übrigen  Ecken 
Vierkante.  Jede  Seite  ist  ein  Rhomhus,  welcher  als  eine  Diagonale  die 
Würfelkante  hat  und  dessen  zweite  Diagonale  der  Diagonale  der  Würfelseite 
gleich  ist.  Die  drei  Körperdiagonalen  zwischen  je  zwei  vierkantigen  Ecken 
sind  gleich  und  halbiren  sich  senkrecht  im  Mittelpunkte  des  Würfels.  Die 
vier  Diagonalen  zwischen  dreikantigen  Ecken  sind  ebenfalls  unter  sich  gleich 
und  halhiren  sich  gegenseitig  im  Mittelpunkte  des  Würfels.  (Man  nennt  den 
Körper  ein  Ehombendodekaeder.) 

Das  Netz  ist  leicht  zu  fertigen. 

156.  Zur  üebung. 

Die  Aufgabe  in  Nr.  153  werde  dahin  erweitert,  dass  die  ab- 
gestumpfte Pyramide  zur  Basis  statt  eines  Vierecks  ein  beliebiges 
Polygon  hat,  während  die  übrigen  Angaben  unverändert  bleiben. 


\ü^. 


^TiT;:'"'.      • 
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Begnläre  Polyeder. 

167.  Ein  Polyeder  heisst  regulär,  wenn  alle  seine  Seiten 
congraente  reguläre  Polygone  und  die  an  ihm  vorkommenden  Viel- 
hnte  sämmtiich  unter  sich  congruent  sind.  Mithin  sind  alle 
Kanten  und  alle  Winkel  eines  solchen  Polyeders  gleich.  —  Die 
Stereometrie  beweist,  dass  fünf  reguläre  Polyeder  (Tetraeder, 
Oktaeder,  Ikosaeder,  Hexaeder,  Dodekaeder)  wirklich  existiren,  und 
nur  diese.* 

Aufgaben. 

Die  fünf  regulären  Polyeder  bei  gegebener  Kante 
zuprojiciren,  wenn  sie  mit  einer  Seite  auf  der  HE  liegen. 

Das  Tetraeder. 

168.  Drei  Ecken  ^i,  J.2,  -4.3  bestimmen  in  der  HE  ein 
gleichseitiges  Dreieck,  dessen  Seite  die  Tetraederkante  ist.  Denkt  ^^'  ^'^' 
man  die  drei  andern  Dreiecke  aus  horizontaler  Umklappung  zurück- 
bewegt, so  bleiben  die  Projectionon  ihrer  Spitzen  in  den  Geraden, 
welche  die  Seiten  J.1J.2,  A^s?  Ä^Ai  senkrecht  halbiren;  nach 
Vereinigung  dieser  Spitzen  zum  vierten  Eck  des  Tetraeders  fällt 
daher  die  gemeinschaftliche  Projection  b  in  den  Vereinigungspunkt 

der  drei  Halbirungslinien ,  d.  h.  in  den  Mittelpunkt  des  Dreiecks 
AiÄ^Äs.**  Hiernach  ist  die  H-Projection  des  Tetraeders  leicht 
herzustellen. 


*  Man  pflegt  in  der  Stereometrie  anch  eine  Pyramide  oder  ein  Prisma 
ab  «regelmässig**  zu  bezeichnen ,  wenn  die  Basis  ein  reguläres  Polygon  ist 
und  die  Seitenkanten  beim  Prisma  senkrecht  auf  der  Basis  stehen,  bei  der 
Pyramide  nach  einem  Punkte  des  Loths  zusammenlaufen,  welches  aus  dem 
Mittelpunkt  der  Basis  auf  dieser  errichtet  wird.  Pyramiden  und  Prismen 
sollen  dann  nur  als  solche  regelmässig  heissen,  nicht  als  Polyeder  über- 
haupt. Begulär  im  letzteren  Sinne  ist  unter  den  Pyramiden  einzig  das 
Tetraeder,  unter  den  Prismen  einzig  der  Würfel. 

**  Einen  wirklichen  Mittelpunkt  (d.  h.  einen  Punkt,  welcher  jede  durch 
ibn  gelegte  und  vom  Umfang  der  Figur  begrenzte  Gerade  halbirt)  haben 
unter  den  regulären  Polygonen  nur  die  von  gerader  Seitenzahl;  er  fallt  mit 
äem  Mittelpunkt  des  ein-  und  des  umbeschriebenen  Kreises  zusammen.  Zur 
Abkürzung  aber  erlaubt  man  sich,  den  Mittelpunkt  dieser  Kreise  auch  bei 
gerader  Seitenzahl  eines  regulären  Polygons  als  Mittelpunkt  des  letztern 
p       zu  bezeichnen. 


^ä^ 
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Die  H-Distanz  des  Punkts  B  erhalt  man  aua  dem  recht- 

winteligen  Dreieck  AiBh,  oder  als  Kathete  eines  andern  Drei- 

ches  zur  zweiten  Kathete  die  Entfernung  J^i  der  Pro- 

TOQ  A\  A%   und  zur  Hypotenuse  die  Höhe  Az  t  der 

äeite  hat. 

nttet  K  die  Kante,  Ic  ihre  FiojectioD  auf  die  Ebene  A,  und  h  die 
'etraoders ,  so  tat  man  (wie  äch  leicht  ergibt)   die  Proportionen 

*S:Äa:S!ä  =  l:2;3. 
in  Winkel  des  Tetraeders  messende  LinieDwinkel  lie^  in  einem 
^n  Dreieck  {bvS),  dessen  eine  Kathete  ein  Drittel  der  Hjrpo- 
an  dieser  Kathete. 

Das  Hexaeder. 
Die  Herstellung  der  Projectionen  bei  der  hier  verlangten 
des  Würfels  (oder  auch  wenn  eine  Seite  parallel  zur 
rurde  schon  in  Nr.  155  als  keiner  Erläuterung  bedürftig 

Das  Oktaeder. 

Es  sei  ^1^.3^8  die  Seite,  mit  welcher  das  Oktaeder 
E  li^.     Denkt  man  sich  die  drei  benachbarten  Seiten 

Az  A%  Bi ,  Ag  Ai  B2  aus  ihrer  horizontalen  ümklappimg 
ufgerichtet,  dass  jede  mit  ^^i^^g  den  Winkel  des  Ok- 
inschliesst,  so  hat  man  im  Baume  die  Hälfte  der  Ok- 
ue  construirt,  und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  1)  die 
en  AiA^h^,  A^A^hi,  A^Aih^  jener  an  AyA^A^  liegen- 
1  unter  sich  congruent  sein  mü^en;  2)  dasa  jede  dieser 
en  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  ist;  und  3)  dass  die 
einerlei  H-Distanz  haben,  also  die  Ebene  BiB^Bg  der  HE 
it.  Die  zweite  Hälfte  des  Oktaeders  ist  der  ersten  eon- 
att  des  Dreiecks  A^A^As  tritt  hier  das  Dreieck  BiB^Bs 
m  dieses  schliesaen  sich  wieder  die  drei  Nachbardreiecke 

B^B^Ai,  B^BiAi  unter  dem  Winkel  des  Oktaeders 
achtet  man  daher  die  Ebene  BiB^Ba  als  horizonüde 
le ,  so  hat  man  fQr  die  Projection  ganz  denselben  Fall 
1;  und  da  sich  die  Projectionen  aus  der  Ebene  JBi^aBs 
rsprüngliche  HE  unverändert  übertragen,  so  sieht  man, 
Dreiecke  6,63^43,  fta^s-^it  ish-^2  den  Projectionen  der 
jIs  li^enden  Dreiecke  congruent  sind.     In  der  Figur 


■J 
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^[Ca^aciiJiBWa  siuu  daher  alle  Seiten  und  Winkel  gleich,  oder 
de  ist  ein  reguläres  Sechseck.  Die  H-Projection  des  Oktaeders 
lisst  sich  hiernach  sehr  leicht  zeichnen. 

Die  H-Distanz  der  Punkte  ^  ist  =  0,  Die  H-Distanz  der 
Funkte  B  kann  man  als  Kathete  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks 
finden,  welches  zur  Hypotenose  die  BSbe  Äiv  der  Oktaederseite 
und  zur  zweiten  Kathete  die  Projection  61«  dieser  Höhe  hat,  oder 
auch  aus  der  Sechsecksseite  und  der  Kantenlänge. 

t  Besieichnet  K  die  GröMe  der  Kante,  fc  (=  Aib^  ihre  Prejection,  h  den 
Abatand  paralleler  Seiten  {A  und  B),  so  findet  sich 

Der  Winkel  des  Oktaeders  eischeint  als  Änaaenwinkel  an  einem 
Rchtwinkligen  Dieieck  (&it)SJ,  dessen  entspiecb ende  Kathete  ein  Drittel  der 

fljpotennae  ist. 

Das  Dodekaeder. 
161.  Man  denke  sich  die  Oberfläche  des  in  Fig.  59  proji- 
drten  Dodekaeders  in  zwei  Hälften  zerlegt,  deren  untere  aus  dem  ' 
Fünfeck  AiA'i...Ai  und  den  fünf  angrenzenden  besteht,  deren 
andere  eben  so  durch  das  Fünfeck  BiB^...Bi  und  die  angrenzen- 
den gebildet  wird.  Beide  Hälfben  sind  coi^ment.  Betrachtet  man 
nmächst  blos  die  untere  Hälfte,  so  ist  leicht  zu  beweisen,  dass 
in  dem  Zehneck  %  04  v^...  alle  Seiten  gleiche  Länge  haben ,  die 
Winkel  0  unter  sich  gleich  sind,  und  eben  so  die  Winkel  u. 
ITmimt  man  die  obere  Hälfte  hinzu,  so  Mit  in  die  Augen,  dass 
die  Ebene  BiBaBg...  der  HE  parallel  ist;  denn  die  Punkte  0 
haben  einerlei  H-Dista,nz  und  zugleich  einerlei  Abstand  von  der 
Ebene  BiB%Bz ...;  daher  sind  die  Projectionen  beider  Hälften 
eoi^ruent,  oder  im  Zehneck  «1^04%...  sind  die  Winkel  0  den 
Winkehi  m  gleich,  d.  h.  das  Zehneck  ist  regulär.  Diese  Be- 
merkung leitet  femer  darauf,  dass  auch  das  dnrch  die  Punkte  A 
and  h  bestimmte  Zehneck  regulär  ist;  beide  Zehnecke  haben  einen 
eemeinsameQ  Mittelpunkt  c  und  liegen  so,  dass  die  Seiten  des 
nen  den  Seiten  des  andern  parallel  sind. 

Das  gleichschenkelige  Dreieck,  welches  eine  Seite  eines  regu- 
Jen  Fünfecks  mit  den  Rückverlängerungen  der  beiden  anstossen- 
en  Seiten  bildet,  hat  die  nämliche  Höhe  wie  das  Fünfeck; 
tn  diese  Verlängerungen  sind  zweien  Di^onalen  des  Fünfecks 
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1  also  mit  diesen  ein  ParaUelogramm  (und  zwar 
I.  Da  nun  die  Xantenprojectionen  og  b»  und  04  b^ 
niaufen,  so  wird  c«i  durch  6364  halbirt 

xyection  des  Körpers  wirklich  herzustellen,  beginne 
infeck  b,  mache  dann  cuiJ-bsb^  und  quj—qci 
)t  sieh  von  selbst. 

nz  Oo  der  Punkte  0  findet  man  als  Kathete 
en  Dreiecks,  dessen  andere  Seiten  OjV  und  vAi 
igt  der  Atjssenwinkel  dieses  Dreiecks,  welcher 
athete  gegenüber  liegt,  die  Grösse  des  Dodekaeder- 
Distanz  Uu  der  Punkte  U  ei^bt  sich  auf  ähn- 
els  der  Linien  AiUi  und  AiÄ^  oder  der  Linien 
die  Punkte  U  von  der  Ebene  B^JB^B^...  die- 
haben  wie  die  Punkte  0  Ton  der  HE,  so  ist 
■Distanz  der  Punkte  B. 

^etrachtang  der  B-Projection  föhrt  auf  mehiere  bemerken»- 
n  derselben. 

if  Eantenpiojectiotien  ob  nach  dem  nämlichen  Punkt  e  zu- 
ttssen  anch  die  VerläDgerongen  der  wirklichen  Kanten  OB 
kte  schneiden,  der  sieb  nach  c  projicirt;  sie  stellen  die 
(regelmässigen)  Pyramide  tot,  deren  Basis  das  Ftinfeck  S 
:r  aach  eines  der  gegen  die  SG  geneigten  Fünfecke  als 
Pyramide  betrachten,  und  desshalb  sind  z.  B.  die  fünf 
welche  durch  die  Ecken  des  Fünfecks  by  b^  "4  geben 
Fünfecks  zn  sein),  nach  einem  Funkte  gerichtet. 
I  parallelen  Diagonalen  V\U^,  O^O-y,  S3B5,  -A^-A^  pro- 
er Grösse  und  ihre  Projectionen  werden  sämmtlich  durch 
iit;  deninach  li^i^n  die  Tier  Punkte  Uj,  &g,  Aj,,  02  in  ge- 
;cmein'.  anf  jede  Diagonale  des  äussern  Zehnecks, 
:en  überspringt,  fällt  eine  Seite  des  innern 

die  Winkel ,  in  welche  W.  03  uy  04  dnrch  die  Linien 
egt  wird,  als  Peripberiewinkel  des  nm  das  äussere  Zehneck 
IS  auffasst,  so  erkennt  man,  dass  alle  »ier  Winkel 
lind,  und  zwar  gleich  dem  Ceotriwinkel  Mjco^.  In  dem 
W.\  (als  Anssenwinkcl  des  gleich  scbenkeligen  Dreiecks 

W.O4,  also  «1 04  =  1*104;  im  projicirten  Fünfeck 
on  »1  ausgebenden  Diagonalen  den  in  u,  znsam- 
eiten  gleich,  nnd  zwar  gleich  dem  Halbmesser  des  nm 
ck  beschriebenen  Kreises,  wählend  die  ans  »1  geföllte 
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Höhe  gleich  dem  Halbmesser  des  in  das  wirkliche  Fünfeck  beschriebenen 
Kreises  isi 

(Denkt  man  sich  das  Fünfeck  AiA^O^  in  die  HE  umgeklappt,  so  fällt 
der  Mittelpunkt  der  Umklap;^nng  A2A1  Uq..  mit  dem  Punkt  0^  zusammen, 
und  der  umbeschriebene  Ereis  geht  durch  die  Punkte  Mx»  u^*) 

4)  Die  Dreiecke  cAih^  und  W164O4  sind  congruent;  folglich  ist  AiUi 
{^h^o^  gleich  der  Seite  des  innern  Zehnecks,  während  (wie  schon 
nachgewiesen)  AiC  gleich  der  Seite  des  äusseren  Zehnecks  ist.* 

5)  Nach  einem  bekannten  Lehrsatz  der  Elementargeometrie  ist,  wenn 


*  Da  Aih4^ :  U1O4  =  AiC :cui,  aber  -4164  =  Ait^  und  M1O4  =  AiC,  so  gilt 

UiAi :  AiC  =  A^c :  cmj, 
d.  h.  der  Ereishalbmesser  ci*i  ist  in  Ai  (um  einen  Ausdruck  der  älteren 
Geometer  zu  gebrauchen)  nach  dem  .goldenen  Schnitt  getheilt,  was  über- 
emstimmt  mit  der  in  der  Elementargeometrie  vorkommenden  Construction 
des  regulären  Zehnecks. 

Auf  die  mit  dem  goldenen  Schnitt  zusammenhängenden  Belationen  wird 
in  den  folgenden  Nummern  mehrmals  hingewiesen  werden.  Desshalb  mögen 
diese  Relationen  hier  zusammengestellt  sein. 

Ist  eine  Strecke  S  in  zwei  Stücke  81  und  s^  so  zerlegt,  dass  81:82  =  s^ :  S, 
80  folgt  8}  —  8}  =  8182,  oder,  wenn  n  den 

Ton  der  Länge  S  unabhängigen,  den  goldenen  Schnitt  charakterisirenden  Ex- 
ponenten des  Theilungsyerhältnisses  bezeichnet: 

w2  —  1  =  n, 
aas  welcher  Gleichung  der  (positive)  Zahlenwerth  von  n  berechnet  werden 
kann.    Man  hat  also 

52  =  wsx      und      S  =  n82» 

Nach  diesem  Yerhältniss  theilen  sich  gegenseitig  zwei  Diagonalen  eines 
regulären  Fünfecks  Ui$2^  •  •  (^^S*  ^)t  ^^  ^^^  ^^^  Aehnlichkeit  der  gleich- 
schenkeligen  Dreiecke  £)2a;Ui  und  U2Ui^  hervorgeht.  Auch  wird  die  Hohe  Wß 
des  Fünfecks  durch  die  auf  ihr  senkrechte  Diagonale  nach  demselben  Yer- 
hältniss getheilt.  Demnach  ist,  wenn  di  und  ^2  das  kleinere  und  das  grossere 
Stück  der  Diagonale  2>,  sowie  hi  und  ^  das  kleinere  und  grossere  Stück  der 
entsprechenden  Hohe  H  ausdrücken: 

^  dl'"  d2      Äi  "  ^^2 
uid  diese  Gleichungen  gelten  auch  noch,  wenn  man  sie  auf  eine  Protection 
der  Figur  bezieht  (Nr.  28). 

Femer  ist,  wenn  K  die  Seite  des  regelmässigen  Fünfecks  bezeichnet: 

D 

j  =  n; 

diese  Gleichung  bleibt  aber  für  eine  Protection  der  Figur  nur  dann  richtig, 
wmm  man  unter  D  die  einer  bestimmten  Kante  K  parallel €(  Diagonale 
TOwteht. 
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F  und  Z  beziehnngsweise  die  Seiten  eines  in  einen  Ereis  Yom  Halbmesser  R 
beschriebenen  regelmässigen  Fünfecks  und  Zebnecks  bedeuten: 

Hieraus  folgt,  dass  cAi  die  H-Distanz  der  Punkte  U  ist,  und  ctii 
die  H-Distanz  der  Punkte  0.    Denn 

Uiui  =  Ai  ü}  —  A^ui  =  l^hl  —  Aili  =  cA} 

Für  Herstellung  einer  V-Projection  wird  somit  besondere  Construktion 
der  H- Distanzen  entbehrlich,  nachdem  diese  in  den  Badien  der  um  die  Zehn* 
ecke  beschriebenen  Kreise  erkannt  sind.  Man  kann  sie  aber  auch  in  den 
Seiten  dieser  Zehnecke  erblicken.  Denkt  man  sich  nämlich  das  Dodekaeder 
durch  die  Ebenen  U  und  0  in  drei  Schichten  zerlegt^  so  hat  zur  Höhe  jede 
der  beiden  äussern  Schichten  die  Seite  des  äusseren  Zehnecks,  die  mittlere 
die  Seite  des  inneren  Zehnecks  (Aih^^ctii  —  cAi), 

6)  Die  H-Distanz  der  Punkte  0,  welche  bei  dem  vorigen  Nachweis  als 
Kathete  des  Dreiecks  A^OiOi  au^efasst  wurde,  ist  auch  Kathete  des  Drei- 
ecks OiOiV,  dessen  andere  Kathete  t70|  =  1/2^^1*  Demnach  ist  derDode- 
kaederwinkel  das  Supplement  eines  Linienwinkels,  welcher  in 
einem  rechtwinkeligen  Dreieck  vom  Kathetenverhältniss  1:2 
der  grösseren  Kathete  gegenüberliegt. 

Das  Ikosaeder. 

Fig.  60.  162«  In  jedem  Eck  des  Ikosaeders  kommen  fünf  Dreiecke 
zusammen  und  bilden  eine  Pyramide,  deren  Basis  ein  über  der 
Körperkante  beschriebenes  reguläres  Fünfeck  ist.  Drei  solche 
Fünfecke  grenzen  mit  ihren  Kanten  an  das  in  der  HE  liegende 
Dreieck  AiÄ^Äs  und  haben  einerlei  H-Neigung  (denn  jedes  der 
Dreikante,  deren  Spitzen  die  drei  Punkte  Ä  sind,  hat  zwei  gleiche 
Seiten,  also  auch  zwei  gleiche  Winkel);  daher  sind  die  Projec- 
tionen  dieser  Fünfecke  congruent.  Die  Ecken  6  der  Projectionen 
liegen  in  den  Geraden,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  AiA%Az 
senkrecht  halbiren,  und  haben  gleiche  Entfernung  von  diesen 
Seiten;  und  da  das  Dreieck  BiB^B^  horizontal  liegt  (denn  den 
Punkten  B  entsprechen  gleiche  H-Distanzen)  und  sich  in  seiner 
wahren  Grösse  projicirt,  so  bestimmen  die  drei  Punkte  6  mit  den 
Punkten  A  ein  reguläres  Sechseck.  —  Die  an  Ai  J.2  A^  liegenden 
Dreiecke  AiA^Uz^  A^AsUi^  A^AiU^  haben  gleiche  H-Neigung; 
die  Ecken  u  ihrer  (unter  sich  congruenten)  Projectionen  liegen  in 
den  Geraden,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  AiA2A^  senkrecht 
halbiren,  und  zwar  in  gleichen  Entfernungen  von  diesen  Seiten, 
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also  auch  vom  Mittelpunkte  c  des  Dreiecks.  Die  drei  an  . 
grenzenden  Dreiecke  SiS^Og,  B2B3O1,  B^B^O^  habt 
BiB^Bs  dieselbe  Neigimg  wie  die  drei  vor^en  g^en 
ihre  Projectionen  sind  daher  den  Projectionen  der  vorii 
graent  und  die  Entfernungen  co  den  Entfernungen  et 
Eieraus  und  aus  der  g^eneeitigen  Lage  der  Dreiecke  . 
und  bib^ba  folgt,  dass  die  Funkte  0  mit  den  Punkten  t 
guläres  Sechseck  bestimmen,  dessen  Seiten  mit  denen  d( 
ecks  AihÄi...  parallel  sind,  und  welches  gezeichnet 
kann  sobald  man  eines  seiner  Ecken  hat.  Nun  liegt  a1 
der  Punkt  03  in  der  Geraden,  welche  61  b^  senkrecht  hall 
in  der  Terlängerten  Verbindungslinie  63  Ä^),  und  ist  von 
AiA«  senkrechten  biv  um  die  halbe  Diagonale  des  1 
Fünfecks  Ä^  -^3  O3  -Bj  O2  (welches  aus  seiner  Seite  ^2  -^3  c 
werden  kann)  entfernt ;  wodurch  sich  dieser  Punkt  oj  hesti 
Nach  diesen  Erläuterungen  lässt  sich  die  H-Projection  d 
eders  ausführen. 

Die  H-Distanzen  OiOj,  CTiMi,  Bibi  der  Punkte  0,  i 
hält  man,  wenn  man  die  Dreiecke  AiOiOj,vüiUi,vB 
struirt,  von  deren  jedem  man  eine  Eathete  und  die  Hj 
kennt.  (Es  muss  dann  die  Probe  zutreffen,  dass  OiOi  +  üiUi 
weil  die  Punkte  0  von  der  Ebene  B  so  weit  abstehen 
Punkte  U  von  der  HE.)  Der  Aussenwinkel  v  des  Dreieel 
K^  zugleich  den  Winkel  des  Ikosaeders. 

t  Uan  kann  aber  auch  die  H-Diatanzen  schon  in  dei  H-Pioj 
Kfltpera  finden,  wie  sich  aus  folgender  Betrachtung  ergibt. 
Bedeutet 

7  die  H-Distanz  dei  Funkte  0, 

y    .  .         .        ,       U, 

R  die  Seite  des  äusseren  Sechsecks  o^u^o^ ...,     ■ 

r     ,       ,       I    insem  *        jl^b^jlg..., 

K  die  Kante  dee  ECrpera  (zugleich  Diagonale  des  innem  £ 

D  dieFOnfecksdiagonale  Og^s  = '>2<^  (^^S^'^^I'i'?^'^^  de 

Sechsecks), 
»   Act,  Exponenten  des  goldenen  Schnitts, 

Dächst      Ä:2  =  3r*      und      m  =  Z^. 
r  Punkte  0  zerlegt  die  FtlnfeckshOhe  v£,  in  zwc 
\  der  Abstand  des  Punktes  Bg  Ton  der  O-Ebene  =  j 
Y;  daher  (S,  127, ,)  r=  ny.  —  Aus  dem  POnfe« 

CTlpt.  eeometrle.    4-  A.tlfl.  9 
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ao  welchem  die  Diagonale  &i  Oj  durch  eine  andere  Dia^nale  (og  f)^)  in  c  ge- 
schnitten wild,  folgt 

•ß  —  Jtv    und    Ä  =  «r,    also  Y;il=^y:r. 

e  Eant«  ü^  O^  aof  die  Ebene  der  Ponkte  JJ  projidrt,  so 

Wwinbeliges  Dreieck,  und  an  dieaem 

l  iat    (r-l-y)a +  r2  =  D2  =  3BZ; 
rhSlt  man  4  Ty  =  4  {B^—t^)  =  iRr 

Y:R  =  T:y. 
in  kann  neben  der  obigen  nnr  dann  bestehen,  wenn  F=  R 
»ch  Bind  die  H-Distanzen  der  Funkte  0  and  U 
>  gleich  den  Seiten  des  änsseren  nnd  Innern 
den  Eadien  cO]  nnd  cA^  der  urabeschriebenen 
listanz  der  Punkte  B  ist  £  +  r  =  coi  +  c&i  =  Ojli],  also 
e  des  Fflnfecka  o^hih^..) 

Sa  =  9/4^2,  also  (7,Mi(=r)  =  B/3«(7i,  so  zeigt  an  einem 
Dreieck,  dessen  eine  Kathete  sich  zar  Hypo- 
rerhftit,  der  Nebenwinkel  des  jener  Kathete 
iden  Winkels  die  QrCsee  des  Ikosaederwinkels. 

;htet  man  die  Projectionen  der  vier  letztem  Po- 
nkt,  dass  Alles,  was  für  die  beiden  Gegenseiten 

£i52^8  ■■■  gilti  a^cti  fiir  jödes  andere  Paar 
n  muäs,  (da  es  gleichgiltig  ist,  mit  welcher  Seite 

in  die  HE  legen  wül,)  so  ergeben  sich  naeh- 

eite  des  Körpers  entspricht  eine  parallele  Oe- 
1er  Kante  eine  parallele  G^enkante(j4ij42||.Bi32, 

«.  f.). 

tde,  welche  die  Mittelpunkte  zweier  Gtegenseiten 
lenkrecht  auf  den  Ebenen  beider  Seiten  (denn  sie 

diese  Ebenen  als  ein  Punkt  c). 
jrade  hat  immer  dieselbe  Länge,  welches  Paar 

auch  wählen  mag;  oder  die  Entfernung  zweier 
ei  allen  Paaren  dieselbe, 
ne,  welche  eine  Kante  senkrecht  halbirt,  halbirt 
snkante   senkrecht      (Die  Verbindungslinie  der 

Ä\Ai  und  hihz  ist  die  H-Spur  einer  verticalen 
i.Ag  und  BiBi  senkrecht  halbirt.) 
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Eine  solche  Ebene  E  geht  zugleich  durch 
puntte  der  zwei  Paar  Gegenseiten,  welche  in  den  1 
lusammenstossen;  daher  schneiden  sich  die  beiden 
die  einander  gegenfiberliegenden  Mittelpunkte  verb 
müssen  sie  sich  im  Schnittpunkte  C  gegenseitig  ] 
diese  Verbindungslinien  bilden  in  der  Ebene  E  n 
laden,  von  denen  je  zwei  aus  dem  Halbirungspui 
nach  den  Mittelpimkten  M  der  entsprechenden  Se 
Pigur,  bestehend  aus  zwei  Vierecken  CMi  K^Ma 
{Pig.  61),  deren  Congruenz  leicht  zu  erweisen  igt. 
sind  dem  Winkel  des  Polyeders  gleich.)  Zugleich 
dieser  Vierecke,  dass  auch  die  Verbindungslinie 
dorch  C  gebt  und  in  C  halbirt  wird;  und  biera 
dass  die  beiden  Diagonalen  des  Rechtecks,  welcl 
Bede  stehenden  Gegenkanten  bestimmt  wird,  ebenf 
sich  schneiden  und  halbiren.  Die  Endpunkte  eii 
gonale  heissen  Gegenecken  des  Polyeders.  Eine 
zwei  Gegenecken,  oder  zwischen  den  Halbining 
Gegenianten,  oder  zwischen  den  Mittelpunkten  zw 
lässt  eine  Axe  des  Körpers.  Man  hat  demnacl 
Sätze: 

6)  Jedes  der  vier  Polyeder  hat  drei  System« 
Aien  jedes  einzelnen  Systems  sind  unter  sich  gl 
sämmtlicher  Systeme  geben  durch  einen  und  der 
welcher  der  Mittelpunkt  des  Körpers  heisst, 
diesem  Punkte  balbirt. 

7)  Daher  lässt  sich  sowohl  in  als  um  ein 
öne  Engel  beschreiben,  und  beide  Kugeln  haben 
punkt  C. 

8)  Eine  durch  zwei  Gegenecken  gelegte  Ai 
Winkel  mit  den  Kanten,  welche  in  diesen  Ecken  z 
denn  die  Axe  ist  die  gemeinschaftliche  Di^onal< 
«figruenten  Eechtecke,  welche  durch  jene  Kanten 
kanten  bestimmt  werden. 

9)  Verbindet  man  jede  von  den  in  einem 
kommenden  Kanten  durch  eine  Ebene  mit  der  ( 

e,  so  gehen  diese  Ebenen  durch  d 
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zusammenkommenden  Kanten,  und  die  Winkel  zwischen  je  zwei 
benachbarten  Ebenen  sind  gleich ;  denn  die  Dreikante,  welche  durch 

je  zwei  benachbarte  Kanten  bestimmt  werden,  stimmen 

en  ßberein,  also  auch  in  ihren  Winkeln. 

e  durch  zwei  Gegentanten  gelegte  Ebene  geht  durch 

nkt  G  und  halbirt  den  Winkel  des  Polyeders  (was 

.  61  ersehen  lässt). 

uläre  Tetraeder  ist  in  obigen  Betrachtungen  nicht 
Es  lässt  sich  aber  ohne  Schwierigkeit  zeigen,  dass- 

1  in  dieses  eine  Kugel  beschrieben  werden  kann. 

Aufgaben. 

gnlären  Polyeder  bei  gegebener  Kantenlänge 
en,  wenn  eine  Kante  ÄjÄ^  in  der  HE  liegt 
,  dieser  Kante  zusammenstossendeu  Seiten 
Neigung  haben. 

eim  Tetraeder  wird  eine  durch  Äi  A^  gelegte  vertieale 
igenQberliegende  Kante  senkrecht  halbiren.  Bei  den 
Körpern  steht  eine  durch  AiA^  imd  deren  Gegen- 
gelegte Ebene  vertical  (was  mittels  Nr.  163,  lo  zu 
dass  die  Projection  6i  62  der  letztem  Kaute  mit  AiA^ 
[t.  Die  Projectionen  der  beiden  in  Bi  B^  aneinander- 
Seiten  sind  unter  sieb  congruent  und  fallen  mit  den. 
der  beiden  an  AiA^  liegenden  Seiten  zusammen. 

Tetraeder, Hexaeder  nnd  Oktaeder 
,  ist  so  einfach,  dass  Yorschriften  darüber  unnöthig 

Das  Dodekaeder. 
ie  an  A1A2  liegenden  Fünfecke  seien  mit  den  Buch- 
D  bezeichnet,  die  an  BiB^  liegenden  mit  B,  0,  E. 
Pnnkte  e  auf  die  Punkte  d  fallen  müssen  (Nr.  163), 
i  Kanten  Dj  Ej  und  Da  E^  vertical,  mithin  anch  die 
an  ihnen  liegenden  vier  Eönfecke,  nnd  diese  proji- 
Iso  auf  die  HE  als  gerade  Linien  dm.  Die  Linien 
,  «3«!  werden  durch  djd^  senkrecht  halbirt;  üi  Üg 
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mid  Us  U4  liegen  horizontal,  also  auch  Ui  U^  und  U^  Uz ;  daher 
stellt  jede  Seite  des  Vierecks  mi«<2%«*4  die  Diagonale  der  Dode- 
kaederseite in  wahrer  Grösse  dar,  und  das  Viereck  selbst  ist  ein 
Quadrat.  Die  Kanten  Mi  M^  und  MzM4^  müssen  (da  sie  mit  U2  Us 
und  Ui  U4  parallel  sind)  horizontal  liegen  und  sich  in  wahrer 
Grösse  projiciren.  Eine  durch  die  vier  Punkte  M  geführte  Ebene 
lalbirt  die  Kanten  A-^i  und  D2E2  senkrecht,  liegt  also  selbst 
horizontal.  Die  Linie  ntidi  (=1^3  ^1  =  ^4^2  =  ^^)  stellt  die 
Höhe  der  Dodekaederseite  in  wahrer  Grösse  dar;  02C?i  und  02^1 
sind  die  beiden  Stücke  dieser  Höhe,  in  welche  sie  dfirch  die  Dia- 
gonale 02?72  zerlegt  wird.  Die  verlängerte  ^1-^2  halbirt  mim2 
und  mzm^  senkrecht  in  v  und  w;  vw  zeigt  die  wahre  Länge  der 
4urch  die  Mittelpunkte  von  M1M2  und  Jfsilf4  gehenden  Axe, 
und  didz  die  Länge  der  Axe  zwischen  den  Kanten  Di  Ei  und 
D2-E2;  daher  ist  did^^vw  und  beide  halbiren  sich. 

Die  vorstehenden  Auseinandersetzungen  leiten  nicht  nur  auf  eine 
leichte  Construction  der  H-Projection,  sondern  auch  auf  mehrere  Pro- 
ben für  die  Genauigkeit  dieser  Construction.  Man  wird  zuerst  das 
Quadrat  ui  u^  %  %  zeichnen,  dann  die  Punkte  A  bestinamen,  hierauf 
die  Punkte  d  und  endlich  die  Punkte  m.  Ist  nämlich  Ui  II2  ®3  •  • 
(Fig.  63)  der  Dodekaederseite  congruent,  so  ist  ^1^2  =  2)2  2)3  5  <^  ist 
der  Durchschnittspimkt  zweier  um  %  und  u^  beschriebenen  Bögen 
vom  Halbmesser  5ßD;  1%  findet  man,  wenn  man  di%i^  zieht  und 
um  das  Stück  21 D  verlängert;  u.  s.  w. 

Den  Punkt  di  kann  man  aber  auch  noch  anders  bestimmen, 
wenn  man  weiss,  dass  d^r  der  halben  Körperkante  gleich 
ist,  und  diess  ergibt  sich  wie  folgt.  Ist  n  der  Exponent  des 
goldenen  Schnitts,  so  hat  man  (S.  127,,^) 

Ol  02  =  ^.6162  iiiid  cr=^n.dir\ 
da  aber  er  =  V2  Ö1O2,  so  ist  d^r  =■  V2  &i&2»  Wegen  cv  =  cdi  und 
et  =  er  zeigen  dann  auch  die  Stücke  tw  und  sv  die  halbe  Kanten- 
länge. —  Hiernach  vereinfacht  sich  noch  die  Construction  der  Kör- 
perprojection,  indem  man  nach  Zeichnung  des  Quadrats  O1O3  zu- 
nächst die  Punkte  di^d^^v^w  aus  der  Kantenhälfte  erhält. 

t  Fernere  Genauigkeitsproben:  1)  In  gerader  Linie  liegen  z.  B.  die 
drei  Pimkte  Oi,  5x,  e^.  2)  In  gerader  Linie  liegen  z.  B.  die  drei  Punkte 
^2»feii»W4.    3)  In  einem  Punkte  schneiden  sich  z.B.   die  drei   Geraden 
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.  161,  t.  1)-  4)  Es  ist  I.  B.  mim^XniaOa;  denn  da  die 
lenstoasMideti  Etmten  gleiche  Winkel  bilden  mit  der 
legeneck  Mt  gehenden  Äie  des  KQrpers  (Nr.  163,  s),  bo 
Sndpnnkte  Afj ,  O2 .  ü^  bestimmte  (verticale)  Ebene  setik- 
ntal  liegenden)  Aie  MiM^. 

ine  VE  durch  Di^i  unter  gleichen  Winkeln 
?i  zusammenhängenden  Seiten  (also  parallel  mit 
?en  diese  das  Dodekaeder  ganz  dieselbe  Stellung 
E;  daher  wird  die  V-Projection  desselben  seiner 
i;nient  sein  und  sich  von  letzterer  nur  in  der 
Grundschnitt  unterscheiden.  Denkt  man  sich. 
5-Projection  eongruente  Figur  über  dem  Grund- 
ffleichnet,  dass  wima  in  ^9  und  v  m  d^  ßfcllt, 
r  die  V-Projection.  Hieraus  ersieht  man,  das» 
der  Dodekaederecken  unmittelbar  auf  der  Ge- 
imen  werden  können,  und  zwar  in  fönender  Art : 
ist  die  H-Distanz  der  Punkte  A 

,         ,       t/ 

,         .       -D 

,         ,      3f 

,         .       -E 
.     .  .       ■    ,         ,0 

".     .  -  ,         „       £.* 

59  geherige  Y-Projection  nimmt  die  Gestalt  der  Fig.  65 
ichnitt  senkrecht  zn  einer  Diagonale  des  FOnfecka  A  liegt- 

Das  Ikosaedei. 
JJ  die  Spitzen  der  an  AiÄ^  liegenden  und  f> 
in  B^B^  liegenden  Dreiecke,  so  fallen  die  Pro- 
e  Projectionen  m;  die  Kanten  OifTj,  Ojt/g  und 
lenden  Ebenen  stehen  vertical,  weshalb  sich  die 
liegenden  zwei  Paar  Dreiecke  als  gerade  Linien 
paarweise  unter  dem  "Winkel  des  Ikosaeders  zu- 
Die  Spitzen  M  dieser  vier  Dreiecke  liegen  in  der 

llich  wird  man  bei  Herstellung  irgend  einer  V-Pn^ection 
)t  die  Distana  cc  (zweimal,  för  die  Punkte  M  und  B) 
rou  der  Hche  der  Fnnkte  M  ans  die  Entfernnngen  et,  &>% 
>n  tritgea 
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Ebene ,  welche  die  Kanten  Oi  Vi  und  Og  üg  senkreclit  halbirt ; 
sie  haben  also  einerlei H-Distanz,  und  die  Frojectionen  mim^,  m^m^ 
zeigen  die  wahre  Länge  der  Körperkante.  Zi^leich  werden  diese 
Frojectionen  von  der  verlängerten  A^A^  senkrecht  halbirt  (wie 
leicht  zu  erweisen).  Die  Endpunkte  der  fünf  von  Mi  ausgehen- 
den Kanten  liegen  in  einer  verticalen,  zu  Mi  Mi  senkrechten 
Ebene,  und  ebenso  die  Endpunkte  der  fünf  Kanten  welche  im 
Öegenpunkte  M4  zusammenkonunen  (Nr.  163,  s);  die  beiden  durch 
diese  Endpunkte  bestimmten  Fünfecke  sind  die  Basen  zweier  regel- 
mässigen Fyramiden,  deren  Spitzen  Mi  und  Mt  sind.  Aehnliches 
gilt  von  den  Ebenen  der  Fünfecke,  welche  mit  den  Funkten  M^  . 
und  Ms  zwei  andere  Pyramiden  bestimmen.  Man  sieht  hieraus, 
dass  die  Frojectionen  der  erwähnten  vier  Fünfecke  vier  gerade 
Linien  Oitn^,  Ottn^,  Oi»»^,  Oa»Mi  geben.  Endlieh  ist  Oio^  =  vw^ 
der  zwischen  Gegenkanten  li^enden  Axe,  und  diese  Länge  ei^bt 
sich  als  Dif^onale  des  regulären  Fünfecks  welches  durch  die  End- 
punkte der  von  Bi  ausgehenden  Kanten  bestimmt  wird.  Mit  Hülfe 
dieser  Axe  kann  man  nach  den  obigen  Erläuterungen  die  H-Fro- 
jection  des  Ikosaeders  herstellen. 

t  Bei  genanei  Zeichnnng  moss  Oim'i  =  der  Hotie  der  IkoHaedeiseite  aän; 
Oibi  and  biffl4  sind  die  StScke,  in  wekhe  die  Eehe  (=0]ntj)  des  mehrer- 
w&hnten  regulären  Fflnfecka  durch  eine  zn  ihr  senkrechte  Diagonale  getheUt 
«rird;  femei  OiMs  (und  o^o^ai-i-tttiem^,  ebenso  Oim^  (vni  Oimi)J_m^cm^. 
Die  Entfernung  des  Fnnkts  m^  von  dem  Fnnkte,  in  welchem  mgOi  von  nt^m^ 
getrofEen  wird,  mnss  HbeTeinstimmen  roit  dem  Ealhmesser  des  um  das  i^n- 
lirfl  Fünfeck  beschriebenen  Kreises. 

Wird  eine  VE  durch  Ui  Oi  senkrecht  zur  Ebene  Oi  Ui  Ot  Uz 
gelegt,  so  muss  die  V-Frojection  des  Körpers  der  H-Frojection 
coi^ruent  sein,  und  man  überzeugt  sich  auf  dieselbe  Weise  wie 
vorhin  beim  Dodekaeder,  dass  auf  vw  die  H-Distanzen  sämmtlicher 
Ecken  angezeigt  sind.    Es  ist  nänüich 

0      die  H-Distanz  der  Funkte  A 

vhz     ,  „  ,         ,       F 

WC      ,  ,  ,         „      JW 

Vbi        ,  n      .  ,  „  0 

VW     ,  ,  ,         ,      JB. 

tt  Nimmt  man  den  Grandschnitt  zu  Pig.  60  senkrecht  auf  eine  der 
Santen  AA,  aa  erhalt  die  V-Projection  die  Gestalt  von  Fig.  66. 
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Aafgalten. 

en  Polyeder  bei  gegebener  Kante  zu  pro- 
in Eck  A  in  der  HE  liegt,  und  die  Äxe, 
and  sein  Gegeneck  B  gebt,  senkrecht 
lt. 

i  Aufldsnng  der  einzelnen  Falle  gelten  folgende 
iingen. 

S  projicirt  sich  als  ein  Punkt  (Ä  oder  h),  von 
ctionen  der  in  A  und  in  B  zusammenstosBen- 
ifen. 

itionen  der  genannten  Kanten  sind  gleichlang. 
haben  nach  Nr.  163,  s  einerlei  Neigung  gegen 
derlei  H-Neigung.) 

tion  einer  an  B  liegenden  Kante  Mit  in  die 
Projection  ihrer  an  A  liegenden  (Jegenkante. 
in  haben  dieselbe  projicirende  Ebene.) 
j1  zwischen  den  Projectionen  der  von  A  und  B 
n  sind  gleich.  Denn  aus  Nr.  163,  s  folgt,  dass 
3r  voB  A  ausgehenden  Kanten  gleiche  Winkel 
in ;  diese  Winkel  werden  aber  durch  die  Pro- 
B  ausgehenden  Kanten  halbirt,  da  diese  die 
r  erstem  sind;  oder  es  fdlen  die  letztem  Kan- 
die  erstem  (beim  Oktaeder), 
ad  (4)  ersieht  man,  dass  die  projicirten  End- 
und  B  ausgehenden  Kanten  immer  ein  regu- 
estimmen,  dessen  Mittelpunkt  A  ist. 


in  Betracht,  weil  in  ihm  keine  Axe  durch  zwei 


die  Endpunkte  der  drei  von  B  ausgehenden 
ktfl  der  von  A  ausgehenden  Kanten,  so  bestim- 
BQ  0  und  u  ein  reguläres  Sechseck  (Nr.  167,  s). 
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1  Seiten  die  Projectionen  der  flbrigen  Kanten  des  Würfels 

AB  ist  die  Diagonale  des  Bechtecks  AUsBOg, 
äteo  zwei  Kanten  des  Hexaeders  und  die  Diagonalen 
lerseiten  hat.  Macht  man  auf  den  Schenkeln  eines 
eis  U«  =  U3K  =  der  Hexaederkante  und  US  =  2tTO 
:  Heiaederseite),  so  ist  9IUS  die  Hälfte  jenes  Rechte 
B  =  AB.  Wird  noch  US x 9133  gefäUt,  "so  zeigt  US 
r  die  H-Projectionen  der  Hexaederkanten  (oder  den 
es  um  das  Sechseck  oiw^og  . . .  beschriebenen  Kreises), 
H-Projection  des  Hexaeders  selbst  bestimmt  ist. 
die  H-Distanz  der  Punkte  U  und  SS  die  H-Distanz 
denn  denkt  man  sich  das  ganze  Bechteck  gezeichnet 
iB  ge2(^en,  so  ist  lSffi=-SS. 
atan2en  von  Ü,  0,  B  verhalteD  sich  wie  1:2:3;  denn  es  ist 

9lSS:SS  =  aU3:U!82 

u»2(=?[a«2)=2,aua. 

Da3  Oktaeder, 
ie  H-Frojection  bildet  ein  Quadrat  sammt  seinen 
lalen.  Die  H-Distanz  für  A  ist  Null;  die  H-Distanz 
Diagonale  des  Quadrats  gleich;  die  H-Distanz  der 
1  ist  die  halbe  Diagonale. 


i  Projectionen  der  Kanten  AD  und  BE  liegen  so, 
punkte  d  und  e  ein  reguläres  Sechseck  bestimmen 
Das  Dreieck  didsds  ist  die  Projection  des  horizontal 
dären  Dreiecks  Z)i-Z>2i>3,  welches  zur  Seite  die  Dia- 
ler Dodekaederseite  ISJaUi..  hat,  Mit  diesem  Dreieck 
ler  die  Zeichnui^  der  Dodekaederprojection  beginnen 
1  Mittelpunkt  A  und  die  Punkte  e  bestimmen.  Die 

li^  horizontal;  ihre  Projection  zeigt  ihre  wahre 
rallel  mit  d^  ds  und  wird  durch  eine  aus  Ä  auf  sie 
echte  Ap  halbirt ;  man  kann  demnach  diese  Frojec- 

wenn  man  ihre  Entfernung  von  A  keni)t,  und  diese 
rmassen  gefunden.    Da  Ap  die  Projection  der  Fünf- 
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10  ist  Äq  die  Frojectiou  von  9IQ;  macht  mau 

Aq,       C|D'_L  a'q,       91'0'  =  MD, 

Hebung  der  AP  (oder  des  Fünfecks  AD^Ui. .); 

ner  91'0'  und  macht 

;e  der  Projection  jI^j  von  AP.  Hiemach  lassen 
n  ui  imd  Uz  bestimmen.  Es  müssen  aher  die 
lebe  ZQ  dreien  in  A  und  in  B  zusammenstoasen, 
)nen  haben;  daher  berührt  ein  mit  Ap  um  A 

nicht  allein  die  projicirte  Kante  wiWj,  sondern 
tionen  mm  und  oo  der  übrigen  Kanten,  welche 
Fünfecken  den  Punkten  A  und  B  gegenüber- 
igspunkte  werden  durch  die  Geraden  dj  ej ,  (ia^B  i  ■  •  - 
m  man  von  jedem  dieser  Punkte  nach  beiden 
te  Dodekaederkante  auf  der  Tangente,  abträgt, 
E^mtte  o  und  u.  Die  H-Projection  des  Körpers 
'oUenden. 

loben;  1)  Die  VeTlängerang  jeder  Seite  des  Sechs- 
iwei  piojicirte  Ecken  o,  u  auf;  denn  man  Bieht,  Aaaa 
4,  ^2,  Gg,  U5  Ton  der  OeiEiden  j>di  nm  die  halbe  LftDge 
agonale  entfernt  sind.  3)  Die  fünf  Eantenpiojectdonen, 
:en  eines  der  FOnfecke  ood  (oder  uue)  gehen,  ohne 
zngehören,  raösaen  (Nr.  161,  t,  3)  nach  einem  Punkte 
Das  Nämliche  gilt,  wenn  man  statt  ood  eines  der 
uA)  setzt. 

,  der  Punkte  D  ist  O'q.  Die  Punkte  U  haben 
Durchschneidet  man  die  verlängerte  pu^  von  ci 
so  ist  vp  der  Abstand  der  Punkte  E  von  der 
ü,  oder  auch  der  Abstand  der  Funkte  D  von 
te  0.  Der  Punkt  B  hat  von  der  Ebene  ü  Ü  £3 

wie  A  von  der  Ebene  DiDgBs-  Daher  er- 
I  H-Distanzen: 

0  für  den  Punkt  A 
O'q    ,    die  Funkte  D 

O'q  +  p«  ,  ,  ,  0 
^'P+pv  ,  ^  ^  JE 
-iJ«  +  D'q    ,    den  Punkt  B. 


crs^.*  . 
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t  Durch  BeachtuDg  obiger  Genauigkeitsproben  und  durch  eine  weitere 
üntersnchimg  der  gewooDenen  Figur  gelangt  man  zu  veränderten  Con- 
structionen  für  die  Horizontalprojection  des  EOrpers  und  zu  unmittel- 
barer Auffindung  der  H-Distanzen  seiner  Ecken. 

1)  Die  sechs  Funkte,  nach  denen  je  fünf  der  in  der  zweiten  Grenauig- 
keitsprobe  erwähnten  Eantenprojectionen  convergiren,  lassen  sich  gleich  an- 
fangs bestimmen,  sobald  die  Punkte  d  und  e  angegeben  sind.  Es  liegt  z.  B. 
der  dem  Fünfeck  d^o^o^  entsprechende  Convergenzpunkt  S^  auf  der  ver- 
längerten Ad^  und  auch  in  bekannter  Entfernung  von  der  Geraden  diei'y 
denn  denkt  man  sich  U1U2  und  %%^  fortgesetzt  bis  zum  Schnitt  @,  so  zeigt 
^  (=  pS^  jene  Entfernung;  man  wird  also  aus  der  Mitte  q  von  d^d^m 
dieser  Bichtung  die  Strecke  $@  auftragen  und  durch  den  Endpunkt  eine  Pa- 
lallele  zu  d^e^  ziehen,  welche  die  J.c22**in  8^  schneidet.  Die  übrigen  Con- 
yeigenzpunkte  liegen  auf  einem  mit  AS2,  voel  A  beschriebenen  Ereis  und 
werden  durch  die  von  A  ausgehenden  Geraden  bestimmt.  Mit  ^3  und  Si 
seien  die  den  Fünfecken  d^o  und  d^o  entsprechenden  Convergenzpunkte  be- 
zeichnet, mit  Tif  T2,  T3  die  den  Fünfecken  ex»,  62 u,  e^u  entsprechenden. 
Dann  liegen  auf  den  drei  Verbindungslinien  88  die  Punkte  u,  auf  den  drei 
Geraden  TT  die  Punkte  0.  Auf  82 8^  werden  durch  Tid^  und  Tid^  die 
Punkte  Ui  und  u^  eingeschnitten,  auf  T3  Ti  durch  iS2e3  und  8261  die  Punkte 
0^  und  04,  und  so  ergeben  sich  überhaupt  sämmtüche  Punkte  u  und  0  als 
Schnitte  zwischen  Linien  aus  8  und  Linien  aus  T. 

(Werden  ausser  den  nach  8  und  T  convergirenden  Linien  auch  die  bei 
der  dritten  Genauigkeitsprobe  genannten  6.5  Verlängerungen  gezogen,  so 
erhält  man  die  Darstellung  eines  aus  dem  Dodekaeder  abzuleitenden  Stern- 
polyeders.) 

2)  Die  einfachste  Construction  der  H-Projection  folgt  aus  der  Bemerkung, 
dass  z.  B.  ui  auf  d^ei.,  liegt  (erste  Genauigkeitsprobe)  und  auf  einer  Gre- 
raden,  welche  mit  diei  im  Abstand  der  halben  EOrperkante  parallel  ist. 
Hat  man  hieraus  Ui  gefunden,  so  ergeben  sich  alle  Punkte  u  und  o,  wenn 
man  jede  Seite  des  Sechsecks  de  nach  ihren  beiden  entgegengesetzten  Rich- 
tungen um  eine  Strecke  =  Citii  verlängert. 

3)  Bedeutet  x  die  H-Distanz  der  Punkte  i>. 

y  i>  1»        11»^» 

^  den  Abstand  zwischen  den  Ebenen  U  und  0, 

80  zeigt  z  (=  y  —  a?)  zugleich  den  Abstand  zwischen  den  Ebenen  0  und  E 
^  (sowie  X  die  Erhebung  des  Punktes  B  über  die  Ebene  E).  Denkt  man 
sich  nun  im  Fünfeck  U1E1U2  die  Diagonale  O4O5  gezogen,  so  theilt  diese 
die  von  Ei  ausgehende  Fünfeckshohe  so,  dass  sich  das  kleinere  Stück  zum 
grossem  verhält  wie  z:y';  also  ist,  wenn  n  den  Exponenten  des  goldnen  . 
Schnitts  bezeichnet, 

y'  =  nz. 


AUz  aber  verhält  sich  die  ganze  Hohe  AP  za  dem  durch 
littonen  grOseeieD  Stflck  QPwie  y.x;  also 

lie  einielneii  Hohen  der  drei  Theile,  in  welche  das  Dodekaeder 

len  U  nnd  0  verlegt  wiid,  einander  gleich. 

Orondschnitt  senkrecht  zu  Oto^  angenommen,  so  erhält  die 

j  Gestalt  der  Pig.  65,  wobei  dort  der  GmndschDitt  dnrcli  Wj 

isHig)  geben  soll.    Dann  sind  identisch 

I  M^Mi  ans  Fig.  65  mit  der  Eante  AD^  ans  Fig.  63, 

I  Jtf  .       .     ,      ,      ,    Ebene  ABP    .       .      . 

■BiBfl  ,  .  ,  ,  .  Kante  UgOe  ^  ,  , 
S5)  die  Kante  BiS^  gegen  die  Kante  itf^üfj  recbtwinkeUg 
ig.  63)  die  H-Neigong  der  Kante  U^Oe  des  Complement  lar 
Kante  AJ>i.  Der  Fnsspnnkt  eines  ans  0^  anf  die  Ebene  U 
I  bestimmt  mit  den  Paukten  Og  und  Ug  ein  Dreieck,  welches 
iAI>i  congment  ist,  indem  beide  Dreiecke  die  Hypotenuse 
kel  gleich  haben;  dem  Winkel  an  A  entspricht  der  Winket 
rtdcale  Kathete  des  erstgenannten  Dreiecks  ist  aber  ^y,  die 

also  ist  auch  y  gleich  der  horizontalen  Kathete  des  zweiten 
(gOg  —  diDj,  oder 

y -^  Adj  :=  d^e^,    x  =  «gOg. 
id  die  H-Distanzen  fsr  B&mmtliche  Ecken  des 
ilich  X,  y,  2y,  Zy^x,  3i/)  schon  in  der  H-Projection 
LDch  z  liegt  in  der  Figm;;  denn  einerseits  ist  (wenn  man 
\AÜ^  rmA  seine  Hohe  AP  betrachtet] 
x:$  —  Aq:pt[,      also      t  =  ttx, 
1  Fflnfeck  OzU^Oq) 

dsOi  =  ».UiO^  —  nx,      mithin      z  =  (^05. 
).  Ton  Oi  nach  u^  auf  den  drei  zusammenhängendeo  Geraden 
g,  so  durchschreitet  man  der  Beihe  nach  die  einzelnen  Höhen- 
leiecken,  wie  diese  in  den  Abständen  x,  z,  y,  z,  x  ähereinander 
i.) 

Da    Ikosaeder 

nd  U  die  Endpunkte  der  von  A  ausgehenden  und  0 
e  der  von  B  ausgehenden  Eanten,  so  bestimmen  die 
t  den  Punkten  «  ein  r^ulÄres  Zehneck  (Nr.  167,  s). 
ar  Punkte  ü  li^t  horizontal,  und  eben  so  die  Ebene 
0;  daher  ze^  jede  Seite  des  Fünfecks  UiUzUs-. 
;  . .  die  wahre  Länge  der  Ikosaederkante.  Hiemach 
jjeetion  des  Körpers  leicht  zu  zeichnen, 
le  p  der  Pyramiden,  welche  durch  die  Ebenen  ÜU. .. 
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und  00...  vom  Ikosaeder  abgeschnitten  werden,  ist  die  Kathete 
eines  rechtwinkeligen  Dreiecks,  dessen  andere  Kathete  Ätii  und 
dessen  Hypotenuse  wiWg  ist.  Aehnlich  ergibt  sich  die  Höhe  t 
des  trommelartigen  Körpers,  welcher  nach  Abzug  der  beiden  Py- 
ramiden Vom  Ikosaeder  übrig  bleibt,  entweder  mittels  der  Linien 
UiO^  und  W1W21  oder  mittels  der  Linie  tiiv  und  der  wahren  Höhe 
der  Ikosaederseite.    Dann  hat  man  folgende  H-Distanzen: 

0  für  den  Punkt  Ä 

^    „   die  Punkte  ü 

2p -{-t  „  den  Punkt  B. 
Man  braucht  aber  diese  H-Distanzen  gar  nicht  besonders  zu 
construiren,  wenn  man  den  in  Nr.  161,  f ,  5  aus  der  Elementar- 
geometrie citirten  Satz  kennt.  Denn  bezeichnet  Z  die  Zehnecks- 
seite, K  die  Kantenlänge  (Pünfecksseite),  R  den  Halbmesser  des 
mnbeschriebenen  Kreises,  so  hat  man  unmittelbar: 

also  sind  die  H-Distanzen  schon  in  der  H-Projection  des  Körpers 
gegeben. 

t  Nimmt  man  den  Ginndschnitt  senkrecht  gegen  eine  der  Kantenpro- 
jectionen  00,  so  erhält  die  V-Projection  die  Gestalt  der  Fig.  66. 

172.  Aufg.  Einen  Körper,  dessenBestimmungsstücke 
gegeben  sind,  zu  projiciren,  wenn  seine  Stellung  gegen 
die  Grundebenen  in  folgender  Weise  vorgeschrieben  ist: 

1)  Die  Ebene  einer  bestimmten  Seite  Z  hat  eine 
gegebene  H-Neigung  «; 

2)  eine  bestimmte  Kante  K  in  dieser  Seite  bildet 
mit  derH-SpurderEbene  einen  gegebenen  Winkel  9; 

3)  dieH-Spur  derEbene  schliesst  mit  dem  Grund- 
schnitt einen  gegebenen  Winkel  xf)  ein. 

Aufl.  Durch  die  Angaben  (1)  und  (2)  ist  die  Stellung  des 
Körpers  gegen  eine  horizontale  Ebene,  somit  die  Figur  der  H-Projec- 
tion bestimmt;  und  indem  die  Angabe  (3)  hinzukommt,  bestimmt 
sich  auch  die  Figur  der  V-Projection.  Nur  die  Entfernungen  der 
beiden  Projectionen  vom  Grundschnitt  bleiben  willkürlich,  da  man 
die  Grundebenen  noch  in  beliebigen  Abständen  vom  Körper  an- 
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(Sollten  auch  diese  Abstände  —  welche  Qhrigena 
eh  sind  —  bestimmte  Werthe  erhalten,  so  müssten 
tes  Eck  beide  G-Distanzen  gegeben  sein.) 
re  zuerst  den  Körper  auf  die  Ebene  der  Seite  Z 
ne  die  H-Distanzen  der  Ecken,  und  ändere  dann 

Stellung  des  Körpers  und  der  HE  nach  Torge- 
le,  entweder  dadurch,  dass  man  den  Körper  fest 
IE  eine  andere  Ls^e  gibt,  oder  durch  Bewegung 

unbew^ter  HE.  Hat  man  nach  dieser  Aende- 
!-Projection  und  die  neuen  H-Distanzen  gefanden, 
lie  VE  in  der  angegebenen  Lage  hinzu,  auf  welcher 
non  leicht  herzustellen  ist. 
ifuhning  an  einem  Beispiele  zu  erläutern,  sei  eine 
jS  gegeben,  in  welcher  die  Basis  ABC  als  die 

.B  als  die  Kante  K.  Die  HE  gehe  durch  das 
dl  kann  nun  die  Frojectionen  d^  Körpers  auf 

erhalten. 
10  die  H-Spur  der  Ebene  ABG.    Denkt  man 

sammt  der  darauf  stehenden  Pyramide  in  die  HE 
nimmt  die  Umklappung  .4  .SiCi  eine  solche  Lage 
10  =  y.    Man  zeichne  für  diese  Lage  die  H-Pro- 

der  I^amide,  bestimme  die  H-Diatanz  Ä  ihrer 
ege  hierauf  die  Ebene  ABC  wieder  in  ihre  ur- 
e  zurück.  Dann  fallen  die  neuen  H-Projectionen 
e  aus  .Bi,  Ci,  §  auf  AO  gefällten  Lothe.    Führt 

senkrechte  V-Ebene  A<i  ein,  so  würde  die  V-Pro- 
is  vor  der  Zurückbewegung  in  den  Grund- 
ie  T-Projection  der  Spitze  läge  in  der  Verlänge- 
Q  senkrechten  Sm,  und  zwar  von  m  um  %  ent- 
lan  die  V-Projection  der  ganzen  Pyramide  leicht 
Die  Figur  dieser  V-Projection  kann  sich  aber 
lurttckbewegung  nicht  ändern,  sondern  dreht  sich 
äass  am  Ende  der  Bewegung  die  Grundlinie^«' 

Lage  J.C'  in  J.Q  den  Winkel  «  einschliesst.  Sie 
aber,  wenn  man 

;'  =  «,  Ah'=A^\      A&  =  At', 

n  —  Am,      ms'  J-Äc',       ms'  =A 
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macht.  Es  ist  nicht  nöthig,  die  V-Frojectionen  der  Kanten  zu 
riehen,  da  man  die  V-Projectionen  i\  c',  s'  der  Ecken  nur  in  der 
Absicht  gesucht  hat,  aus  ihnen  die  zi^ehöri^en  H-Projectionen 
J,  c,  s  und  die  H-Distanzen  abzuleiten.  Sind  diese  gefunden,  so 
yertausehe  man  die  V-Ebene  ÄQ  mit  der  vorgeschriebenen  VE, 
welche  die  AO  unter  dem  Winkel  yi  schneidet,  trage  auf  diese  die 
T-Projectionen  der  Ecken  aber  (nach  Nr.  125)  und  führe  die 
ProjectioneQ  der  Pyramide  vollständig  aus. 

n.  Ist  ABCi  die  Projection  der  Pyramide  auf  die  Ebene 
der  Basis,  mit  welcher  man  anfänglich  die  HE  zusammenfallen 
lässt,  und  zieht  man  in  dieser  Ebene  die  Gerade  AO  so,  dass 
BAO^qi,  so  wnd  man,  um  der  Aufgabe  zu  genttgen,  zunächst 
die  HE  um  J,0  so  weit  abwärts  drehen,  dass  der  Winkel  zwi- 
schen ihr  und  der  nach  unten  gekehrten  Fläche  der  Basis  =  a 
ist.  Um  auf  dieser  neuen  HE  die  Projection  angeben  zu  können, 
nehme  man  eine  zu  AO  senkrechte  VE  zu  Hülfe,  weiche  die 
Ebene  der  Basis  m  AQ  schneiden  soll.  So  lange  die  letztere 
als  HE  gut,  iäi  AQ  der  Onmdschnitt,  und  man  findet  die  zu 
ABC%  gehörige  V-Projection  A6't'S'  nafih  Nr.  48.  Die  neue 
UigQ  der  HE  schneidet  die  VE  nach  AD  so,  dass  (yAO  =  a; 
filr  diesen  neuen  Grundschnitt  AD  bleibt  die  V-Projection  der 
Pyramide  dieselbe;  die  H-Projection  aber  wird  eine  andere,  und 
man  findet  ihre  einzelnen  Punkte  ft,  c,  s,  nach  Nr.  125.  Auch 
die  Lage  der  Linie  AO  ändert  sich;  denn  da  sie  im  Kaume  auf 
JQ  senkrecht  ist,  so  muss  sie  noch  senkrecht  auf  ihr  bleiben, 
*enn  das  Grundsystem  zur  Zeichnungsebene  au%eklappt  wird. 
Statt  AO  erscheint  daher  AO  (J_  AD). 

Die  voi^eschriebene  VE  schneidet  die  AO  unter  dem  Winkel  i/». 
Man  zeichne  ihren  Grundschnitt  und  trage  auf  sie  die  Frojectionen 
4er  Ecken  aus  der  V-Ebene  AO  über  (Nr.  125). 

173.  Vebnngsanfg&beo. 

1)  Den  Mittelpunkt  der  Eugel  zu  finden,  welche  um  eine 
g^bene  dreiseitige  Pyramide  beschrieben  werden  kann. 

2)  Den  Mittelpunkt  der  in  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide 
beschriebenen  Kngel  zu  finden. 

3)  Üeber  einem  gegebenen  spitzwinkeligen  Dreieck  (als  der 


Üfev, 


Pyramide  so  zu  construiren,  dass  die  Kanten  an  det 
rechte  Winkel  bilden. 

,  Schnitte  der  Polyeder  duroh  EbeneL. 

Wird  ein  gegebenes  Polyeder  durch  eine  gegebene 
nitten,  so  erhält  man  die  Projectionen  der  Dnrch- 
,  wenn  man  die  Schnittlinien  dieser  Ebene  mit  den 
Polyederseiten  projicirt  und  von  denselben  nur  die- 
ke  nimmt,  welche  durch  die  Kanten  des  Polyeders 
•den;  oder  wenn  man  die  Schnittpunkte  der  Polyeder- 

der  g^ebenen  Ebene  snicht  und  gehörig  verbindet, 
)urchschnittäfigur  lässt  sich  nach  Nr,  141  finden. 
D  Mittel,  durch  welche  mm  die  Projectionen  dei  ScliDittfigiii 
,  lassen  sich  zuweilen  Tortheilhaft  verbindeD.  Ist  z,  B.  eine 
ren  Basis  ÄSCD...  in  det  HE  liegt  nnd  deren  Spitze  S 
tmch  eine  Ebene  zn  schneiden,  so  weiss  man  zun  vota.ns,  dass 
i  denen  die  H-Sput  dieser  Ebene  von  den  zot  Basis  gehörigen 
hren  Yerlängeningen  geschnitten  wird,  die  H-Spnren  fflr  die 
inittfignr  sind.  Hat  man  daher  einiaal  den  Ftmkt  bestimmt, 
ine  Seitenkante  CS  der  achneidenden  Ebene  begegnet,  so  er- 
mittelbar  die  Projectionen  für  die  in  den  SeitenflScben  CBS 
^nden  Seitenlinien  der  Schnittfigur,  also  anch  fflr  die  auf  die 
ad  SD  fallenden  Pnnkte,   ton  denen  ans  in  ähnlicber  Weise 

werden  kann. 

[ung  der  hieher  gehörigen  Aufgaben  wird  am  einfach- 
üe  Sdinittebene  senkrecht  auf  einer  Grundebene  steht. 

fiQlt  eine  Projection  der  Schnittfigur  in  die  gleich- 
r  der  Ebene  und  die  ümklappung  der  Figur  mit  der 

sich  bequem  ausführen.  (Es  ist  daher  in  manchen 
Beiziehung  einer  neuen  Gnindebene,  senkrecht  zur 
i  Ebene,  von  Nutzen.) 

Lufg.  In  einer  Seite  F  eines  gegebenen  auf- 
risma's  ist  eine  Gerade  G  parallel  mit  der 
Igen  und  durch  diese  Gerade  eine  Ebene  unter 

Neigung  y  gegen  die  erwähnte  Seite  F  ge- 
1  soll  das  Netz  des  durch  die  Ebene  abge- 
Prisma's  zeichnen. 

Legt  man  die  HE  durch  die  Basis  des  Prisma's  imd 
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die  VE  senkrecht  zur  Seite  F,  so  steht  auch  die  Schnittebene 
senkrecht  zur  VE;  ihre  V-Spur  ist  durch  die  V-Spur  (V-Projec- 
öon)  der  Geraden  G  und  den  Winkel  y  unmittelbar  b^timmt 
(Dieselbe  enthält  die  V-Projection  des  Schnitts,  dessen  H-Proiec- 
tion  in  die  Basis  des  Frisma's  fällt.) 

Die  horizontale  Umklappung  der  Schnittfigur  mit  ihn 
ergibt  sich  nach  Nr.  63,  ff.  Die  Seitenflächen  des  abgesi 
Körpers  (F  ausgenommen)  bilden  Trapeze,  deren  paralieh 
linien  bekannte  Längen  haben  und  deren  Basen  sich  im 

'      einer  ßeraden  aneinanderreihen.  Die  Herstellung  des  Netz 

i      also  keine  Schwierigkeit. 

176.  Anfg.    Ein  schiefes  Prisma  senkrecht 

I      parallelen  Kanten  so  abzuschneiden,  dass  eine  bes 

j      Kante  in  einem  gegebenen  Punkte  getroffen  wir 
das  Netz  des  untern  Theils  zu  zeichnen. 

Anfl.  Man  If^e  die  HE  durch  die  Basis,  die  VE 
za  den  Seitenkanten,  zeichne  die  Spuren  der  Schnittebene  i 
bestimme  die  H-Projeetion  des  Schnitts  (Nr.  44)  und  mit 
selben  die  Sehnittfigur  selbst.  Die  übrigen  Seiten  de; 
smd  rechtwinkelige  Trapeze,  deren  Basen  Seitenlinien  der 
figur  und  deren  parallele  Seiten  aus  der  VE  zu  entnehi 

I       (Nr.  29). 

Ist  das  Priama  dreiseitig,  -ao  kann  iDEin  das  Netz  auch  leicb 
erhalt«!),  dass  man  die  gebrochene  Oberfläclie  des  Prisma'a  in  e 
kDBbreitet  (d.  h.  die  drei  Seitenparallelogramme  constrnirt  and  a 
legt)  und  die  parallelen  Kanten  dnrch  eine  den  ge^benen  Punkt  an 
Gerade  senkrecht  schneidet.  Dann  ergeben  sich  sogleich  die  Trape 
die  Säten  des  abgei^chnittenen  EOrpers  bilden ;  and  wenn  man  aas  i 
,  Trapezen  angehOrigen  Stacken  jener  Geraden  ein  Dreieck  constrai: 
nun  die  Schnittfigar. 

\11,  Anfg.  Eine  Pyramide,  deren  Bestimmung 

j        gegeben  sind,  wird  durch  eine  Ebene  geschnitten, 

drei  bestimmte  Seitenkanten  in  gegebenen  Entfei 

i        Ton  der  Spitze  trifft.     Man  soll  den  Schnitt  pr^ 

und  das  Netz  der  abgestumpften  Pyramide  zeicl 

!  Anfl. 

A)  Ist  die  Pyramide  dreiseitig,  so  klappe  man  zw 
!         in  die  als  HE  geltende  Ebene  der  Basis  um,  trage  auf 

I  Onglor.  descrlpt.  Geometrie.    (.  Aufl.  10 


■"1 
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laten  die  g^ebenen  Entfenrangen  ab  und  vollende 
ich  Zurflckbewegung  der  Seiten  findet  man  die  Pro- 
drei Schnittpunkte  auf  die  Basis,  also  auch  die 
Schnittfigur, 

1  die  Pyramide  mehr  als  drei  Seiten  hat,  die  gege- 
aber,  durch  welche  die  Schnittehene  gehen  soll, 
^hbarten  Kanten  liegen,  so  läast  sich  die  Aufgabe 
Veise  behandeln  wie  die  der  Nr.  153,  oder  auch  so 
den  Falle. 

yramide  habe  eine  grössere  Seitenzahl,  und  von  den 
iuf  denen  die  Schnittpunkte  X,  Y,  Z  gegeben  sind, 
mittelbar  neben  der  andern. 
CS,  ES  diese  Kanten,  so  lege  man  durch  je  zwei  , 
Ebene,  wodurch  eine  dreiseitige  Pyramide  entsteht, 
zur  Basis  hat.  Von  dieser  Pyramide  klappe  man 
1,  etwa  ACS  und  AES,  trage  aufden  umgeklappten 
igebenen  Entfernungen  SiXi=  83X2,  SiYi,  S^Z^ 
Ci,  ^1X3  und  verlängere  sie,  bis  CA  und  EA  in 
schnitten  werden;  dann  ist  PQ  die  H-Spur  der 
SiYZ.  Nun  lege  man  die  VE  senkreckt  zu  PQ, 
■Projection  der  Pyramide,  bestimme  die  H-Projec- 
Schnittpunkte  X,  Y,  Z,  etwa  x,  sammt  der  zuge- 
ection  x"  (Nr,  44),  und  verbinde  x"  mit  dem  Punkte 
n  Grundsclmitt  trifft,  so  hat  man  die  V-Spur  OP' 
Qe  XYZ.  Die  Schnitte  der  OP'  mit  den  V-Pr&- 
^amidenkanten  sind  die  V-Projectionen  der  Punkte, 
Ebene  XYZ  diese  Kanten  trifft;  die  zi^ehörigen 
.  sucht  man  nach  Nr.  44. 

eitaproben:  Dio  so  gefundenen  H-Projectionen  y  und  z 
in  die  am  Yi  and  Z\  anf  A  C  und  A  E  gelallten  Senk- 
-  P,x,y  mtlasen  in  geraden  Linien  liegen;  ebenso  t^,  x,  ?.) 
nun  die  Projectionen  der  Schnittfigur  bekannt  sind, 
cht  diese  Kgur  selbst  mit  der  Ebene  X  YZ  um- 
luch  die  übrigen  Stücke  des  Körpemetzes  durch 
iklappung  der  Seiten  finden. 

*g.   Von  einer  Pyramide  ist  ausser  der  Basis 
Seite  ABS  sammt  der  Neigung  u 


eine 
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dieser  Seite  gegen  die  Basis  gegeben.  Die  Pyramide 
wird  durch  eine  Ebene  abgestumpft,  welche  der  Seite 
äSS  nach  der  Linie  XV  unter  dem  Winkel  ^  begegnet. 
Man  soll  das  Netz  des  Körpers  zeichnen. 

Aufl.  Man  I^e  die  HE  durch  die  Basis,  zeichne  an  AB 
die  TJmklappung  ABS^  der  Seite  ABS,  suche  die  H-Spur  JJ 
der  (in  XoVo  umgeklappten)  Linie  XF,  so  hat  man  einen  Punkt 
ffir  die  H-Spur  der  Schnittebene.  Diese  Spur  BQ  läsat  sich  als 
die  Kante  eines  Dreikants  auffassen,  dessen  beide  andere  Kanten 
die  Linien  EB  und  R  V  sind,  und  von  welchem  man  eine  Seite 
BRVit  und  zwei  Winkel  180"  —  «  und  y  kennt.  Sucht  man 
daher  (Nr.  112)  die  Seite  BRQ  dieses  Dreikants,  so  kann  man  RQ 
ziehen.  Nun  lege  man  die  YE  senkrecht  zu  RQ,  zeichne  beide 
Projectionen  der  vollständigen  Pyramide  und  bestimme  die  Pro- 
jectionen  eines  der  Punkte  X,  V.  Durch  die  V-Projection  des- 
selben geht  die  V-Spur  der  Schnittebene.  Das  weitere  Verfahren 
ist  da^elbe  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe. 

An  merk.  Wird  eine  Fyramide,  deren  Basis  in  der  HE  liegt,  durch 
«ine  beliebige  Ebene  gescbnittoD ,  so  sind  (wie  schon  in  Nr.  174  bemerkt 
iinrde)  die  Punkte,  in  denen  die  Bichtnngen  der  Basenkanten  die  H-Spor 
der  Ebene  treffen,  die  Sporen  fflr  die  Seiten  der  Schnittfignr,  und  diese 
Funkte  behalten  ihie  Lagen,  wenn  man  die  schneidende  Ebene 
am  ihre  H-Spnr  dreht.  Man  kann  sich  nnn  die  Seitenkanten  der  Pyra- 
mide unter  die  Baals  hinab  und  über  die  Spitae  hinaus  Terlängert  denken, 
M  dass  ein  Tielkant  sammt  seinem  Scbeitelkant  sich  darstellt,  nnd  die  Stell- 
nsg  der  schneidenden  Ebene,  unter  Beibehaltung  ilirer  E-Spur,  beliebig  ändern. 
Verfolgt  man  dabei  die  Aenderungen  der  in  der  HE  erscheinenden  Projec- 
tion,  so  ergibt  sich  folgender  Lehrsatz  der  ebenen  Geometrie: 

Wenn  die  n  Seiten  eines  veränderlichen  n-Ecks  nach  n  festen 
Punkten  gerichtet  bleiben,  welche  in  einer  Geraden  liegen,  und 
(n-l)  Ecken  dieses  Polygons  in  eben  so  vielen  festen  Geraden 


Terbleiben,  welche  sich  in  eine 

n  Pt 

nkte  s 

chneide 

,  so  bleibt 

Bnch  das  noch  Qbrige  Eck  in 

ine 

festen 

durch 

gehenden 

Öeraden. 

(Der  Sati  lässt  sich  anch  in  Umkehmng  aussprechen.) 
Ersetzt  man  die  Pyramide  dnrcb  ein  Prisma,  so  erhält  mai 
sprechenden  Lehrsatz  mit  dem  Unterschiede,  dass  statt  der  in  s 
Unfendeu  festen  Geraden  jetzt  parallele  Gerade  auftreten.    (De 
'A  in  unendlicher  Entfernung  verschwanden.) 

10" 
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UebangsanfgabeD. 

Q  gegebenes  Prisma  so  zu  schneiden,  dass  drei  bestimmte 

gegebenen  Punkten  getroffen  werden. 

uen  gegebenen  Körper  so  zu  schneiden,  dass  eine  be- 

ant«  senkrecht .  halbirt  wird. 

a  rechtwinkeliges  Parallelepiped )  ,     ,     .      ™. 

L-.,*_-  11-       -D     n  1    ■    .1  (  ^^^^  eme  Ebene  zu 
a  schiefwinkeliges  Parallelepiped  I 

welche  gegen  zwei  bestimmte  Seiten  gegebene  Neigungen 

ioem  bestimmten  Eck  eine  gegebene  Entfernung  hat. 

ae  vierseitige  Pyramide  nach  einem  Trapez  zu  schneiden, 

allele  Seiten  beziehungsweise  in  der  Basis  und  einer 

I  Seitenfläche  liegen  und  gegebene  Längen  haben. 

ae  vierseitige  Pyramide  nach  einem  Trapez  za  schneiden, 

lUele  Seiten  durch  zwei  in  bestimmten  Seitenflächen  ge- 

okte  gehen. 

ne  vierseitige   Pyramide  nach  einem  Parallelogranom 

jnem  Inhalt  zu  schneiden.  * 

Den  Würfel  nach  einem  Dreieck  zu  schneiden,  welches 

jbenen  (spitzwinkeligen)  Dreieck  congnient  ist. 

Anfg.  Ein  dreiseitiges  Prisma  so  zu  schneiden, 
Schnittfigur  einem  gegebenen  Dreieck  ähnlich 
urch  einen  auf  dem  Prisma  gegebeneu  Punkt 


t  das  Prisma  ein  aufrechtes,  so  lege  man  die  HE 
Basis,  welche  dann  sogleich  die  H-Projection  des 
'orstellt,  und  löse  die  Aufgabe  der  Nr.  145.  Hat  man 
e  der  Schnittebene  gefunden,  so  kann  man  die  Punkte 
,  in  denen  die  einzelnen  Kanten  geschnitten  werden, 
etz  herstellen. 

aen  der  Winkel  W^,  W^,  Wg  in  dem  gegebeaea  Dreieck  (welchem 
Lbnlich  weiden  aoll)  können  sieb  aaf  die  drei  Kanten  KijE^'^a 
anf  sechs  verecbiedene  Arten  vertheilen,  nach  fol^odem  Schema : 

Ai  die  Lesbarkeit  der  Aufgaben  5—7  einen  grossem  Spielraum 
kann  mau  znlaasen,  dass  statt  einer  bestimmten  F^iamidenfläche 
arch  Verlfingentng  der  Kanten  zn  gewinnende)  Erweiternng 
lOtzt  werden  dUrfe. 


TFa  TT, 

[le  entsprechen  (nach  Anfg.  Nr.  145] 
i  Allem  6  .  S  =  12  ADflOsiiiigen  mDg 
le  Dreieck  gleicbachenkelig  (z 
labl  der  AoflOsangeD  ant  8  .  2  ^  6. 
:  gleichseitig  (TFi  =  Fj  =  TPs 


ma  ein  schiefes,  so  suche  ms 

t  (Nr.  176)  und  nehme  ihn  1 

'risma  zu  einem  aufrechten, 

tere  Behandlung  der  Aufgabe  ist  dieselbe  wie  vor! 

181.  Aafg.  Ein  Prisma,  dessen  Basis  ei 
gramm  ist,  so  zu  schneiden,  dass  die  8 
einem  gegebenen  Parallelogramni  ähnli 
durch  einen  gegebenen  Punkt  des  Prisni! 

Anfl.  Man  halbire  das  gegebene  Farallelograi 
Di^onale  und  entsprechend  das  Prisma  durch  eine 
Schneidet  nian  die  dreiseitige  Prismenhälfte  so,  da 
dem  halben  Parallelogramm  ähnlich  wird  (Nr.  18 
Schnittebene  die  verlangte. 

Es  sei  KLMN  die  gegebene  Gestalt  des  Schnittes  i 
Kokrecbte  Durchschnitt  des  Prisma's  (also  die  Picitection 
eine  nene  HE);  die  Diagonalebene  gehe  durch  AG.  Nun  k: 
die  Projection  des  Winkels  L  aia  anch  die  des  Winkels  K 
man  die  Diagonale  KM  odet  die  Diagonale  LN  der  D 
Prisma'a  entsprechen  l&sat.  Soll  ias  dreiseitige  Prisma  I 
^>Kr  dem  Dreieck  KLM  ähnlichen  Figur  geschnitten  ws 
hier  von  den  6  Paar  Auf  ISsnngen ,  deren  die  Aufgabe  der 
gimeinen  fähig  ist,  bbs  2  Paar  in  AnwenÜnng  kommen 
spitze  J.  nnr  anf  die  Kante  B  fallen  kann);  dasselbe  gilt 
^^1  wenn  der  Schnitt  des  Frisma's  ABC  dem  Dreieck  L. 

ir  und  der  folgenden  Aufgabe  dürfen  notbigt 
ma's  über  die  Endflächen  hinaus  erweitert  < 
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folgt,  iaas  t&r  die  gegenwäitige  Aufgabe  die  Zahl  der 
gen  4.2=8  ist.  Zur  üebeiaicht  der  rier  Paare  dient 
tna  (wo  unter  B,  t,  it  immer  diejenigen  Winkel  in  hori- 
3n,  als  deren  Ptojectionen  jene  erscheinen  können). 


IN  ein  Rechteck  (Ä=i,  x  =  v,  y  =  lo)  oder  ein 
,  x  =  y),  eo  ergeben  sich  nnr  2.2  =  4  Äadösnngen; 
>nimt  auf  1.2  =  2  herab,  wenn  KL  MN  ein  QnadiBt 

■=!  «j  ^  X  ^  y)  ist 

Schnitte  der  Polyeder  unter  Bioh. 

Schnitt  eines  Polyeders  durch  ein  zweites  gibt 

Fällen  eine  Figur  deren    Seitenlinien   nicht  in 
en. 
3t  bei  einem  solchen  Durchschnitt  ein  Theil  des 

ganz  im  zweiten,  ohne  an  einer  andern  Stelle 
chein  zu  kommen,  so  sagt  mw,  das  erste  dringe 
ite.  Fällt  ein  Stück  des  einen  ganz  innerhalb 
eh  80,  dass  die  Endstücke  des  ersten  beiderseits 
rn^en,  so  durchdringt  das  erste  das  zweite 
it  jedes  ein  Stück  vom  andern  hinweg,  ohne  dass 
:end  einer  Stelle  vom  andern  ganz  umschlossen 
liden  sich  beide  gegenseitig  aus  (Fig.  71), 
etzten  Falle  ist  die  Sehnittfigur  eine  einzige  ge- 
1  geschlossene  Linie;  im  zweiten  besteht  sie  aus 
:en. 

eiden  Polyeder  durch  ihre  Projeetionen  gegeben, 
ie  Projeetionen  des  Schnitts,  wenn  man  entweder 
icirt,  nach  denen  die  Seiten  des  ersten  Polyeders 
weiten  schneiden,  aber  immer  nur  das  Stück  einer 

beibehält,  welches  innerhalb  der  sich  schneiden- 
er Polyeder  zugleich  liegt;  oder  wenn  man  die 
Q  die  Seiten  des  ersten  von  den  Kanten  des  zwei- 
rden,  mit  den  Punkten,  in  welchen  die  Eanten 
eiten  des  zweiten  begegnen,  in  gehöriger  Ordnung 
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Terbindet.  Wie  man  sich  hiebe!  zu  benehmen  habe  um 
verwickelten  Zeichnung  auszuweichen,  soll  an  einigen  B 
gezeigt  werden. 

183.  Aufg.  Ein  Prisma  und  eine  Pyramid 
durch  ihre  Projectionen  gegeben.  Man  soll 
Durchschnitt  projiciren  und  die  Seiten  der  Si 
figur  auf  dem  Netze  jedes  Korpora  angebefl. 

Aufl.  Die  h-projicirende  Ebene  der  Kante  DG  dea 
schneidet  drei  Kanten  AC,  AS,  AB  der  Pyramide  in  dei 
ten  U,  V,  W,  deren  H-Projectionen  die  Punkte  m,  t>,  w  b: 
deren  V-Projectionen  man  nach  Nr.  44  findet;  die  Pyrami 
wird  also  durch  jene  projicirende  Ebene  nach  einem  Dreiec 
geschnitten,  tmd  die  Punkte,  in  denen  die  Kante  DO  d 
mide  trifft,  können  nirgend  anders  liegen  als  in  den  Seit- 
Dreiecks.  Zeichnet  man  seine  V-Projection  v'a'w,  so  fin 
die  Y-Projectionen  p',  p"  dieser  Punkte,  und  hieraus  au( 
Nr.  44)  die  H-Projectionen  pi ,  p^.  Ebenso  ergeben 
Pnnite  (pg,  p"'),  (p^,  y),  in  welchen  die  Pyramide 
Prismenkante  EH  geschnitten  wird.  Wendet  man  dasse 
fahren  auch  auf  die  Kante  FJ  an,  so  wird  man  finde 
ihre  V-Projection  f'i'  die  V-Projection  der  B'igur,  nach 
ihre  h-projicirende  Ebene  die  Pyramide  schneidet  (und 
hier  ein  Viereck  ist),  gar  nicht  trifft,  woraus  fo^,  i 
Kante  FJ  selbst  neben  der  Pyramide  hinläuft,  ohne  ihi 
g^en.  —  Die  Punkte  Q,  in  denen  die  Kant«n  der  I 
die  Selten  des  Prisma's  durchdringen,  findet  man  auf 
Weise.  Die  h-projicirende  Ebene  der  Kante  SB  schnei 
Prisma  nach  einem  Dreieck  XYZ,  dessen  V-Projection 
TOD  der  Y-Projection  s'  b'  jener  Kante  in  den  Punkten  g' 
troffen  wird;  und  wenn  man  (nach  Nr.  44)  die  zug 
H-Projectionen  gi,  q^  bestimmt,  so  hat  man  in  (qj,  g'), 
die  Schnittpunkte  der  Kante  SB  mit  den  Seiten  GF  u 
des  Prisma's.  Die  Pyramidenkante  SC  b^egnet  den  I 
Seiten  Gi^.ifJ^iu  den  Punkten  (38,  O.  (?*.  O  Die  Ki 
trifft  das  Prisma  gar  nicht.  Dass  auch  keine  der  Kautel 
lasis  ABC  das  Prisma  schneiden  kann,  ersieht  man  unn 
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rojectionen  der  gegebenen  Körper.  —  Es  kommt  nun 
an,  die  erhaltenen  Punkte  P  und  Q  gehörig  durch 
erbinden,  welche  dann  die  Schnittlinien  der  Seiten 
ir  darstellen.  Hiebei  beachte  man,  dass  immer  zwei 
;e  verbunden  werden  müssen,  welche  in  einer  und 
ite  des  Friana's  und  zi^leich  in  einer  und  derselben 
ramide  liegen.   Nun  liegen  z.  B.  die  Punkte  Pi  und  Pg 

Seite  DH  des  Prisma's  und  beide  in  der  Seite  Ä8C 
e;  also  ist  Pi  Pg  der  Schnitt  jener  Prismenseite  mit 
idenaeite.  Ebenso  ist  P3  Q^  der  Schnitt  von  HFxmi  ASC. 
so  fort,  so  findet  man  FiPsQ^QsP*  P2Q1QSP1 
)3  Schnittes  beider  Körper. 

klar ,  dass  man  zur  Auffindung  der  Punkte  P  und  Q 
projicirenden  Ebenen  der  Kanten  auch  die  v-projici- 
i  anwenden  können,  oder  auch  die  h-projicirendeu 
Prismenkanten  und  die  v -projicirenden  der  Pyramiden- 

un^ekehri) 

cbanng    das  Netzes. 

r  die  Pyramide.  Ist  das  Netz  der  vollständigen 
itworfen  (indem  jedes  Dreieck  aus  seinen  drei  Seiten 
Tirde),  so  bestimme  man  auf  der  Kante  SC  die 
und  ^4 ,  indem  man  entweder  die  wahren  Längen 
id  SQ4  sucht,  oder  SC  in  Q^  und  ^4  so  theilt,  dass 

SQs  ■■  SQi :  SC  =  sqs :  sqt :  sc. 
lie  Gerade  spi  r,  theilt  J.  C  in  ü  im  Verhältnisa  von 

SB  im  Verhältniss  von  spi  :pir,  so  findet  man  im 
C  den  Punkt  Pi ;  ähnlich  erhält  man  den  Punkt  Pg 
lun  das  Stück  Pi  P3  §4  Qg   der  Sehnittfigur  in  der 

des  Netzes  zeichnen.     Auf  dieselbe  Weise  trägt  man 

Stücke  in  die  betreffenden  Seiten  über. 
r  das  Prisma.     Man  ziehe  die  Gerade  hq^k,  con- 
Dreieck  HKJ  aus  seinen  drei  Seiten,  theile  HKva  Qi 
iss  von  Ä52  :  q^h,  setze  an  JE" ein  Stück  KF so,  dass 

FK:  KJ=ß:ki 
i  das  Parallelogramm  FH,   so  hat  man  eine  Seite 
's  und  in  ihr  einen  Eckpunkt  Q^   der  Sehnittfigur. 
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Auf  der  Kante  HE  trage  man  die  Punkte  P3  und  i 
den  vierten  Punkt  in  dieser  Seite  zu  erhEdten,  1^  n 
eine  Gerade,  welche  zugleich  entweder  durch  ein  Eck  d 
gramms  fh  geht  oder  mit  einer  seiner  Seitenlinien  pi 
trage  diese  Gerade  in  die  Seite  FH  des  Netzes  über 
bei  der  Pyramide  mit  der  Geraden  SR  geschah)  ^a\ 
auf  ihr  (mittels  einer  Proportionaltheünng)  den  Pu 
Ebenso  verfährt  man  in  Bezug  auf  die  übrigen  Seiten 
Man  kann  auch,  wenn  der  Baum  es  gestattet,  f 
jeder  Seite  der  Pyramide  oder  des  Prisma's  die  H-1 
und  in  der  horizontalen  ümklappung  der  Ebene  sowoi 
der  Seite  selbst  als  auch  die  Ecken  der  Schnitt^ui 
in  diese  Seite  föllt)  angeben. 

184.  Derselbe  Weg,  welcher  zur  Auflösung  de 
den  Aufgabe  fuhrt,  iSsst  sich  bei  jeder  andern  hieb 
Aufgabe  einsehlagen,  die  gegebenen  Polyeder  mögen 
sie  wollen.  Ebenso  passt  die  zweite  Auflösung  der  1 
den  Aufgäbe  (Nr.  185)  im  Princip  auch  für  noch  anc 
als  die  dort  betrachteten. 

Bei  gegebenen  Pyramiden  und  Prismen  lat 
auf  den  Seitenkanten  liegenden  Eckpunkte  der 
noch  durch  ein  anderes,  den  genannten  Körpern  eig 
Verfahren  erhalten,  welches  in  Nr.  185  AuÜ.  I,  Nr.  186 
seine  Erläutenmg  findet. 

186.  Aofg.  Den  Schnitt  zweier  gegebt 
miden  zu  projieiren. 

k.  Die  Basen  ABC,  DEF  beider  Pyra 
gen  in  der  HE. 

Anfl.  I.  Wird  die  eine  Pyramide  von  einei 
schnitten,  welche  durch  die  Spitze  gelegt  ist,  so  bildt 
ein  Dreieck,  dessen  Spitze  in  die  Pyramidenspitze  1 

*  Hätte  das  als  Basis  der  Pyramide  dienende  Polyg 
spiingende  Winkel  (nas  aber  hier  nicbt  angenominen  n 
kflDuten  statt  eines  Dreiecks  znei  oder  mehr  (mit  gemeinscbi 
cncfadnen. 
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sich  durch  eine  Kante  der  andern  Pyramide,  ao 
Qte  die  erste  Pyramide  nirgendwotuidera  treffen 
in  jenea  Dreiecks.  Jede  solche  Ebene  geht  durch 
ilinie  ST  beider  Spitzen,  ihre  H-Spur  also  durch 
iieaer  Linie,  Zieht  man  nun  z.  B.  BC,  so  hat 
'  einer  Ebene,  in  welcher  die  Kante  jS  C  der  einen 
ie  Spitze  T  der  andern  liegt,  und  die  Punkte  M,  N' 
:en  der  Geraden  TM,  TN,  nach  denen  zwei  Sei- 
FTE)  der  Pyramide  T  von  der  Ebene  geachnit- 
ist  MNt  die  H-Projection  des  dreieckigen  Schnitts 
der  Pyramide) ;  die  Punkte  p^,  Pe,  in  welchen 
7s  den  Projectionen  Mt,  Nt  begegnet,  sind  daher 
1  der  Punkte  Pj ,  P^,  in  denen  die  Kante  S  C 
1  der  Pyramide  durchdringt.  Eben  so  kann  man 
len  der  Punkte  finden,  wo  die  übrigen  Kanten 
;  die  Seiten  der  Pyramide  T  —  und  die  Kantfln 
i  Seiten  der  erstem  treffen;  und  durch  gehörige 
■  erhaltenen  Punkt«  ergibt  sich  die  H-Projection 
.  (Bei  der  in  der  Figur  72  gewählten  Lage  der 
leidet  die  eine  Basis  die  andere  in  den  Punkten 
5,  welche  der  Schnittfigur  angehören  müssen), 
jection  der  Figur  entsteht,  wenn  man  die  V-Pro- 
skpunkte  sucht  (Nr.  44)  und  verbindet,  wobei  sich 


Sind  die  Punkte  pi  und  ps  auf  die  oben  ange- 
ler auch  nach  der  Methode  der  Nr.  183  gelimden, 
h  die  H-Projectionen  PiPz,  P9PB  för  "Üe  Schnitte 
er  Seite  SCS  mit  den  Seiten  EFT  und  BET. 
Seite  EFT  mit  der  Seite  ÄCS  mass  durch  Pa 
seine  H-Spur  in  V,  wo  EF  und  AC  sich  be- 
ist  Vp^  die  Richtung  seiner  H-Projection;  die 
t  aber  hat  ihren  Endpimkt  iu  ps ,  wo  sie  der 
3  tF  begegnet,  und  zugleich  ist  p»  die  Projection 
ir  Kante  TF  mit  der  Seite  ACS.  Da  nun  die 
1  der  Seite  DFT  angehört,  so  geht  der  Schnitt 
t  ACS  durch  Pg;  seine  H-Spur  ist  der  Durch- 
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d  DF,  seine  H-Projection  hat  also  die 
Kichtung  Wp^Pi.  Dadurch  bestimmt  aich  die  H-Projection  des 
Punkte  P4,  in  welchem  die  Seite  BFT  tod  der  Kante  AS  ge- 
troffen wird,  und  somit  auch  die  H-Projection  pi  P5  des  Schnitte 
der  Seiten  BFT  und  ABS.  —  Vom  zweiten  Stücke  der  Schnitt- 
fignr  ist  die  Seitenlinie  Pg  Pb  bereits  projieirt.  Die  Projection  p^pj 
würde  man  erhalten  durch  Yerbindung  des  Punktes  pg  mit  dem 
Durchschnitt  der  CA  und  EB;  da  aber  in  der  Fig.  72  dieser 
Durchschnitt  in  zu  grosse  Entfernung  fällt,  so  bestimme  man  den 
Punkt  p^  nach  Aufl.  I,  und  verbinde  ihn  mit  pz  und  Pg.  (Die 
ZOT  Auffindung  desselben  anzuwendende  Schnittebene  TSBA  fährt 
zugleich  auch  auf  den  Punkt  pt,  was  als  Genauigkeiteprobe 
dienen  kann.) 

t  Läge  dm  Dreieck  DEF  ganz  innerhalb  des  Dieiecke  ABC,  ao 
würde  der  projicirte  Schnitt  der  Pjramidea  eine  geschloesene  Figur  geben, 
und  man  mOsate  bei  wiederholt«!  Anwendung  dee  in  Anfl.  II  gelehrten 
Verfahrens  wieder  auf  denselh«!  Punkt  p^   inrückkorainen ,  Yon  welchem 


B)  Liegen  die  Basen  nicht  in  der  HE,  so  denke 
man  sich  die  gebrochene  Oberfläche  jeder  Pyramide  über  die 
Basis  hinaus  bis  zur  HE  fortgesetzt  und  zeichne  ihre  H-Spur 
(indem  man  die  Spuren  der  Seitenkanten  sucht  und  verbindet). 
Dann  kann  man  die  Anfgabe  in  ähnlicher  Weise  behandeln  wie 
vorhin,  nnd  hat  nur  zu  beachten,  dass  alle  jene  Stücke  der  Schnitt- 
5gur,  welche  unter  die  ursprüi^hchen  Basen  der  Pyramiden 
htnabfallen,  wegzulassen  sind. 

Eme  oder  mehrere  Seitenlinien  der  Schnittfigur  können  in 

einer  Basis  selbst  liegen;  es  kann  daher  behufs  der  zweiten 

f  Auflösung  nßthig  werden,   ausser  den  Spuren  der  gebrochenen 

Oberflächen  auch  die  Spuren  fär  die  Ebenen  der  Basen  zu  be- 


*  Zur  Zeichaong  der  H-Projection  der  Schnitt6gDr  nach  dem  in  der 
■TBten  Anflosnng  angegebenen  Verfahren  hat  man  die  T-Pcejectionen  der 
Pframiden  nicht  weiter  nOthig,  als  mn  die  H-Spnr  R  der  durch  die  Spitzen 

gehenden  Geraden  ST  bestimmen  zn  können;  man  wird  daher  immer  die- 
selbe h^rojicirende  Fläche  erhalten,  wenn  man  die  Spitzen  der  Pyramiden 
'D  den  projicirenden  Lethen  Se,  Tt  so  verrückt,  dasa  ihre  Verbindungslinie 
neder  dnich  R  geht.  Hierin  gibt  sich  ein  Lehrsatz  der  räamlichen  Geo- 
letrie  zn  erkennen. 
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I  erste  Auflösung  betrifft,  so  reicht  man  mit 
n  Verfahren  auch  hier  völlig  aus,  falls  keine 
iner  Pyramide  mit  der  andern  Pyramide  zum 
lt.  Iiässt  sich  aber  nicht  mit  Sicherheit  vor- 
soleher  Durchschnitt  unmöglich  ist,  so  wende 
nkanten  die  Methode  der  in  Nr.  183  enthal- 


Den  Durchschnitt  zweier  gegebenen 

I  N  zu  projiciren. 

.nblick  der  in  der  Pigm-  gegebenen  Projectionen 
igt  gleich  anfangs,  dass  hier  keine  von  den 
a  Bndflächen  des  einen  Körpers  angehören,  den 
ft. 

:ch  eine  Kante  AB  des  Prisma's  M  eine  Ebene 
nten  des  Prisma's  N  (Nr.  52),  so  wird  letzteres 
<^amm  FPT geschnitten,  und  die  Punkte. Pi.Pj, 
tenlinien  dieses  Parallelogramms  von  der  Kante 
en,  sind  die  Schnittpunkte  dieser  Kante  und  der 
des  Prisma's  N. 

äie  Funkte  gefunden,  in  denen  die  sämmtlichen 
e  Seiten  von  N  durchdringen,  so  suche  man 
3  Q  der  Kanten  von  N  mit  den  Seiten  von  31, 
trhaltenen  Punkte  in  richtiger  Ordnung. 

Den  Durchschnitt  einer  gegebenen 
einem  gegebenen  Prisma  zu  projiciren, 
ndflächen  ganz  ausserhalb  der  Pyra- 

man  durch  die  Spitze  der  Pyramide  eine  Pa- 
snkante  des  Prisma's,  so  ist  jede  durch  L  ge- 
Prismenkanten  parallel  und  kann  daher  das 
einem  Parallelogramme  schneiden.  Geht  eine 
eich  durch  eine  Seitenkante  der  Pyramide,  so 
mkte  dieser  Kante  mit  jenem  Parallelogramm 
men  die  Kante  die  betreffenden  Prisraenseiten 


r"'' 
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Eine  Ebene  durch  L  und  eine  Prismenkante 
Pyramide  nach  einem  Dreieck.  Da,  wo  die  Prismei 
Dreieck  begegnet,  durchdringt  sie  die  betreffende! 
Seiten. 

Hat  man  sämmtUehe  Kanten  beider  Körper 
behandelt,  so  ist  nur  noch  übrig,  die  erhaltenen  P 
m  verbinden. 

188.  Uebnngsanfg.  Ein  Würfel  sei  in  sol 
projicirt,  dass  eine  seiner  Diagonalen  senkrecht  zu  H I 
and  werde  durch  eine  horizontale  Ebene  nach  einei 
schnitten.  Die  H-Projection  dieses  Dreiecks  gelte  a 
senkrechten  Prisma's,  dessen  Höhe  grösser  ist  als 
des  höchsten  Würfelecks.  Man  soll  den  Durchschnit 
und  des  Würfels  zeichnen. 

189.  Nicht  immer  l&sst  sich  sogleich  voraus^ 
durch  ihre  Projectionen  gegebene  Polyeder  zum 
kommen  oder  nicht.  Sind  jedoch  die  gegebenen  E 
den  oder  Prismen,  so  ist  die  Entscheidimg  darüber 
und  aus  den  Nummern  185 — 187  ist  das  hiebei  zu 
Verfahren  leicht  abzunehmen. 

Es  wurde  z.  B.  bei  den  in  Fig.  73  vorli^e 
metst  die  Richtung  für  die  H-Spuren  der  mit  sämn 
parallelen  Schnittebenen  bestimmt.  Hätte  nun  von 
Kichtung  gezogeneu  Spuren  keine  einzige  die  beidei 
gelegenen)  Basen  der  Prismen  zugleich  schneide 
vQrden  die  Prismen  selbst  keinen  Durchschnitt  ge^ 


fc-^  li 


echstes    Kapitel. 

Ton  kmimuen  Linien. 

tand  mathematischer  TJntersnchimgen  kann  eine 
irve)  nur  dann  sein,  wenn  sie  nach  einem  be- 
gebildet ist.  Von  der  Art  dieses  Gesetzes  hängt 
urve  selbst  ab ,  und  die  Eenntniss  desselben 
iich  die  Mittel  zur  Darstellung  der  Curve  liefern. 
Polge  jener  Gesetzmässigkeit  in  der  Entstehung 
setzmäss^keit  ihrer  Form  und  Stetigkeit  ihres 
s  Auge  das  Gesetz  der  Form  erkannt,  so  reicht 
ahl  von  Punkten  der  Curve  hin,  um  von  ihr 
eine  Vorstellung  hervorzurufen. 

i  alle  Punkte  einer  Curve  in  einer  Ebene,  so 
tien  oder  einfachgebogen  genaimt;  ausser- 
iwunden  oder  doppeltgebogen. 

Stück  einer  gesetzmässigen  ebenen  Ourve  eine 
lüden  kann,  eben  so  wenig  kann  ein  Stück  einer 
amten  Gesetze  gewundenen  Curve  in  eine  Ebene 
e  krumme  Linie  vor,  welche  zum  Theil  in  einer 
id  dann  sich  aus  derselben  erhebt,  so  ist  diese 
ine  vCllig  gesetzlose  Linie,  oder  eine  Zusam- 
<ü  zwei  verschiedenen  Curven,  deren  jede  ihr 
lungsgesetz  hat. 

!  eben  bemerkt)  kein  noch  irgend  messbarer  Theil 
dl  in  ig  sein  kann,  so  ist  es  doch  möglich,  auf 

Bogen  von  so  geringer  Länge  zu  denken,  dass 
des  Bogens  von  der  zu  ihm  gehörigen  Sehne 
iiweisen  ist.  Ein  Bi^en,  welcher  unendlich 
kleiner  als  jede  noch  angebbare  Grösse,  heisst 
r  Curve,  und  es  ist  erlaubt,  ein  solches  Element 
bmen.  In  diesem  Sinne  stellt  eine  Curve  die 
her  sich  eine  in  oder  um  sie  beschriebene  ge- 
twährend  nähert,  wenn  man  deren  Bruchstficb 
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immer  kleiner  und  ihre  Anzahl  immer  grosser  wei 
Vermehrb  man  z.  B.  die  Seiten  einea  in  einen  Kreis  bet 
Polygona  ohne  Aufboren,  so  werden  diese  Seiten,  welc 
Sehnen  des  Kreises  sind,  zu  Elementen  desselben;  i 
übersteigt  aber  dann  jede  noch  so  grosse  Zahl,  oder  i 
endlich  gross.  Eine  ebene  krumme  Linie  ist  die 
eine  in  der  Ebene  liegende  gebrochene,  eine  doppeltge 
Grenze  für  eine  doppeltgebrochene,  d,  h.  eine  solche,  v 
irgend  drei  aufeinanderfolgende  Bruchstücke  nicht  in 
Ebene  li^en;  demnach  können  auch  drei  aufeinanc 
Elemente  einer  doppeltgebogenen  Linie  im  Allgeme 
in  einerlei  Ebene  liegen. 

192.  Eine  Curve  kehrt  entweder  in  sich  selbst  z 
der  Kreis)  und  heisst  dann  eine  geschlossene;  o( 
nicht  geschlossen,  d.  h.  sie  setzt  sich  vermCge 
dungsgesetzes  ohne  Ende  fort. 

Das  Bildui^sgesetz  einer  Curve  kann  anf  mehrei 
liegende  Theile  führen,  welche  zusanmien  erst  die  v 
Curve  ausmachen  (wie  z.  B.  in  Fig.  89);  dann  heisst 
zeke  Theil  ein  Zweig  oder  Ast  der  Curve.  Ein  sol 
wieder  entweder  in  sich  geschlossen  sein  oder  nicht. 

t  In  Obigem  ist  der  Begriff  der  Geschlossenheit  im  n 
Smne  genommen.  Im  weiteren  Sinne  hat  auch  manche  iu'i 
Uofende  Curve  als  eine  geachlosaeoe  zu  gelten.  Es  ist  nämli 
endlosen  Cnrve  zu  nnterscheiden,  ob  zwei  Theile  derselben  zwei  y 
unendlich  fernen  Fankten  zustreben,  oder  einem  und  demselben. 
Falle  achliesaen  sich  die  Theile  im  Unendlichen  aneinander;  t 
Tom  einen  Theil  durch  den  anendlich  fernen  Punkt 
aaf  den  andern  TheU.  (Denkt  man  sich  z.  B.  einen  Kreis  an) 
central  projicirt  [Nr.  2]  und  die  Lage  so  gewählt,  daas  ei 
jectionsstrahlen  parallel  nur  Ömndebene  ist,  so  wird  die  Projectioi 
einen  anendlich. fernen  Punkt  haben,  welcher  zwei  unendliche 
aeinschaftlicb  zngehOrt;  beide  Bogen  hängen  in  diesem  nnen 
n.) 


19S.     Die  Erklärung  von  einer  Tangente,  welct 

lieh  in  der  Elementai^eometrie  bei  Gelegenheit  des  I 

geben  wird,  ist  für  die  höhere  Geometrie  zu  eng,  i 

etade  sehr  wohl  nur  einen  einzigen  Punkt  mit  ei 
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gemein  haben  und  doch  keine  Tangente  sein  —  aber  auch  eine 
/i.  -  "inem  Punkte  berühren  und  zugleich  in  andern  Punkten 
cann.  Um  zu  dem  allgemeinen  Begriff  einer  Tangente 
ibenen  oder  gewundenen)  Curve  zu  gelangen,  lege  man 
als  Berührungspunkt  gewählten  Punkt  Ä  und  einen 
mkt  B  der  Curve  eine  nach  beiden  Seiten  unbegrenzte 
und  denke  sich  diese  Gerade  dadurch  um  A  gedreht, 
'unkt  B  auf  der  Curve  immer  näher  gegen  A  rückt. 
mit  dieser  Drehung  so  lange  fortgefahren,  bis  der 
uf  den  Punkt  J.  gefallen  ist,  so  stellt  G  die  Tangente 
im  Punkte  A  dar,* 

ener  Drehung  der  Linie  G  wird  der  Winkel  zwischen 
rebten  Tangente  in  A  und  der  fiichtui^  der  Sehne  AB 
ein,  wenn  B  aehr  nahe  an  A  kommt,  und  kann  (mit 
tikel  7on  noch  messbarer  Grösse  vei^lichen)  ala  ver- 
I  ai^esehen  werden,  wenn  B  dem  Berührungspunkte  Ä 
ih  nahe  gekommen  oder  die  Sehne  AB  za  einem  Ele- 
■  Curve  geworden  ist;  **    die  Richtung  des  in  A  eatr 

einzusehen,  wie  hier  eine  Qerade  dnrch  doa  ZnsammenfalleD 
ite  sicli  bestimmen  kann ,  bemerke  man ,  dasa ,  während  S  auf 
jtwa  von  rechts  her  durch  den  Punkt  A  auf  dessen  linke  Seite 
üchtaiig  der  AB  in  stetiger  Drehbewegung  begriffen  bleibt. 
Deiden  Lagen  von  B,  in  denen  dieser  Pnnkt  von  rechts  and  nitcli 
chst  nahe  an  A  erscheint,  zwei  bestimmte  Lagen  der  AB  ent- 
<  moss  anch  dem  Momente  des  Durchgangs  von  B  dorcb  A  eine 
Jebergangslage  jener  stetig  bewegten  Geraden  entsprechen,  nnd 
)  Tangente  in  ^.  —  Ist  die  gegebene  Cnrve  eben,  so  bleibt  die 
AB  fortwährend  in  der  Cnryenebcne;  also  hat  man  auch  die  als 
nftretende  Uebergangsl^e  in  dieser  Ebene  zn  denken.  Ist  die 
nden,  so  beschreibt  die  AB  eine  knunme  Fläche,  welche  man 
äche  [im  weitem  Sinne  des  Worts;  vgl.  Eap.  VII)  nennt,  and 
^n  Fläche  gehört  anch  die  Tangent«  an. 
let  man  die  allgemeine  Definition  der  Tangente  aof  den  Kreis 
bt  sich  der  Lehrsatz,  dasa  die  Tangente  anf  dem  nach  dem  Be- 
ikte  A  gezogenen  Halbmesser  senkrecht  steht,  als  nnmittelbare 
Definition.  Bedeutet  nämlich  M  den  Sreismittelpunkt,  so  sind 
rinkel  an  der  Basis  des  gleichsehen  keligen  Dreiecks  ABU  eiO' 
li  nnd  n&hem  sich  rechten  Winkeln  um  so  mehr,  je  weiter  die 
er  Sehne  AB  fortschreitet.) 
e  nnendlich  kleine  GrSsae  darf  nicht  bloss,  sondern  mussinBQck- 
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sprühenden  Elements  ist  demnach  von  der  Bicii 
in  Ä  nicht  mehr  zu  imtoracheiden,  mid  in  diesi 
lue  Tangente  einer  Curve  als  die  Verlange: 

ments. 

Beide  AoffasBnngen  der  TaDgeot«  sind  nicht  TOllig 
Nall  mit  Unendlichklein  identisch  ist;  die  erste  Äaffa« 
die  Tangent«  in  aller  Strenge,  die  zweite  (_AB  unendlich 
in  nnendUcber  AnnftheniDg.  Die  g^äherte  Tangente  i 
Stelle  der  strengen  gesetzt  weiden,  wenn  (wie  schon  m 
derselben  gegen  eine  andere  Gerade  in  Betracht  komn 
endlicher  (mesabarer)  Grässe  ist,  nicht  aber,  wenn  es  äc 
mit«rschied  zwischen  zwei  benachbarten  Tangenten  hanc 
unendlich  klein  ist.  Im  Pnnkte  A  grenzen  zwei  Elei 
«iosnder;  dabei  kann  nicht  angenommen  werden,  die  Te 
Elements  falle  mit  der  des  andern  genao  zofiammen, 
Curre  keine  Eiäicmnng  hätte.  (Es  tritt  also  neben  i 
Winkeln  der  strengen  Tangente  in  A  gegaa  die  durch  ^ 
grenzenden  Elemente  erhaltenen  Kiherangatangenten 
kleine  Winkel  zwischen  diesen  Tangenten  selbst  anf;  d 
letztere  zn  beachten,  sofern  man  von  der  strengen  Tanj 
hat.)  —  Gewöhnlich  wird  der  Änsdrack  ,Berahningspii 
nngselement')  auch  fQr  die  genäherte  Tangente  gebrani 
anlasgung  votliegt,  sie  von  der  strengen  Tangente  m  n 

Auf  Qrund  der  zweiten  Auffassung  sagt 
den  Begriff  der  strengen  Tangente  ganz  ausschl 
eine  Curvä  habe  in  jedem  Punkte  die  Richtui^ 
Der  Winkel,  unter  welchem  eine  Gurre  eine 
Ebene  schneidet,  ist  derocaaeh  der  Winkel  zwisch 
oder  Ebene  und  der  durch  den  Schnittpunkt  | 
der  Curve.  Den  Winkel,  unter  welchem  eine  i 
schneidet,  bringt  man  zur  Anschauung,  wenn 
Schnittpunkt  an  jede  Curve  eine  Tangente  zie 
berühren  sich  in  einem  Punkte,  wenn  sie  i 
eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben. 

»idit  dner  messharen  Grosse  als  yerschwindend  (wertl 
im;  denn  wftrde  die  letztere  dnrch  das  BinzntKten  ein 
eine  noch  irgend  nachweisbare  Äendemng  erfahren ,  so 
^iigetretene  noch  messbar,  d.  h.  nicht  mehr  unendl 
impierm)  jmi  ji  dlicb  kleinen  Grüssen  kann  nur  dann  eil 
"^■(^^fj'ftyLWr  Summanden  unendlich  viele  sind, 


Jirt  eine  Ourve  im  Punkte  Ä,  wenn  sie  durch 
rve  gelegte  Tangente  geht. 

jigente  einer  ebenen  Curve  ganz  in  der  Ebene 
hat  eine  durch  die  Tangente  geführte  Ebene 
Jurve  entweder  gar  keinen  ausserhalb  der 

Funkt  gemein,  oder  sie  geht  durch  alle 
iugleich.  Eine  gewundene  Curve  aber  wird 
t  Tangente  gelegten  Ebene  (einer  berührenden 
aen  noch  in  Punkten  geschnitten,  welche  der 
i5ren.  Durch  Drehung  der  Ebene  um  die  Tau- 
en dieser  Schmttpunkte  mit  dem  Berühnmgs- 
len  machen,  und  dann  heisst  die  Ebene  eine 

der  Curve.     Die  Csculationsebene  hat  also 
lene  Punkte  mit  der  Curve  gemein. 
;und  für  spätere  Betrachtungen  fruchtbarer) 
der  Osculationsehene,  wenn  man  auf  Annähe- 

Es  bedeute  AS  das  Curvenelement,  dessen 
»näherte  Tangente  für  A  gilt,  S^  einen  auf 
genden  Punkt  der  Curve,  E  eine  durch  B^ 
bende  Ebene.  Einer  Bewegung  des  Punktes  £o 

eine  Drehung  der  E  um  die  Tangente,  und 
nahe  an  A  gekommen,  mitbin  auch  B(,A  za 
jrdeu  ist,  stellt  E  die  Osculationsebene  für 

Folglich  enthEÜt  die  Csculationsebene  zwei 
Elemente  der  gewundenen  Curve ,  weshalb 
Tischen  ihr  und  der  Curve  Berührung  zweiter 

rade,  welche  eine  Curve  senkrecht  schneidet 
1er  durch  den  Schnittpunkt  gehenden  Tangente 
ormale  der  Curve,  und  die  Ebene,  in  welche 
alen  eines  und  desselben  Curvenpunktes  fallen, 
e.  Diejenige  Normale  eines  Punktes,  welche 
igenen  Curve  in  die  Ebene  der  Curve,  oder  bei 
en  Curve  in  die  Csculationsebene  des  Punktes 
ptnormale  unterschieden.  Wenn  bei  einer 
)rt  Normale  ohne  weiteren  Beisatz  gebraucht 


•luu,  au  ttiiouauu  luau  uoiiuiuer  iDun 
andere  Normalen  hier  seltener  in  Be 
Zwei  Curven,  welche  durch  einen 
berühren  sich  in  diesem  Punkte,  we 
malebene  haben.  (Dt^egen  können 
Kunen  Punkt  und  für  diesen  eine  gen 
ohne  in  Berfihnmg  zu  stehen.) 

Ä.    üeber  ebene 

196.  Da  die  descriptive  Geoi 
Operationen  nur  an  solchen  Curven  a 

m  der  Zeichnungsebene  liegen ,  also  : 
ist  zunächst  diese  Klasse  der  Curvei 
zu  unterziehen. 

In  diesem  von  ebenen  Curven  ha 
bis  234)  hat  man  sich  nicht  nur  jed 
wndem  auch  alle  Punkte  und  Linie 
ihr  treten,  in  der  Zeichnungaeben 

197.  Eine  ebene  Curre  constru 
Ton  ihr  nach  ihrem  Bildnngsgesetze 
Lanf  deutlieh  erkennen  und  sie  selbs 
kann.  Die  richtige  Zeichnung  einer 
geübte  Hand  voraus,  sondern  auch  eii 
ans  einer  massigen  Anzahl  von  Funkte 
?or  dem  wirklichen  Ziehen  zu  abstr 
dem  Ziehen  aber  Terstßase  gegen  die 
gleich  bemerkt,  und  sieht,  wie  sie  zu 

198.  Gewisse  Curven  sind  du: 
Ton  Peripheriepunkten  völlig  bestimm 
ärei  Punkte).  Ist  eine  Curve  durcl 
einbeschriebenes  n-Eck  bestimmt,  um 
n-Eck,  welches  dem  vorigen  ähnlich 
Bor  eine  Curve  von  der  Art  der  vor 
Cnrve.  welche  die  erste  in  verjüngtem 

heisst  der  ersten  ähnl 
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üa  die  Grenzen  zweier  ähnlichen  Polygone   betiEichtet 

I  manchen  Kreise  sind  sich  ähnlich.  Ist  überhaupt  eine 
bgesehen  von  ihrer  Lage  in  der  Ebene)  durch  ein  einziges 
ungsstück  gegeben  (wie  der  Kreis  durch  seinen  Halb- 
30  sind  alle  Curven  der  gleichen  Art,  welche  sich  durch 
Igen  in  der  Grösse  jenes  Bestiramun^stüeks  ergeben 
unter  sich  ähnlich. 

Tangenten.    Normalen. 

I.  In  Beziehung  auf  eine  ebene  Gurre  können,  ausser 
.erung,  dnrch  einen  gegebenen  Punkt  der  Peripherie  eine 
1  zu  legen,  noch  die  beiden  Aufgaben  gestellt  werden: 
Tangente  soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  der 
f  der  Peripherie  der  Curve  li^t ;  2)  eine  Tangente  soll 
r  gegebenen  Geraden  parallel  sein.  Auch  in  diesen  beiden 
rgibt  sich  die  Tangente  als  Grenzlage  einer  die  Curve 
iden  Linie. 

i  (Fig.  76)  T  der  gegebene  Pontt  der  gesuchten  Tangente  und  TBA 
ig  dnich  ihn  gellte  Gerade,  welche  die  Cnrre  in  A  and  B  achneidet, 
man  sich  dieee  Gerade  in  solohem  Sinne  um  T  gedieht,  das«  die 
■  Sehne  AS  sich  verkürzt.  Kann  diese  Verkftranng  bis  zum  Zo- 
llen der  Punkte  A,  B  getrieben  werden,  so  ist  im  Moment«  des 
i&Uens  die  Gerade  zur  Tangent«  geworden  nnd  der  Ponkt;),  in 
iicta  A  und  B  vereinigt  haben,  ist  ihr  BerOhroDgapankt. '  —  Der 
Punkt  T  kann  eine  solche  Lage  gegen  die  Curve  haben,  dass  keine 
gehende  Tangente  mOglicb  ist.  In  aDdem  Fällen  gibt  es  mehr 
.age  fflr  die  Tangente,  um  alle  durch  T  gehenden  Tangenten  zu 
!Dke  man  sich  eine  unbegrenzte  Gerade  mn  T  so  l&nge  in  einerlei 
eht,  bis  sie  wieder  in  ihre  Äuegangslage  zurückgekommen  ist,  ver- 

ise  Entstehung  der  Tangente  bleibt  im  Einklang  mit  der  Erklärung 
ä;  denn  denkt  man  sich  den  Berührnngspankt  p  als  nrsprnnglioh 
nimmt  auf  der  Cnrve  zwei  Funkte  A,  S  auf  verschiedenen  Seiten 
brigens  willkürlich,  an,  verlängert  jede  Seite  des  Dreiecks  ABp 
t,  nnd  lässt  die  AB  aaf  irgend  eine  Weise  ihre  Lage  so  ändern, 
Punkte  A,  B  auf  der  Curve  sich  einauder  und  also  auch  dem 
stetig  i^hem,  so  werden  bei  wirklicher  Vereinigung  der  Punkte 
Ingen  sämmtlicher  Dreiecksseiten  in  eine  Gerade  zasammenfaUeni 
:Uge  von  pA  oder  von  pB  ist  demnach  zugleich  die  Qrenzlage 
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er  Sctuüttpnnkte  mit  der  Cnrre  (deren  mehr 
sk  ivei  aoftreten  kinneii)  und  beachte,  wie  oft  und  aa  welchen  Stellen  je 
iwei  dieser  Punkte  znaammenfallen.  Hiezn  aher  mass  bemerkt  werden,  dase 
ananahmsweise  auch  ein  Znsammen  fallen  zweier  solcher  Schnittpunkte  vor- 
kommen kann,  ohne  dasa  dadurch  die  von  Tansgehende  Gerade  zu 
einer  Tangente  wird;  eine  solche  Anenahnie  ist  n^nlich  möglich  an 
Stellen,  wo  zwei  Bögen  einer  Cnne  mch  dnrchsclineiden  oder  berähren 
(Fig.  8G,  84),  und  der  Qrand  der  ADsnahine  liegt  darin,  dau  dann  die  beiden 
Schnittponkte  vor  ihrem  Znsammenfallen  nicht  rinem  nnd  demselben  dieser 
Bogen  angehört  haben. 

2)  Soll  an  eine  Cnrve  eine  Tangente  parallel  mit  einer  in  ihrer  Ebene 
liegenden  Geraden  G  gezogen  werden,  so  denke  man  sich  zunächst  die  Cnrre 
duch  dne  unbegrenzte  Panillele  P  zu  (?  geschnitten  und  diese,  wUirend 
sie  immer  parallel  zo  G  bleibt,  in  solchem  Sinne  verschoben,  dass  zwei  ihrer 
Sclinittpnnkte  mit  der  Cnrve  einander  n&her  rQcken.  Schreitet  die  Annähe- 
nmg  bis  znra  ZnsanunenMIen  fort,  so  wird  die  bewegte  Gerade  P  znr  Tan- 
gente im  Punkte  der  Vereinigung.*  —  Es  kann  parallel  mit  ß  mehrere 
Tangenten  der  Cnrve  geben;  nm  sie  alle  za  finden,  hat  man  die  parallele 
Veischiebnng  der  P  Ober  die  ganze  Ebene  (oder,  falls  die  Cnrve  sich  schliesst, 
ober  einen  entsprechende  Theil  der  Ebene)  zu  erstrecken.  Ausnahmsweise 
können  zwei  Schnittpunkte  der  P  imammenfallen  ohne  daas  diese  hiednrch 
in  eine  Tangente  ähergeht;  dann  nämlich,  wenn  im  Punkte  des  Zosammen- 
fsllens  die  Cnrve  sich  selbst  durchschneidet  oder  berGbrt.  —  Die  Gerade  G 
kann  auch  so  g^en  die  Cnrve  liegen,  dass  eine  ihr  parallele  Tangente  nicht 
Mglich  ist  (z.  B.  wenn  in  Fig.  89  die  G  die  Lage  EF^  bat  oder  wenn  in 
Kg.  87  die  QN  als  g^bene  Gerade  Q  gilt). 

'  200.  Die  Kenntniss  der  Eigenschaften  einer  Curve  (oder 
ihres  Entstehungsgesetzes ,  aus  welchem  sich  ihre  sammtiichen 
%en8chaften  ableiten  lassen  müssen)  lehrt  auch  immer  ein  Ver- 
den, wie  man  die  Tangente  durch  geometrische  Coustnictionen 
finden  kann,  mag  filr  dieselbe  der  Berührungspunkt  oder  ein  an- 
derer Punkt  oder  die  Richtung  gegeben  sein.  Ist  aber  blos  die 
Peripherie  einer  Ciirve  vorhanden  ohne  nähere  Bezeichnung  ihrer 
geometrischen  Eigenschaften,  so  erhält  man  bei  den  in  Nr.  199 
näher  besprochenen  zwei  Fällen  schon  durch  entsprechendes  An- 
legen des  Ijneals  (oder,  bei  gegebener  Richtung,  des  Schiebdrei- 
ecb)  die  Lage  der  Tangente  mit  demjen^en  Grade  von  Genauig- 
keit, welcher  bei  Zeichnungsoperationen  überhaupt  gefordert  werden 

hweis,  dass  diese  Entstehung  der  Tangente  znr  Erkl&mng 
imt,  ist  bereite  in  der  Anmerkung  zu  [1]  enthalten. 
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der  Zeichner  über  den  Berührungspunkt  in 
n,  indem  bei  geringer  Exummung  der  Curve  die 
)  an  jene  anschmiegt,  dass  sie  nicht  sowohl  einen 
oehr  ein  Stück  der  Peripherie  selbst  mit  ihr  ge- 
scheint. Dagegen  kann  der  Zeichner  die  Lage 
cht  mit  Genauigkeit  treffen,  wenn  ihm  auf  einer 
1  definirten  Peripherie  der  Berührungspunkt  ge- 

wie  dort  sieht  man  sich  auf  Hülfsconstruc- 
)en. 

CoTTe  in  Fig.  74  vom  Pnnkte  T  ans  eine  Tangente  vx 
0  durch  T  eine  Anzahl  gerader  Linien,  welche  die  Cnire 
die  StDcke  dieser  Oeiaden,  Afelche  als  Sehnen  in  die  Curve 
e  die  sämmtlichen  Halbirimgspimkte  m  durch  eiqe  stetige 
e  mehr  aich  die  achneidende  Gerade  einer  berührenden 
lei  weiden  die  beiden  Grenzpunkte  der  ihr  zugehörigen 
igspankte  liegen,  and  for  die  Tangente  selbst  fallen  alle 
on  eindgen  zusammen,  nämlich  in  den  BerGhtongspirnkt, 

lin  Pnnkt  der  Cnrre  m'm"in"' sein  mnsB  and  sieh 

dmmen  wird,  je  dentlichsr  sich  der  Zog  dieser  Hfil&corve 
ist  der  Punkt,  wo  die  HOlfscuire  aaf  die  gegebene  Cnrre 
ire,  rückwärts  fortgesetzt,  die  letztere  in  einem  zweiten 
9  von  T  BQH  eine  zweite  Tangente;  oder  iallen  von  einer 

Geraden  mehrere  StBcke  als  Sehnen  in  die  gegebene 
lehiere  Hülfscarven   and  also   anch    mehrere   Tangenten 

Dienste  leistet  eine  HüUecorve,  welche  sich  Ober  die  ge- 
is  fortsetzt,  indem  dann  der  BerflhroDgspnnkt  als  wirk- 
t  zweier  Carven  sich  sichtbar  machen  moss.  Dm  eine 
:n  erhalten,  errichte  man  (Fig.  76)  in  den  Punkten  A,  B, 

T  gelegten  Geraden  die  gegebene  Curve  schneidet,  Senk- 
h  entgegengesetzten  Seiten  hin,  and  gebe  jeder  die  Lange 
ilich  Aq  =  BT=  AB) ;  ebenso  verfahre  man  in  Beäehong 
derer  von  T  anegehendei  Geraden  and  verbinde  die  End- 
echten  durch  eine  stetige  Carve  q'q . .  rr*.  Da,  wo  diese 
e  schneidet,  11^  der  BerAhrnngapnnkt  einer  dnrch  T 

Tp;  denn  denkt  man  sich  TSA  nm  T  so  weit  gedieht 
iid,  so  ist  AB  =  0  geworden,  also  anch  A^  =  Br  =  0. 
len  Senkrechte  zu  errichten,  kann  man  auch  doich  die 
tchei  Sehnen  Parallelen  mit  einer  beliebigen  Bichtang 
tilgen  wie  vorhin  veifohren.  *  —  Ein  anderer  Wege  lirase 

in  beiden  Fällen  die  Bichtnngen  dei  Linien  Aq,  A'q',... 
!er  Br,  B't'  . . .  am,  so  erhält  man  jedesmal  eine  neue 
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ticb  emscblBgen,  wenn  dei  tod  der  Berahnuig  betrofieoe  Carvenbogen  flach 
^ng  wftre,  um  fttr  einzelne  Punkte  n  deaselben  nnmittelbu'  dl«  Tangenten 
(und  also  aach  die  Nonnalen)  mit  Verlfissigiceit  ziehen  zn  können.    Sind 

(1^.75)  n'f,  n"f", Terschiedene  Nonnalen,  and  man  ftUt  auf  jede 

TM  T KOS  eine  Senkieehte,  so  bestimmen  die  simmtlichen  Fnsspanktef ,  f",... 
one  Cnire,*  welcher  anch  der  BerOhrnngsponkt  p  angehören  mnss;  denn 
die  verlangte  Tangente  ist  eben  die  Senkrechte,  welche  ans  T  anf  die  dnich 
den  Beiührangspnnkt  p  gehende  Nonnale  geflllt  werden  kann. 

2)  Hat  man  an  eine  Cmre  eine  Tangente  parallel  mit  einer  Oleraden  AB 
n  l^an,  so  ziehe  man  eine  Reihe  von  Sehnen  parallel  mit  AB,  halbiie  jede, 
md  verbinde  die  Halbirnngspnnkte  durch  eine  stetige  Cnrre.  Der  Pnnkt  ji, 
To  diese  auf  die  gegebene  Cure  trifft,  ist  (ans  demselben  Grunde  wie  bei 
Hg.  74)  der  Berfibningspankt  der  Tangente.  —  Eine  aber  die  gegebene 
Cnrre  hinausgehende  HQUbcnrfe  erb&It  raan  in  gegenirtrtigem  Falle  dnrcb 
«Id  Terfahren,  welches  Mch  ans  entsprechender  Abänderung  der  Fig.  76  leicht 
e^bt;  oder  auch  (wenn  die  Corre  nicht  za  stark  gekrOmmt  ist)  anf  folgende 
Weise.  Man  lege  durch  eine  Anzahl  von  Punkten  c',  c",  c'",...  der  Cnrre j^  77 
nach  einerlei  Seit«  hin  Tangenten  nnd  gebe  allen  gleiche  Länge;  durch  den 
Endpunkt  t'  der  ersten  ziehe  man  in  der  der  Curre  zugekehrten  Bichtung 

one  Parallele  t'd'  mit  AB  nnd  mache  t'd'  =  t'c';  eben  so  verfahre  man  in 
Bezug  anf  alle  flbrigen  Tangenten  and  lasse  die  Parallelen  mit  AB  immer 
in  demselben  Sinne  gerichtet  sein  wie  die  erste.  Die  Endpunkte  i  der  Pa- 
rallelen werden  anfangs  anf  der  concavea  Seite  der  Cnrve  liegen,  endlich 
aber  auf  die  conveze  Seite  fallen,  so  dass  eine  durch  sie  gefohrte  stetige 
Cnrve  die  gegebene  Cnrve  in  irgend  einem  Punkte  p  schneiden  mnss ,  nnd 
dieser  Punkt  p  ist  der  Berührungspunkt  der  verlangten  Tangente;  denn  für 
letztere  müssen  offenbar  ti  und  (c  znaammenfallen,  nnd  daher  vereinigen 
lieh  auch  d.  und  c  in  j).  —  Endlich  ergibt  sich  für  die  g^eniriUtige  sowohl 
als  für  die  vorige  Angabe  eine  Hfiliscurve  anch  dadurch,  dass  man  Qber 
und  unter  jeder  mit  .iB  parallelen  oder  nach  T  gerichteten  Sehne  ein  gleich- 
artiges Dreieck,  constniirt  nnd  die  Spitzen  der  Dreiecke  durch  eine  8t«tige 
Cnrve  verbindet. 

3)  Die  Richtnag  einer  durch  einen  Pnnlrt  A  der  Curre  selbst  in  aehen- 
den  Tangente  wird  am  meisten  unsicher,  wenn  die  Curve  in  der  Nfthe  dieses 
Punktes  ziemlich  stark  gekrQmmt  ist.  Man  kOnnl«  sich  zwar  immer  «ne 
neite.  flachere  Curve  verschaffen,  welche  mit  der  g^ebenen  die  Tangente 
im  Punkt  A  gemein  hat;  dadurch  nämlich,  dass  man  von  A  ans  rechts  und 
Jinka  Sehnen  zieht,  diese  durch  Terlängemng  verdoppelt  (oder  verdreifacht  Jt.) 
und  die  neuen  Endpunkte  stetig  verbindet.    Besser  aber  ist  es,  nach  einem 


Oorre,  welche  wieder  durch  p  gehen  muss  und  uOthigenfaUa  zur  völligen 
^cbtjgstellung  des  Punkts  p  gebraucht  werden  kann. 

'  Geht  eine  Nonnale  «/  durch   T,  so  wird  die  Senkrechte  Tf=0, 
"etins  erhellt,  dass  T  auf  der  Hülfscurve  liegt. 


ikt  der  Tangente   za  suchen.    DaTch  eine  EQlfacnrve  kson  «in 

veischiedeoe  Art  gefunden  irerden,  am  kOrzesten  wie  folgt. 

,^s^  .  Uan  denke  aich  um  A  eine  Geiadft 

^^^"^T  ""■■■■  -HCl  dadnich  gedreht,  dass  »uf  der  gegebenen 

\^^     ■■■         Cnrro  ein  Punkt  B  «ich  fortbewegt  [den 

'«\^\/:/    ^"^"^  -^    ObeiBchreitend)    und    mit  A 

/\  \      y!T    veibnnden  bleibt.     Anf  dieser  Geraden 

\  \      i      trage  man  von  B  ans  eine  Stre<ie  BC 

\    \i,     von    beliebiger ,    aber    onveränderlicher 

\    /        Lange  ab  (BiCi  =  BzCg  =  B8C3),  »er- 

^'  binde  stetig  die  Punkte  C  and  durch- 

schneide  die  erhaltene  Curve  aas  A  mit 

sser  BC;  der  Schnittpankt  T  gebort  der  genichten  Tangente  an.* 

Bei  der  Aufgabe,  eine  Normale  einer  Curve  zu 
iind  in  Beziehui^  auf  Das,  was  gegeben  ist,  dieselben 

zu  unterscheiden  wie  bei  den  Tangenten. 
li  g^ebenem  Fusspunkte  der  Nonnalen  zieht  man  durch 
3  Tangente  und  auf  sie  eine  Senkrechte.    Ergibt  sich 
atur  der  Curre  (ihr  Bildungsgesets  als  bekannt  ange- 
äin  einfaches  Verfahren,  die  Normale  unmittelbar  zu 

kann  man  umgekehrt  mit  ihrer  Hülfe  die  Tangente 
3  es  z.  B.  beim  Kreise  der  Fall  ist.** 
;  ein  Punkt  N  der  Normalen  gegeben,  der  nicht  auf 
erie  der  Curve  liegt,  so  beschreibe  man  um  ihn  eine 

HHlfscnrre  gelit  durch  A,  ohne  dass  ne  bis  dorthin  fortzusetzen 

das  empirische  Zeichnen  einer  Normalen  empfiehlt  sich  das 
r.  T.  Bensch  in  TQbingen  erdachte,  wenig  bekannt  gewoTden» 
eal*,  ein  kurzes  dreikantiges  Lineal,  dessen  TorderflAche  gegen 

Zeichenblatt  ruhende  UnterÜllche  im  rechten  'Winkel  steht  und 
ufgekitteten,  znvor  hinten  geschwärzten  Streifen  Spiegelglas  ein- 
rird.  Soll  zonüchat  ein  Loth  zu  einer  Geraden  oder  zn  einem 
nit  entferntem  Mittelpunkt  gezogen  werden,  so  ergibt  sich  durch 
bald  diejenige  Stellung  des  Lineals,  fOr  welche  das  Spiegelbild 
iden  Linie  geoaa  als  deren  Fortsetzni^  erscheint.  Aehnlich 
n  za  anderen  Limeo.     Die  Linealkante  wird  auf  einer  Curve 

wenn  der  toi  der  Kante  li^ende  Bogen  an  sein  ibm  Bjinmetri- 
tlbild  sich  berObiend  anscbliesipt.  Das  Aage  ist  fSi  das  ge- 
nicken  an  der  betreffenden  Stelle  empfindlich,  so  dass  bei  einiger 
Instrumentchen  sehr  verlässige  Besnltate  gewahrt. 


WlljM  l?T3.-.- 
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Anzahl  voa  Kreisen,  halbire  die  Sögen  derselben,  welche  in  die 
Cnrre  fallen,  und  lege  durch  die  Halbirungspunkte  eine  stetige 
Cnrre;  in  F,  wo  diese  Curre  die  gegebene  Curve  trifft,  liegt  der 
FnssponM  der  Normalen;  denn  F  ist  offenbar  der  Berührungs- 
pnnkt  der  gegebenen  Curve  und  eines  um  N  beschriebenen  Kreises, 
in  F  haben  also  der  Kreis  und  die  Curve  Tangente  und  Nor- 
male gemeinschaftlich ;  die  Normale  des  Kreises  ist  aber  der  Halb- 
messer NF.  (Werden  von  einem  um  N  beschriebenen  Kreise 
mehrere  Bc^en  durch  die  g^ebene  Curve  ausgeschnitten,  so 
gibt  fa  von  N  aus  mehrere  Normalen.) 

Eine  andere  Hülfscurve  B'FA'  fin- 
det man  unter  Änwendui^  der  vorigen 
Kreise,  wenn  man  die  Punfcte  A,  B, 
in  denen  ein  solcher  Kreis  die  ge- 
gebene Curve  schneidet ,  mit  N  ver- 
bindet, auf  den  Geraden  AN,  NB 
von  J.  und  B  aus  die  Sehne  AB,  je- 

/'S.-  doch  nach  entgegengesetzten  Seiten  der 

"""r"\"'r'    \\         Curve,  abschneidet  (AA'  =  BB'=A£) 
I       ''■^     \  \     und    diess    bezüglich    jedes   anderen 
x    \         Kreises  ah  entsprechend   wiederholt. 
"\\        (Man  kann,  wie  leicht  zu  sehen,  durch 
"■■\B'    Umkehrung  der  Richtungen  von  AA' 
und  SB'   zwei  HOlfscurven  zugleich 
erhalten,   welche  sidi  auf  der  gegebenen  Curve  in  F  kreuzen 
müraen.)* 

3)  Um  m  einer  Curve  eine  Nonnale  parallel  mit  einer  ge- 
gebenen Geraden  zu  ziehen,  nimmt  man  eine  Senkrechte  S  zu 
ktzterer  an  und  legt  eine  Tai^ente  an  die  Curve  parallel  mit  S; 
der  Berührungspunkt**  ist  der  Fusspunkt  der  Normalen  (und  es 
Verden  so  viele  Normalen  möglich  sein  als  Tangenten  mit  S  pa- 
rallel sein  können). 


*  Irt  das  Spiegellineal  lang  geaag,  bo  kann  es  dnich  Diehong  um  N 
auch  fBi  dieeeo  Fall  benutzt  werden. 

**  Ob  der  BerOhrnngspnnkt  richtig  getroffen  ist,  l&sst  eich  mit  HQlfe 
des  SpiegellinealB  prüfen.      , 


l^^j^^. 


Asymptote  n. 
i.  Eine  Gerade,  welche  g^en  eine  endlose  Curve  so  liegt, 
ztere  Bich  ihr  bei  immer  weiterer  Fortsetzung  immer  mehr 
^  unter  jeden  beliebig  kleinen  Abstand  herab)  nähert,  ohne 
irklich  zu  erreichen,  heisst  eine  Asymptote  der  Curve. 
;ht  jede  in's  Unendliche  laufende  Curve  lässt  eine  Asymptote 
3gen  kann  es  für  eine  und  dieselbe  Curve  mehrere  Asymp- 
ibeiL 

jst  man  an  einer  endlosen  Curve  eine  Tangente  in  der 
'leiten,  dass  der  Berührungspuntt  in  inuner  grössere  Ent- 
rückt, 30  verschwindet  zuletzt  die  Tai^ente  selbst  in  un- 
r  Entfernung,  falls  die  Curve  keine  Asymptote  hat.  Be- 
er eine  Asymptote,  so  wird  der  Winkel  jener  Tangente 
e  Asymptote  bei  fortgesetater  Entfernung  des  Berührungs- 
immer  kleiner  und  kann  unter  jedes  Mass  herabsinken, 
gente  strebt  mit  der  Asymptote  zusammenzufallen,  oder 
DQptote  ist  die  Grenzlage  für  die  fortgleitende  Tangente, 
nn  deshalb  die  Asymptote  als  Tangente  der  Curve  bei 
h  fernem  Berührungspunkt  betrachten. 

Beispiele. 

an  lasse  nm  eineu  festen  Punkt  A  eine  gerade  Linie  sich  drehen 
e  auf  jeder  Lage  derselben  von  dem  Punkte  ans,  wo  sie  eine 
ute  SIN  schneidet,  jenseits  dieser  letztem  ein  (instantes  Stfick 
"q"  = . . .)  ab.  Der  geometrische  Ort  für  den  Endpnnkt  {q)  dieses 
eine  stetige  Curre,  welche  sich  der  Geraden  IHN,  als  einer  Asymp- 
»imal  (rechts  und  links)  ebne  Ende  nftbert  (Denn  in  dem  recfat- 
)  Dreieck  pqr  bleibt  die  HTpotennse  constant,  der  Winkel  an  p 
at  fortwährend  ab,  mit  ihm  also  sach  die  gegenUberstehende  Ea- 
d.  h.  die  Entfernung  des  CiuTenpnnlcts  q  von  MN.) 
Tel  sich  rechtwinkelig  schneidende  (nnh^renzte)  Gerade  AB,  FC 
^  ^  sind  g^eben  und  auf  einet  derselben  ein  Punkt  F; 
/  anf  der  andern  ist  der  Punkt  ^1  beliebig  genommen, 

'^  AF,   FBXÄF,    BCJ-BF  graogen,   zuletzt  das 

Rechteck  OP  vollendet.  Mit  der  Lage  des  Fuakta  A 
Ändert  sich  die  von  P;  der  geometrische  Ort  des  Punkts 
P  ist  eine  endlose  Curve  mit  zwei  getrennten  Aesten, 
fOr  welche  die  gegebenen  Qetaden  AB,  FC  Asymp- 
toten sind. 
frischen   den  Schenkeln   eines  gegebenen  (festen)  Winkels  TOU 
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je  ein  Punkt  P  so,  daes  eii 
velchu  ihn  nun  Eckpunkt  und  Stücke  der  Schenkel  2a  3« 
gebenem  Inhalt  ist.  Der  geometriacbe  Ort  fOr  P  ist  eine 
iwteD  bestehende  Cui»e,  welcher  die  Scheakel  des  Winkel 
ngehDien;  denn  bei  dem  nnTeränderlicben  Inhalt  des  verl 
Wogramms  wird  dessen  Höhe  am  so  kleiner,  je  grosser  di 

AnmeiL  Diese  Carre  eignet  sich,  nm  beispielsweise 
wie  MS  dem  Bildnngsgeaetze  unmittelbar  die  Constnictio 
hergeleitet  werden  kann  (ygl.  Nr.  200).  Ist  P  der  Punkt 
Tuigente  gezeichnet  werden  soll,  P'  ein  zweiter  Punkt  d 
die  Parallelogtamme  OP  nnd  OP'  gleiehgroes  sind),  so 
Granden  der  Elementargeometrie *  QR'  \\PP.  Denkt  ml 
Punkt  P'  nähere  sieb  dem  Punkte  P,  so  nähert  -sich 
Fimkte  R;  w&breud  die  (nnbegrenzte)  Gerade  PP'  sich  a 
Q£'  sich  um  Q,  nnd  bei  dem  Zusammenfallen  von  P'  mj 
Lage  QA  angenommen.  Mitbin  ist  die  Tangente  in  P  pa 
nischen  die  Asjmptoten  fallende  Stück  der  Tsugente'is 
pimkte  P  balbirt;  man  erhält  sie  niunittelbar,  wenn  mu 
Mch  Rn=OR)  macht  und  TP  (oder  VP)  zieht.  —  Ve 
dinken  den  Punkt  P  auf  der  Curve  in  sehr  grosse  nnd 
Entfernung,  so  dass  eine  der  Farallek^ammseiten,  etwa  0 
die  andere  OQ  immer  kleiner  wird,  so  wächst  auch  0  (7  oh 
Drohne  Ende  abnimmt;  wodurch  sich  bestätigt,  dass  di' 
die  Gerade  OU  (die  Ä^mptote)  zur  Qrenzlage  bat. 

Zugleich  ergeben  sieb  noch  einige  wesentliche  E^ensi 
1)  Legt  man  durch  einen  heKehigen  Punkt  P  der  Curve  ' 
nde  PJl  (oder  P3N)  und  sucht  einen  andern  auf  diese 
I'nnkt  der  Cnire,  so  findet  man  nni  einen  solchen  Punkt 
mnng  von  einer  durch  Q  gellten  Parallelen  zu  PM  (od 
die  Cnrve  kann  also  von  einer  Geraden  in  nicht 
Punkten  geschnitten  werden.  -  2)  Es  ist  PN  (=  QR 
PS  =  $'3n  (=0«')-  Schneidet  also  irgend  eine  0« 
nnd  die  Äsjmptoten,  so  ist  auf  dieser  Geraden 
ichen  dem  einen  Currenpunkt  und  der  einen  i.s 
dem  StQck  zwischen  dem  andern  Carvenpunkt  n 
isjmptote.  —  3)  Hieraus  folgt  femer,  dass  die  Hai 
einer  Reibe  paralleler  Sehnen  auf  einer  Geraden 
Tch  0  geht.  Kann  man  parallel  mit  diesen  Sehnen  ein 
irre  äehen  (was  immer  möglich  ist,  wenn  eine  solche  S 
a  nämlichen  Correnzweigs  verbindet),  so  moss  der  Bei 

•  V^en  Pv.vP'^Qv.eR' ]s^  {\Pi)P-i>a^(iv. 
'  mit  einem  im  Scheitelwinkel  li^enden  Curvenpunkte 

Mwh  PB:ti5'  =  ^0:lj«',  also  §»' II  P?'.) 


'^ 
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jene  Gerade  fallen.  —  4)  Der  Punkt  0  ist  Mittelpunkt  der  Curve.  (Denn 
wäre  OW  =  OR,  91'$'  =  J2P,  so  wäre  $'  wieder  ein  Punkt  der  Curve,  P$' 
würde  dann  aber  durch  0  gehen  und  n  0  halbirt  sein.)  Jede  durch  den 
Mittelpunkt  gelegte  Gerade  heisst  ein  Durchmesser  der  Curve,  und  zwar 
ein  reeller  wenn  er  in  den  Winkel  TOü  und  seinen  Scheitelwinkel  fällt 
(also  die  Curve  schneidet),  ein  imaginärer  wenn  er  in  die  Nebenwinkel  von 
TOU  fällt.  Die  Tangenten  in  zwei  auf  einem  reellen  Durchmesser  liegenden 
Punkten  sind  parallel  und  die  auf  ihnen  durch  die  Asymptoten  ausgeschnit- 
tenen Stücke  gleichgross,  bestimmen  also  ein  Parallelogramm.  Zieht  man 
einen  andern  Durchmesser  parallel  mit  jenen  Tangenten,  so  sieht  man  leicht, 
dass  jeder  dieser  beiden  Durchmesser  die  Sehnen  halbirt,  welche  mit  dem 
andern  parallel  sind.  Zwei  Durchmesser  solcher  Art  heissen  conjugirte 
oder  einander  wechselseitig  zugeordnete;  von  zwei  conjugirten  Durchmessern 
ist  stets  der  eine  reell,  der  andere  imaginär,  (üebrigens  heisst  ein  Durch- 
messer auch  den  Sehnen  zugeordnet  die  er  halbirt.)  —  5)  Das  Dreieck  TOÜ 
hat  die  doppelte  Grosse  des  Parallelogramms  0P\  folglich  sind  alle 
Dreiecke,  welche  je  durch  eine  Tangente  und  die  beiden  Asymp- 
toten eingeschlossen  werden,  gleichgross.  —  6)  Ferner  sind  alle 
Parallelogramme  gleichgross,  deren  Ecken  auf  den  Asymptoten 
so  liegen,  dass  zwei  Gegenseiten  die  Curve  berühren,  denn  ein 
solches  Parallelogramm  ist  das  Vierfache  von  einem  der  zuvor  genannten 
Dreiecke. 

Aus  dem  Satze  (2)  ersieht  man,  wie  eine  solche  Curve  sich  leicht  con- 
struiren  lässt^  wenn  man  (Fig.  80)  die  Asymptoten  OQ,  OR  und  einen 
Punkt  A  der  Peripherie  kennt.  Man  lege  durch  A  eine  Gerade,  welche  die 
Asymptoten  in  Q,  22  (oder  D,  Ä)  trifft,  und  mache  ÜB  =  QA  (oder  Wb  =  €iA). 
Wird  dann  die  Gerade  um  A  gedreht,  so  ändert  sich  die  Lage  von  B,  und 
als  sein  geometrischer  Ort  ergibt  sich  die  verlangte  Curve.  (Einmal  wird 
RB  =  Q J.,  worin  sich  bestätigt,  dass  A  auf  der  Curve  liegt.) 

[Die  Asymptote  OR  wird  in  ihrem  unendlich  fernen  Punkte  sowohl  von 
dem  Curvenzweig  J.JB  als  von  dem  Zweig  58  berührt;  beide  Zweige  hängen 
in  jenem  unendlich  fernen  Punkt  zusammen,  und  ebenso  gehen  andererseits 
die  beiden  Zweige  im  unendlich  fernen  Punkt  der  zweiten  Asymptote  ÖQ 
ineinander  über.  Die  Curve  gehört  demnach  zu  den  geschlossenen  Curven 
im  weitem  Sinne  (Nr.  192,  f).] 

Mass  der  Krümmung. 

Flg.  81.  203.  Auf  einer  Curve  MN  seien  rechts  und  links  von  dem 
willkürlich  gewählten  Punkt  A  zwei  andere  Punkte  X,  T  genom- 
men. Verlängert  man  die  Sehnen  A  X  und  YA  in  einerlei  Sinn 
(nach  V  und  Z),  so  bildet  sich  ein  Winkel  VAZ=  (D,  der  um 
so  kleiner  ausfallt  je  naher  X  und  Y  an  A  liegen,  und  einen 
unendlich  kleinen   Werth  (p  annimmt,  wenn  durch  stetige 


Fig.  80 
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Drehung  der  Geraden  YZ,  ^  F  um  ^4  die  Punkt* 
üch  nahe  an  A  rucken  (oder  die  Bögen  AX,  AY  2 
Ax,  Ay  EQch  verkürzen), 

Insofem  man  der  Curre  im  Punkte  A  die  '. 
Tangente  zuschreibt,  an  die  Stelle  der  Tangente 
längerung  eines  der  Elemente  Ax,  Ay  setzt,  hat  ms 
dass  dann  die  Curve,  im  Sinn  von  N  nach  M  beti 
Sichtung  yAz  am  Punkte  A  ankommt,  in  der  '. 
ihn  Terlässt.  (Vgl.  Nr.  193.)  Der  unendlich  He 
wigt  also  die  im  Pmikte  A  stattfindende  Aender 
tung  an  mid  kam»  zur  Beurtheilung  der  Krümm- 
Slelle  dienen,  wenigstens  zur  Vergleiehung  der  Kr 
mit  der  Krümmung  der  Curve  in  einem  andern  ihr 
itolich  A'  irgend  ein  zweiter  Punkt  der  Curve,  L 
Elemente  A'x\  A'y'  aneinander  grenzen,  und  nin 
sowie  die  dem  Funkte  A  entsprechenden  Elemente  aä 
sich  gleich  an,  so  werden  im  Allgemeinen  die  bei 
üeinen  Winkel  if  und  y'  zwischen  je  zwei  zusar 
(and  in  einerlei  Sinn  verlängerten)  Elementen  i 
gleich  sein.  Die  Curve  ist  in  A'  stärker  oder  schwäi 
Us  in  ^,  je  nachdem  ^'  grösser  oder  kleiner  ist 
Winkel  ^  beisst  ein  Krfimmungswinkel  oder 
"inkel  der  Curve  im  Punkte  A. 

t  Es  gibt  noch  eine  andere  Aaffassnng  des  Krämmnnj 
mm  parallel  m  AX  und  A  T  Tangenten  an  die  Carve  ISN 

bewegt,  dass  sie  den  durch  Drehnug  am  A  sich  yerkürzenden 
ttet«  parallel  bleiben,  so  nimmt  der  spiUe  Winkel  zwischen  ] 
(und  folglich  auch  der  Winkel  zwischen  den  ihren  Berühn 
^rechenden  Normalen)  gleichzeitig  mit  VA  Z  den  unendlich 
U;  ihre  Berährangspnnkte  (yon  denen  der  eine  immer  zw 
der  andere  immer  zwischen  A  und  1/  bleibt)  sind  dann  de 
kiden  Seiten  anendlich  nah  gerückt;  ihr  Schnittpunkt  hf 
pberie  unendlich  genähert,  ohne  wirklich  auf  sie  za  fallen 
üi  BerQhningsponkte  ia  ihrer  unendlichen  Annäherong  an 
<Üe  Cture  habe  zwischen  t  und  u  die  Erömmnng  7,  oder 
tiageniwinkel  ffir  das  Element  tu.  Um  damit  die  Krllm 
in  einer  andern  Stelle  zn  Tetgleichen,  hat  man  dort  ein  I 
mit  tu  Sa  nehmen.  —  Die  beiden  verschiedei 
rinkels  entspringen  daraus,  dass  man  eine 
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nea  einbeschriebeDen  odei  eiDes  nmbeechriebeiieD  Fotjgong 
Im  eisten  Falle  (der  in  den  früherea  ErCrtorangen  voi- 
^  behalten  wurde)  gelangt  man  zum  BegriS  des  Elements, 
te  immer  zwei  anfeinandeifolgende  Ecken  des  nisprflnglichen 
,  dntch  das  YerkOizen  der  Sehne  oder  PoljgoDsseite,  und 
,  das  Element  fQi  gerade  zn  nehmen,  auch  seine  Bicbtimg 
n  Stelle  der  Tangente  zn  setzen.  Im  zweiten  Falle  liegt 
sehen  den  Berührnngsponkton  zweier  aofeinanderfolgenden 
^oit  im  strengen  Sinne  genommen]  nnd  kuin  nicht  ab 
werden. 

wirklichen  Mass  für  die  Erümmung  ist  der  Con- 
icht  geeignet,  tbeils  wegen  seiner  unendlichen  Elein- 
1  er  TOD  der  unendlich  kleinen  Länge  der  Elemente 
Man  hat  desshaib  zu  einem  andern  Mittel,  die 
er  Gurre  an  bestimmten  Stellen  zu  veranschaulichen, 
dieses  besteht  in  der  Vergleichung  kleiner  Curven- 
isbögen.  Ein  Kreis  nämlich  hat  in  allen  seinen 
Lei  Krümmung,  was  schon  daraus  berrorgeht,  dass 
jt  gedreht  werden  kann,  andererseits  durch  ob^ 
her  Contingenzwinkel  bestätigt  wird.  (Umgekehrt 
?nmd  dieser  ErOrterungra  der  Beweis  führen,  dass 
ve,  welche  in  allen  ihren  Punkten  gleichstark  ge- 
in  Kreis  sein  muss.)  Zwei  Kreise  aber  von  ver- 
dbmesser  haben  verschiedene  Krümmung.     (Denn 

zwei  gleiche  Sehnen  eines  Kreises,  A'X',  A'Y' 
rosse  Sehnen  eines  zweiten  Kreises,  so  wird  der 
T'A' . .]  grösser  oder  kleiner  sein  als  der  Winkel 
je  nachdem  der  zweite  Kreis  den  kleineren  oder 
Salbmesser  hat;  oder  sind  TU,  T'JJ'  gleichlange 
ler  Kreise,  so  ist  der  Winkel  zwischen  den  Tan- 
id  E7  ein  anderer  als  der  zwischen  den  Tangenten 

und  diese  Alles  behält  seine  Geltung,  wie  klein 
en  oder  diese  Bögen  gedacht  werden  mögen,  wenn 
im  einen  Kreis  ebensogross  bleiben  wie  am  andern.) 
irad  der  Krümmung  eines  Kreises  die  unmittelbare 
le  deutliche  Vorstellung  gibt,  so  wird  man  auch 

einer  andern  Gurre  für  einen  h^tjmmten  Punkt 
beurtheilen  können,  wenn  man  den  Kreis  kennt, 
lie  Gurre  in  jenem  Punkte  am  meisten  nähert 
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204.  Legt  maD  in  eine  Gurre  MN  von  t 
Ptinkte  A  ans  zwei  Sehnen  AX^  AY,  und  errichtet  auf  ihnen 
aas  ihren  Mitten  D,  E  Senkrechte,  so  ist  deren  Durchschnitt  C 
der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher  die  Curve  MN  in  den 
drei  Punkten  X,  A,  Y  (und  gewöhnlich  noch  in  andern  Punkten) 
schneidet.  Rückt  der  eine  Schnittpunkt  X  unendlich  nahe  an  A, 
90  wird  AX  ta  einem  Elemente  sowohl  des  Kreises  als  der 
Cnrye  MN,  oder  es  berührt  der  Kreis  die  Curve  in  A.  Dabei 
kann  aber  der  Kreis  noch  jeden  beliebigen  Halbmesser  haben,  da 
über  die  Lage  des  Punktes  Y  nichts  bestimmt  ist;  es  gibt  mithin 
unendlich  viele  Kreise,  welche  eine  Curve  in  einem  gegebenen 
Punkte  A  berflhren.  Unter  diesen  Kreisen  schmiegt  sich  der- 
jenige am  innigsten  an  die  Curve  an,  den  man  erhält,  wenn 
auch  der  Punkt  Y  unendlich  nahe  an  A  rückt,  so  dass  zwei 
Elemente  Ax,  Ay  dem  Kreise  und  der  Curve  gemeinschaftlieh 
entsprechen.  Zwischen  der  Curve  und  diesem  Kreise  findet  Be- 
rflhrung  zweiter  Ordnung  oder  Oscnlation  statt;  der  Kreis 
selbst  heisst  Osculations-  oder  Krümmungskreis,  sein  Halb- 
messer Krümmungshalbmesser  und  sein  Mittelpunkt  CKröm- 
mungsmittelpnnkt  für  den  Punkt  A  der  Curve,  weü  letztere 
in  der  nächsten  Umgebung  des  Punktes  A  die  nämliche  Krüm- 
mmig  hat  wie  dieser  Kreis. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  A  X  und  A  Y  unendlich  klein, 
gehen  die  Linien  DC,  EC  in  Normalen  der  Curve  über;  der 
Srümmungsmittelpunkt  C  erscheint  sonach  als  Durchschnitt  der 
Normalen  zweier  Punkte,  welche  zu  beiden  Seiten  von  A  ihm 
unendlich  nahe  li^en.  Je  kleiner  der  Contingenzwinkel,  in  um 
so  grösserer  Entfernung  von  A  föllt  also  der  Krümmungsmittel- 
pnnkt,  oder  es  wächst  der  Krümmungshalbmesser  wie  die  Krüm- 
mung der  Curve  abnimmt,  und  eine  Curve  hat  in  demjenigen 
Pnnkte  ihre  grösste  Krümmung,  für  welchen  der  Krüiomungshalb- 
Tiesser  am  kleinsten  wird.  Diess  lässt  sich  noch  genauer  aus- 
sprechen. Es  ist  aus  der  Elementargeometrie  bekannt,  dass,  wenn 
zwei  auf  verschiedenen  Kreisen  genommene  B<^en  gleiche  Länge 
haben  soUen,  die  zugehörigen  Centriwinkel  sich  umgekehrt  ver- 
halten müssen  wie  die  entsprechenden  Halbmesser.  Sind  nun  (,  m 
iie  beiderseits  von  A  liegenden  Fusspunkt«  der  beiden  Normalen, 


mi... 
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lie  Linien  CD,  CE  nbei^ehen,  so  dass  der  unendlich 
enbogen  tAu  zugleich  ein  Bogen  des  Krümmongs- 
zngehörige  Centriwinkel  gleich  dem  Gontingeozwinkel 
nmt  man  in  Beziehung  auf  einen  andern  Punkt  Ä'  der 
intsprechenden  Bt^en  t'Ä'u'  =  tAu,  so  stehen  die  Con- 
el  der  Curve  an  den  Stellen  A  und  A'  {und  also  die 
adenden  Krümmungen  selbst)  im  umgekehrten 
iä  mit  den  entsprechenden    Ktflmmungshalb- 


I  sn  einer  möglichst  sclurfen,  von  der  EinfDhrang  der  Cnrren- 
[g  freien  Erklämng  des  ErammnngskreiseB  für  den  Punkt  Ä 

kann  man  Ton  einem  Ereiae  ansgeheo,  welcher  in  A  mit  der 
enge  Tangente  geroein  (seinen  Mittelpunkt  also  auf  der  Nor- 

hat,  und  diesen  Berührnngskreis  eich  so  ändern  lassen,  dasa 

in  welchem  er  die  Curve  noch  schneidet,  sieb  dem  Punkte  A 
liehen  Zusammenfallen  nähert.  Bewegt  sich  der  Ponkt  T  auf 
1  rechts  durch  A  hindurch  nnd  Aber  ihn  nach  links  hinaus, 
littelpunkt  des  Ter&nderlichen  Kreises  stetig  anf  der  Normalen 

diqenige  Lage  des  Mittelpnnbts,  welche  dem  HomeDte  des 
ens  von  Yond  A  entapricht,  ist  der  Krämmnngsmittclpnnkt.  — 
liesem  Punkte  weder  der  Dnrchschmtt  der  obengenannten  Sol- 
id u,  noch  der  Schnitt  einer  dieser  Normalen  nnd  der  Normalen 
r  Strenge  itnsamnienfällt,  kann  man  doch  (solange  die  Erfim- 
!wei  durch  endliche  Abstände  getrennte  Cnrrenpunkte  ver- 
i)  anbedenklich  jene  drei  Schnittpunkte  als  identisch  betrachten, 
er  anendlich  nahe  liegen.  Um  aber  streng  zu  sprechen, 
agen:  der  Erümmangsmittelpunkt  fOr  den  Carvenpnnkt  A  ist 

welchem  die  zugehörige  Normale  von  einer  mit  ihr  zusammen- 
nalen  geschnitten  wird.  (IHe  Bestimmtheit  dieses  Schnittpunkts 
□s  einer  stetigen  Bewegung  der  zweiten  Normalen,  ähnlich  ffte 
immtheit  einer  Tangente  beim  Zusammenfallen  zweier  Punkte 


leidet  ein  Kreis,  welcher  die  gegebene  Curve  in  A 
tse  noch  in  mehreren  Punkten,  so  wird,  während  der 
I  Zusammenfallen  des  einen  SchnittpunMa  mit  A  in 
ionskreis  übergeht,  jeder  andere  Schnittpunkt  in  eine 
[if^e  auf  der  Curve  einrücken.  In  einem  besondem 
aber  ein  zweiter  Schnittpunkt,  zugleich  mit  dem  ersten, 
Mih  A  fallen;  dann  nämlich,  wenn  die  Normale  des 
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Punkts  Ä  eine  Aie  der  Symmetrie*  für  die  g^el 
ist.  Geht  z.  B.  ein  Kreis,  welcher  die  Curve  der  I 
Scheitel  S  berührt,  durch  den  Punkt  P,  so  geht  er  a 
dessen  symmetrischen  Gegenpunkt  $;  sobald  also  P  n 
rückt  ist,  wird  auch  5p  sich  mit  S  vereinigt  haben. 
solchen  besondem  Falle  nennt  man  die  Serührung  zwi 
Kreise  imd  der  Curve  eine  Berührung  dritter  Ordnui 
fon  den  Punkten,  die  ein  Ereis  überhaupt  mit  einer 
Curve  gemein  haben  kann,  zwei  zusammengefallen  sind. 
Kreia  mit  der  Curve  in  Berührung  erster  Ordnung  tritt, 
wenn  der  Kreis  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  mit 
eingeht,  so  ergibt  sich  Berührung  dritter  Ordnung  dnri 
sammenfallen  von  vieren  jener  Punkte,  Oder  wenn  ma 
der  Pig.  87  sagt,  die  Curve  habe  mit  einem  sie  am 
berührenden  Kreis  das  den  Scheitel  enthaltende  Eleme: 
dann  werden  die  beiden  Schnittpunkte  P  und  ^  gleich 
Grenzpunkten  jenes  Elements  unendlich  nahe  kommen,  i 
Osculationskreis  drei  Elemente  auf  der  Curve  hat. 

Ana  der  symmetrischen  Gestaltung  einer  Corve  folgt,  df 
Scheitel  auf  beiden  Seiten  zunächst  liegenden  BogenstScke  seines  j 
kreisea  beide  ausserhalb  oder  beide  innerhalb  der  Corvo  fallen, 
aber  geht  ein  ErOnmungskreiB  in  seinem  Oscnlatjonspnnkte  vo 
Seite  der  Cnrre  aof  ihre  andere  Seite  ftber.  Denn  wenn  an  ein< 
ihrem  Doccl^ang  durch  einen  Pnnkt  A  die  Erflmmiing  im  ^ 
griffen  ist,  so  dass  der  Teilauf  nmnittelbar  vor  A  flacher,  unmitt«! 
bömmer  erscheint  als  in  ^,  so  wird  sich  das  voigängige  Boj 
Dach  anasen  vom  ErOmmnngskreis  abbiegen  (sich  mehr  der  Ta 
lUieni  als  diesem),  das  nachfolgende  aber  wird  gegen  das  Innen 
stieben  (sich  von  der  Tangente  mehr  entfernen  als  dieser);  der] 

•  d.i.  eine  Gerade,  welche  jede  an  ihr  senkrechte  Sehn« 
balbirt,  mithin  die  Curve  selbst  .in  zwei  symmetrisch  zn  einan 
(und  congmente)  HMflen  theilt.    (Vgl  Nr.  188.) 

£in  Paukt,  in  welchem  eine  Corve  ihrer  S^nnmetral-Äie  he 
ach  selbst  dort  zn  schneiden,  heisat  ein  Scheitel  der  Corvo. 

Wenn  im  Scheitel  die  spnmetrischen  Hälften  einer  Corve  i 
nihr»i,  so  ist  die  gemeinsame  Tangente  die  Sjmmetral-Aie.  Ans 
^  Tangente  im  Scheitel  senkrecht  auf  der  Sjmmetral-Äie  (vgl 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass,  wenn  eine  Corve  oder  sonsl 
lAilde  zwei  aufeinander  senkrechte  Symmetral-Äien  hat,  der  £ 
ieser  Aren  em  Mittelpunkt  (vgl.  S.  123,*')  für  das  Gebilde 

Ongler,  descilpt.  Oeometiie.    4.  Anil  12 


—     178     — 

in  sei  AB  die  Normale  in  A.  Bewegt  man  eisen  bensch- 
t  P  Bammt  seiner  Normale  PB  gegen  A  iLnd  darfiber  hinans, 
AB  fortrückende  Schnittpunkt  B  beider  Normalen  b«m 
imnngsmitlelpaiikta  C  den  Sinn  seiner  Bew^ung  in  ge- 
nickt andern;  das  Stflck  PB  der  bewegten  Normalen  wird 
ittelbar  vor  dem  Zosammenfallen  mit  AB  grfiBser  als  der 
«ser  war,  unmittelbar  nachher  kleiner  als  dieser  sein.  Ist 
metral-Aie,  ho  wird  B,  nachdem  die  Lage  C  erreicht  ist, 


vorstehende  Betrachtungen  anknüpfend,  findet  die 
itel,  für  jeden  Punkt  einer  hinreichend  definirten 
nmungshalbmesser  und  die  Lage  des  ErüuiDiungs- 
mau  zu  bestimmen.     Die   zeichnende  Geometrie 

für  solche  Bestimmungen  auf  Käherungscon- 
[^ewiesen ,  wenn  blos  die  Peripherie  einer  Gurre 
'en  Eigenschaften  man  nicht  genauer  kennt. 
I  Pnnkt  A  der  gegebenen  Corve  MN  {Fig.  88)  der  Krflm- 
ud  graphischem  Wege  gefunden  weiden,  so  ziehe  man  id- 
AB  (Nr.  201),  I^e  dann  in  die  CnrTe  von  A  ans  nach 
eine  Aniahl  Sehnen  AM;  AM"....,  AN',  AN",..., 
Sehnen  senkrecht,  errichte  aus  dem  Fonkte,  wo  das  Mitten- 
AB  schneidet,  anf  letzterer  eine  Senkrechte  nach  der  Seite 
!  betreffende  Sehne  liegt,  and  mache  diese  Senkrechte  jener 
'ch  gehörige  Terhindnng  der  Endpunkte  sämmtlicher  Senk- 
I  eine  stetige  Cnrre,  auf  welcher  der  gesuchte  Erümmangü- 

mass  (wie  man  sogleich  einsieht,  wenn  man  sich  ASt 
Unendliche  abnehmend  denkt);  ond  da  jener  Funkt  aach 
B  liegt,  so  fallt  er  in  C,  wo  die  Normale  jene  Hülfscnrre 
rSrnmungshalbmeseer  ist  CA. 

d  hierbei  ist,  dass  die  Winkel,  unter  denen  die  Mittenlothe 
irmale  schneiden,  zuletzt  sehr  klein  werden.  Die  hiebe! 
Fehler  leduciren  sich  auf  ihre  Hälften,  wenn  man  die 
len  Sehnen  nicht  in  deren  Mitten,  sondern  in  den  End- 
richtet und  dann  die  auf  der  Normalen  too  A  ans  abge- 

halbirt.  —  Statt  die  auf  der  Normale  errichteten  Senk- 
I  selbst  gleich  za  machen,  kann  man  ihnen  die  doppelten 
Igen  der  Sehnen  geben,  auch  die  Bichtungen  dieser  Sesk- 

woraus  Mittel  zur  Controle  entspringen. 
/e  anderer  Art  ergibt  sich,  wenn  man  dnrch  den  Endpunkt 
Sehne  eme  Parallele  zn  AB  riebt  nnd  auf  ihr  von  M 
Länge  des   betreffenden  Miüenlothes  abti^gt;  oder  auch 
er  Tangente  AT  Ton  A  aus  die  Länge  der  Sehne  (anf 
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Sehne)  abti%t  und  im  erhaltenen  I 
gleichlaufend  mit  AB  aufsetzt. 
für  eine  erst  zu  construirende  Cm 
mungsmittelpimtte  direct  aus  dem  Gesetz  der  Cm 
bieten,  nach  Bestimmung  weniger  Peripheriepuntte,  d: 
Erümmungskreise  eine  sichere  Anlehnung  für  den  '. 
pherie  selbst. 

Besondere  Punkte. 

206.  Ein  Funkt,  durch  welchen  eine  Curve 
mal  geht,  heisst  ein  mehrfacher  Punkt  derselb 
flin  Doppelpunkt  der  Curve  91,  q  ein  dreifacher  Punkt 

In  einem  «fachen  Punkte  sind  n Tangenten  a 
die  Bögen  der  Curve  sich  in  demselben  durchschnei 
aber  nur  eine  Tangente,  wenn  sich  die  Bögen  sämm 
(Fig.  ni);  in  Fig.  IV  lässt  der  dreifache  Punkt  r  tv 
za,  weil  in  ihm  zwei  Bögen  sich  berühren,  während  s 
geschnitten  werden.  Ferner  gibt  es  für  einen  n 
üErümmungshalbmesser,  welche  jedoch  in  besonder 
Theil  oder  auch  alle  unter  sich  gleich  sein  können, 

In  einem  mehrfachen  Punkte  können  entweder 
Zweige  einer  Curve  sich  schneiden,  oder  es  kann 
stetigem  Verlauf  zum  Selbstschnitt  gelangen  (wie  in 
letztem  Fall  bildet  die  Curve  eine  Schleife.  (Bei  I 
eine  einfache,  IV  eine  doppelte,  II  eine  dreifache  S 

207.  Fine  durch  gesetzmässige  Bewegung  eine 
standene  Curve  kann  von  einer  bestimmten  Stelle  B 
tung  ihres  Zuges  plötzlich  in  die  entgegengesetzt 
und  dann  heisst  It  ein  Bückkehrpunkt  (Fig.  84). 
äeh  den  die  Curve  durchlaufenden  Punkt  von  der  zi^ 
gente  begleitet,  so  musa,  wenn  der  Punkt  in  R  an) 
die  Tangente  sowohl  für  den  Curvenzweig  RA  als 
RB  gelten,  weil  ausserdem  bei  Uebergang  von  eine 
andern  die  Tangente  eine  messbare  Schwenkung  zu 
was  dem  Begriffe  stetigen  Fortschreitens  widersprid 
rühren  sich  beide  Zweige  im  Bückkehrpunkt,  oder  dei 
Punkt  muss  nach  dem  Durchgai^  durch  R  dasselb 

einmal  durchlaufen,  welches  er  unmit 


.T'-r.!^^ 
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reichung  dieser  Stelle  zurückgelegt  hat.  —  Liegen  die  Curven- 
zweige  auf  verschiedenen  Seiten  der  gemeinsamen  Tangente  (wie 
in  Fig.  84, 1),  so  sagt  man,  die  Curve  bilde  im  Kückkehrpunkte 
eine  Spitze;  liegen  die  Zweige  auf  einerlei  Seite  der  Tangente 
(wie  in  Fig.  84,  II),  so  hat  die  Curve  dort  einen  Schnabel. 

Um  ein  Beispiel  für  die  Entstehung  eines  Bückkehrpunkts  zu  haben^ 
lasse  man  in  Fig.  87  eine  Gerade  als  Normale  der  Curve  PS^  fortschreiten 
und  verfolge  dabei  den  Weg  des  dem  jeweiligen  Fusspunkt  entsprechenden 
Krummungsmittelpunkts.  Auf  der  beweglichen  Normale  ist  dieser  Punkt 
selbst  in  Bewegung,  und  zwar  gegen  die  Curve  hin,  solange  der  Fusspunkt 
etwa  von  P  aus  gegen  8  rückt,  dagegen  von  der  Curve  weg,  wenn  der  Fuss- 
punkt über  S  hinaus  gegen  5p  rückt;  denn  die  Krümmung  der  Curve  PS^ 
ist  im  Scheitel  S  am  grössten  und  nimmt  mit  der  Entfernung  von  S  wieder 
ab.  (Da  die  Bögen  SP,,  und  S^,,  der  Curve  PS^  symmetrisch  gegen 
die  Axe  SN  liegen,  muss  auch  die  Curve  K,  welche  der  veränderliche  Krüm- 
mungsmittelpunkt beschreibt,»  die  SN  zur  Symmetralaxe  haben.  Versteht 
man  unter  T  den  dem  Scheitel  entsprechenden,  also  auf  SN  liegenden  Krüm- 
mungsmittelpunkt, so  dass  ST  der  kleinste  der  Krümmungshalbmesser  ist^ 
so  wird  man  auch  ohne  genauere  Kenntniss  der  Curve  PS^  die  Anschau- 
ung fassen  können,  dass  von  den  symmetrischen  Zweigen  der  Curve  K  der 
•  vom  Bogen  PS  herrührende  unterhalb  SN,  der  andere  oberhalb  SN  zu  liegen 
komme ;  beide  nach  rechts  sich  ziehende  Zweige  berühren  in  T  die  SN  und 
sich  selbst;  T  ist  Bückkehrpunkt.) 

Ein  Eückkehrpunkt  kann  zuweilen  aus  einer  Schleife  ent- 
stehen. Wird  nämlich  an  einer  sich  selbst  schneidenden  Curve 
eines  der  Bestimmungsstticke  so  geändert,  dass  die  Schleife  sich 
verkleinert,  so  kann  dieses  Zusammenziehen  der  Schleife  bis  zu 
ihrem  Verschwinden  fortschreiten,  und  dann  entsteht  im  Moment 
des  Verschwindens  ein  Rückkehrpunkt.  Hiemach  ist  ein  Eück- 
kehrpunkt den  mehrfachen  Punkten  (Nr.  206)  als  besonderer  Fall 
beizuzählen. 

Wenn  man  z.  B.  in  Fig.  78  (Nr.  202,  i)  das  constante  Stück  pq  auf 
den  betreffenden  Linien  auch  nach  der  Seite  von  A  hin  abträgt,  so  erhält 
man  einen  zweiten  Zweig  der  Curve,  welcher,  falls  jenes  Stück  nicht  kleiner, 
ist  als  der  Abstand  des  Punkts  A  von  der  Geraden  MN,  durch  A  geht; 
und  zwar  ist  A  ein  Doppelpunkt  wenn  pq  grösser  als  jener  Abstand  ist, 
ein  Rückkehrpunkt  aber  wenn  pq  dem  Abstand  gleich  ist. 

(Aus  diesem  und  dem  vorigen,  an  Fig.  87  anknüpfenden  Beispiel  lässt 
sich  erkennen,  dass  das  plötzliche  Rückläufigwerden  einer  Curve  nicht  gegen 
die  Stetigkeit  ihrer  Entstehung  verstösst,  dass  vielmehr  das  Auftreten  de? 
Bückkehrpunkts  Folge  eines  stetig-  wirkenden  Erzeugungsgesetzes  ist.) 
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_^  _.i  die  Peripherie  einer  ebei 

kann  mau  eine  convexe  unä  eine  concave  Seite  luiti 
indem  (wenn  die  Curve  als  Grenzfall  eines  in  sie  bes 
Polygons  gilt)  der  Winkel  zwischen  je  zwei  aufeinande 
(zanächst  ohne  Yerlängerung  gedachten)  Elementen  entwei 
oder  kleiner  als  ein  flacher  erscheint,  je  nachdem  ma; 
der  einen  oder  der  andern  Seite  auffasst.  Die  convexe  i 
Winkels  ist  aber  diejenige,  auf  welche  die  Rückverlängei 
Schenkels  föUt ;  daher  wird  die  Verlängerung  irgend  ein. 
elements,  mithin  auch  die  Tangente  in  irgend  einem  I 
Carve,  wenigstens  anfänglich  (in  der  Nähe  jenes  Elei 
der  conveien  Seite  der  Curve  liegen. 

In  der  Kegel  liegt  die  Taugente  einer  Curve  so 
dem  Berührungspunkte  benachharten  Bc^enstficke  auf  eii 
derselben  fallen.  Oefters  aber  findet  sich  auch  auf  e: 
ein  Punkt  von  der  Beschaffenheit,  dass,  wenn  man  dnrc 
Tangente  zieht,  der  Curvenbogen  rechts  vom  Berühn 
diesseits  der  Tangente  fällt,  der  Bogen  links  aber 
Ein  solcher  Punkt  heisst  ein  Wendepunkt  der  Curve 
ihm  aus  diejenige  Seite  der  Curve,  welche  anfangs  d 
war,  zur  convexen  wird.  So  ist  in  Fig.  83  der  Pur 
Wendepunkt. 

Die  in  Fig.  78  gezeichnete  Carfe  hat  zwei  Wendepunkte 
man  (vgl.  Nr.  207)  die  Curve  durch  ihren  zweiten  (unterhalb  M 
Zweig  eigänüt,  so  erhält  auch  dieeer  Zweig  zwei  Wendepunkte  ii 
wo  das  conetante. Stück  jjj  kleiner  ist  als  der  Abstand  des  Punkts 

Schneidet  eine  Gerade  die  in  Fig.  83  dai^estellti 
drei  Punkten  Fi,  V,  Ui,  so  kann  man  den  einen  Pur 
V  zusEonmenfallen  machen,  wenn  man  die  Vi  Ui  dun 
lun  F  in  die  berührende  Lage  Vü  bringt;  der  drit 
pnnkt  U,  welcher  von  dem  Berührungspunkte  V  im 
"in  endliches  Eogenstück  getrennt  bleibt,  muss  jenseits  < 
punkts  liegen,  wenn  V  diesseits  liegt ;  denn  zwischen 
biegt  sich  die  Curve  von  der  Tangente  VU  ab,  und  er 
hinaus  krümmt  sie  sich  gegen  die  Tangente  zurücl 
würde  eine  Tangente,  deren  Berührungspunkt  auf  de 
zweige  WUi  liegt,  einen  Schnittpunlit  auf  dem  and 


W  Vi  geben.    Verlegt  man  nun  den  BerfiLrungspunkt  V  in  den 
'        "  ■  niTiss  aneh  der  Schnittpunkt  U  va.  W  fallen; 

1  dem  Zweige  WU^  ala  dem  Zweige  WY^ 
(nach  dem  Vorigen)  U  sowohl  auf  WVi  als 
was  allein  vom  Punkte  W  gilt.  Demnach 
ikt,  als  Berührungspunkt  einer  Tangent«  he- 
igung  von  drei  Schnittpunkten  vor,  oder  die 
mit  der  Curve  zwei  Elemente  gemein. 
re,  welche  von  einer  Geraden  im  Allgemeinen 
zwei  Funkten  geschnitten  werden  kann,  ist 
oöglich,  weil  ein  solcher  das  Zusammen&lleD 


tt  yon  Vereiu^ng  der  drei  Schnittpnnkte,  von  den 
%  zDsammeDhäDgcnden  Element«n,  welche  beide  anf 
entsprechenden  Tangente  liegen,  so  sieht  man,  da» 
gen  die  Corre  Teihält  wie  sonst  ein  ErümmnngskieiA;. 
rümmungekieis  und  oscnlirt  die  Cnrve.  Da  nnn  eine 
ze  fSr  einen  Eieisbogen  ist,  dessen  Halbmesser  ohne 
sagt  man,  der  Erfimmangshalbmesser  f  Qr  den 
Cnrve  sei  nnendlich  gross.  Diess  zeigt  sichaucli 
i  beiderseits  in  der  n^hsten  Nähe  TOni  Wendeponkt» 
welche  dnrch  ihren  Schnitt  die  angenäherte  Lage  des 
ts  geben  sollen,  parallel  lanfen  (sich  erat  in  unend- 
hneiden),  eben  weil  die  beiden  Elemente,  auf  denen 
ht  sind,  in  die  Tangente  des  Wendepunkts  fallen  oder 
im  Wendepunkte  Null  ist. 

gilt  aber  nicht  auanaliinskB.  Wendepunkte  eigenthflm- 
urch  entstehen,  dass  eine  verwickelt  gebaute  Cnire  in 
bergeht,  and  für  einen  solchen  Wendepunkt  kann  dann 
Bser  in  manchen  Fallen  allerdings  nnendlich  gross  sein, 
KuU,  norSber  bbsB  die  rechnende  Uathematik  zu  ent- 
Q  stelle  sich  z.  B.  tot,  eine  nngefUhr  wie  Fig.  83  ans- 
-BptDnglich  einen  Wendepunkt  W  etwas  seitwärts  von 
abt,  in  W  aber,  unter  Bildnng  einer  kleinen  Schleife, 
tten;  raccessive  Aendemng  eines  Besldmmnngsstflcks 
Zusammenziehen  der  Schleife  und  gleichzeitig  eine  An- 
en  TT  herbeigefohrt.  Je  enger  die  Schleife  wird,  desto 
ihren  Punkten  die  Krümmung,  desto  kleiner  also  der 
;  und  wenn  die  Schleife  sich  auf  den  Punkt  TT  re- 
inglcicli  W  auf  TT  gefallen  ist,  erscheint  der  zu  W 
albmessei  =  0.) 


nkten  kann  in  der  Begel  nur  dorch  RechnnDg  ge- 
itrefFende  Erümmnngshalbmesser  Mnll  oder  nnead- 


irkonunen,  dass  im  Wendepunkt  ein 
gen  Tangente  mehr  als  zwei  Elem 
Falle  die  Berührung  von  höherer  ai 

_    _  _  möglich,  daas  eine  Curve  an  einer 

Stelle  zwei  oder  mehr  Elemente  imt  ihre  Tangente  leg 
daas  die  Gurre  von  der  einen  Seite  der  Tangente  auf  di 
übergeht.  Der  als  Berührungspunkt  geltende  Punkt,  welcl 
anderer  Auffassu)^  wieder  als  Repräsentant  von  mehre 
ein^;ten  Schnittpunkten  anzusehen  ist,  kann  dann  ein 
punkt  genannt  werden,* 

Bildet  eine  Curve  einen  Eückkehrpunkt,  ao  können  i 
Zusammenlaufenden  Zweige  sich  auch  in  mehr  als  einem 
tenpaare  berühren. 

Diese  Bemerkungen  lassen  sich  jedoch  hier  nicht  weiter  verfo 

210.  Zuweilen  kann  eine  Zusammengehör^keit 
einer  Curve  imd  einem  einzelnen  Punkt,  welcher  gar  n 
ihrer  Peripherie  liegt,  stattfinden,  ungeföhr  in  der  Weise 
gewissen  Fällen  zwei  getrennt  liegende  Curvenzweige  als 
mengehörig  gedacht  werden  müssen.  Von  einem  solchen  i 
auftretenden  Punkte  sagt  man,  er  gehöre  als  isolirter 
mt  hetrefTenden  Curve. 

FfBgt  man  z.  B.  nach  dem  geometrischen  Ort  eines  Pnakts  d( 
Peripherie  einea  gegebenen  Kreises  einen  gegebenen  Abstand  hat, 
man  als  vollständigen  Ort  zwei  concentrische  Kreise,  welche  nothv 
niDmengehOren.    Einer  dieser  Kreise  reduciit  sich  auf  einen  Pnt 


*  Von  Berflhmngen ,  welche  über  die  Oacnlation  (BerührDi 

Ordnang)  hinangehen,  ist  schon  früher  gelegentlich  Erwähnung  i 

Als  allgemMne  Erklärung  mag  beigefügt  werden,  dass  eine  Corve 

andern  Cune  oder  mit  einer  Geraden  in  Berflhrnng  «ter  Ordnn 

Schnittpnnliteii,  welche  zwischen  den  beiden  Linielt' 

n  -f  1  sich  auf  einen  Fankt  vereinigen.    Denkt  man  d 

anendlicher  Annäherung,  so  bezeichnen  sie  n  den  bei( 

che  Elemente. 
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itaod  dem  Halbmesser  des  g^ebenen  Kreises  gleich  ist,  nod 
besteht  also  der  gesachte  Ort  ans  einem  Kreise  und  seinem 
iaoliitem  Punkt). 

kte  können  nnter  Anderem  bei  ebenen  Schnitten  krommer 
len.  Zieht  man  z.  B.  durch  den  Fnnkt  F  eines  Kreises  eine 
,  stellt  sich  die  Fl&che  vor,  welche  doich  Umdrehung  des 
Tangente  erzeig  wird ,  nnd  Itgi  durch  P  eine  Ebene  E 
I  Winkel  gegen  die  Tangente,  so  besteht  der  vollständige 
bene  und  der  krumnieii  Fläche  aus  einer  Cnrve  nnd  dem 
P.  (Eine  Ebene,  welche  parallel  znr  E  und  in  geringem 
angenommen  wird,  bringt  einen  ans  £wei  getrennten  Zweigen 
litt  herror;  dnrch  fortgesetztes  Annähern  der  Paiallelebene 
«r  innere  Zweig  sich  mehr  and  mehr  zoBanunenzieben  imd 
unkt  P  Qbergehen.) 

Rectification. 
a  eine  in  sich  zurückkehrende  (im  engem  Sinne 
»der  iigend  eine  nur  zwischen  bestinunten  Grenzen 
rve  zu  rectificiren,  d.  h.  ihre  Länge  in  gersider 
fn,  müsst«  man  die  einzelnen  Elemente,  welche  ur-  ' 
er  unendlich  kleinen  Contingenzwinkeln  znsammen- 
ti  einerlei  Sichtung  aneinanderfügen.  Da  aber  die 
)t  unendlich  kleine  Grössen  sind,  ihre  Anzahl  da- 
;h  gross  ist,  so  kann  man  diese  Aufgabe  graphbeb 
n,  sondern  muss  sich  mit  einem  annähernden  lie- 
fen. Ein  solches  erhält  man,  wenn  man  auf  der 
ücke  von  so  geringer  Länge  abnimmt,  dass  ihre 
)n  den  zugehörigen  Sehnen  nicht  mehr  auffällt,  und 
jinen  Sehnen  mittels  des  Zirkeb  auf  eine  Gerade 
i  natürlich  vorausgesetzt  werden  muss,  däss  die  \ 
li^lichst  richtig  und  scharf  geeeichnet  ist). 
1  die  Cnrve  in  mehrere  coi^ruente  Stücke  zerlegen 
in  Fig.  88),  so  braucht  man  nur  eines  dieser 
angegebene  Weise  zu  rectificiren.  In  dieser  Art 
ich  beim  Kreise  Terfahren;  besser  aber  thut  man 
folgenden  Näherui^eonstmctionen  anzuwenden.*  ^ 

ßectiflcationen  ganzer  oder  halber  KreisnmRnge  flfter  vor- 
rd  man  eine  solche  Bectification  ein  fOr  allemal  ausfahren 
durch  Bestimmung  ptoiiortionaler  Linien  ersetzen. 


ih  zam  DnrchnM 
M  hat  man  nahen  die  Uog«  des  Halbkreises. 

2)  Man  kommt  der  Peiipheiie  des  ganzen  Kreisee 
Dreifache  des  DnrchmeBgers  nm  ein  FBnftel  der  Qo&di 

i         Ist  nämlich  d  =  2r  dec  Dmchmesser,  so  ist  die  Qni 
ilT  Fünftel  =  -d  V'2  =  d.0, 1414., . 

3)  Es  sei  ÄS  eine  dem  Halbmesser  gleiche  ^ 
Sehne,  der  Dorchmesaer  CD  senkrecht  zd  ihr, 
EF  Tangente  in  C.  Zieht  man  durch  A  and 
den  Ejeismittelpiinkt  die  Gerade  OE  und  macht 
EF  dem  Drei&chen  des  HaEbmessen  gleich, 
m  ist  DF  sehr  nahe  die  Bectification  des  Halb- 

t        Denn  bezeichnet  r  den  Halbmesser,  so  ist  CH  =  -y 

Bf2  =  CJ^+4r2  =  »-2.<13V8  — 2V"3),  i>f  =r.3, 1 

4)  Ist  AB  ein  Dorchmesaer,  AC  Tangente  nnd  ^ 
^ich  dem  Halbmesser  r,  CD  =  CA.  SE  =  SD,  ai 
wdcht    A  K  wenig  von  der  Bectification  des  Qua 
Jnotan  ab. 

Man  hat  BC  =  rVh,  BE=t  (VT—  1), 
JES  =  4r2  —  BE^  =  2 <y5  —  1)  fü,  AE=J, 5723. r, 
ftr  den  Quadranten  l,5708.r  ergibt, 

5)  Soll  ein  Kreisbogen  rectifleirt  werden,  von  wel 
et  genau  Vsi  Vi'  Ve  ''■■  ^^  ganzen  oder  halbtfn  oder 
^t  man  Yon  einer  der  obigen  Constroddonen  ans.  li 
it>  Bogens  m  aeinem  Kreiae  nicht  genau  bekannt  odei 
M  gibt,  solange  die  Sehne  des  Bogens  den  Halbmeeaei 
■tehendes  Verfahren  ein  hinreichend  genaues  Besultat. 

Es  sei  AB  der  gegebene  B<^n,  AC  der  j; 
durch  seinen  Anfangapunkt  gebende  'Darch- 
meewr,  AE  Tangente.  Tr^  man  anf  der 
Tal&ngenmg  des  DDrchmessers  das  Stflck  CF= 
dem  Halbmesser  an,  so  schneidet  eine  durch  F  nnd  . 
ier  Taugente  ein  StOck  AB  ab,  welches  fBr  die  Bc 
puommen  werden  darf.  Kommt  die  Bogensehne  dem 
und  iit  ingleich  der  Ealbmesaer  gross,  so  thnt  man  ' 
kleiner  als  den  Halbmesset  m  nehmen,  nnd  zwar 
StrwkB  dt,  M.,!  Projection  des  Bogens  anf  AC).  — 

Bogen  müsste  man  in  StQcke  zerlegen 


roDg  der  AC,  so  theile  man  den  Bogen  AB  {dnrch  Probiren)  in 
:he  Tbeile,  mache  den  Bogen  CD  einem  dieser  Theile  gleich  and 
Gerade  BSE.    (S.  Anhang.) 

letztere,  von  der  Diittelong  des  Bogena  aoagebende  Con^tniction, 
e,  bei  welcher  man  CF  genau  =^  Halbm.  —  1/5  Ah  {=  Op)  macht, 
ich  noch  flr  grossere  Bogen  bis  nahe  aji  den  Quadranten. 

2.    Liegt  zwischen  den  Punkten  Ä,  B  einer  beliebigen 
:ein  besonderer  Punkt  (Nr.  206—207)  derselben,  and  be- 
AT,  BT  Stöcke  der  in  T  sieh  schneidenden  Tangenten, 
I  Sehne,  30  kommt  der  Ausdruck 
ÄT-i-BT+2ÄB 
3 
itificirten  Bogen  AB  um  so  näher,  je  flacher  dieser  Bogen 
.  Anhang.) 

einen  Kreisbogen  geht  (wegen  AT=.BT)  obiger  Ansdmck  in 
-AB)  über  und  liefert  selbst  noch  nahe  bei  60"  ein  branchbares  B«8«l- 
Qämlich  die  halbe  Seite  des  nm  einen  Ereia  vom  Halbmesser  r  beschrie- 

gelmässigen  Sechsecks  = 


•)■ 


=  1,051567. r,  also  nur  um  0,0044. r  oder  nm  onge- 
,  des  Ealbmeesers  m  gross. 

rcb  vorsichtige  Benutzung  des  obenstehenden  Ausdrucks 
:h  das  zu  Anfang  der  vorigen  Nr.  angegebene  Hectifica- 
Fahren  mit  Yortheil  in  allen  denjenigen  Fällen  ersetzen, 

die  Tangenten  der  Cmve.  leicht  und  sicher  zeichnen  kann. 
le  zu  rectificirende  Curve  von  beträchtlicher  Ausdehnung 
man,  je  nach  der  grossem  oder  geringem  Krümmung  an 
Q  Stellen,  in  mehr  oder  weniger  Theile.  Sind  Ao,  A^  die 
rte  der  Curvenstrecke,  j4i,  A^,  jig . . .  zwischenliegende 

der  Cmre,  T^,  T^,  T3  . . . .  r„  die  Schnittpunkte  für  je 
feinanderfolgende  der  durch  die  Punkte  A  gehenden  Tan- 

so  findet  man  durch  wiederholte  Anwendung  der  obigen 
als  annähernde  Bectification: 

-riJ'g+TBJ'a4-...  +  3'n.4n)+2(AA+^I-^2  +  -  +  ^-l  ^^ 


—     187     —  Nt.  213. 

oder,  wenn  die  Summe  aller  Tangentenstücke  durch  (,  die  Summe 
der  Sehnen  durch  s  ausgedrückt  wird: 

Die  letztere  Umformung  dient  zu  bequemerer  AusfQhn 
führt  nämlich  auf  folgende  Kegel.  Man  schneide  auf  ei 
raden  von  einem  Punkte  ^  aus  in  einerlei  Richtung  die 
AM—  t  und  AN=  s  ab  und  theile  NM  in  F  so,  dass  NP= 
dann  ist  AP  sehr  nahe  der  rectificirten  Curve  AgAn  gleii 
ist  klar,  dass  diese  Regel  schon  im  einfachsten  Falle,  wo  ( 
legung  des  gegebenen  'Bogens  gar  nicht  eintritt,  angewent 
den  kann.) 

213.  Soll  auf  einer  gegebenen  Curve  von  einem  Pi 
ans  ein  Bogen  abgeschnitten  werden,  dessen  Länge  L  in 
Muie  gegeben  ist,  so  kann  man  diese  Länge  in  so  klein 
Üieilen,  das3  (an  als  Sehne  in  die  Curve  gelegter  Theil 
gehörigen  B<^en  nicht  mehr  merklich  abweicht,  mithin  die 
der  Sehnen  für  die  Summe  der  Bögen  genommen  werd 
Läast  sich  aber  auf  die  Curve  die  Rectificationsmethode  der 
anwenden,  so  zerlege  mau  die  gegebene  Läi^e  L  in  Stf 
massiger  Grösse,  trage  diese  Stücke  von  A  aus  als  aufe 
folgende  Sehnen  ein  und  rectificire  den  von  A  bis  zum  I 
der  letzten  Sehne  reichenden  Bogen  AQ;  diese  Bectificat 
gr&sser  als  L  sein;  der  sich  et^ebende  üeberschuss  kaa: 
leicht  (nach  dem  zu  Anfang  der  Nr.  erwähnten  Verfab 
der  Curve  von  Q  aus  rückwärts  abgetr^^en  werden, 

214.  Zuweilen  kommt  der  Fall  vor,  dass  auf  eia< 
ein  Bogen  gefunden  werden  muss,  welcher  einem  auf  einei 

,  Cnrve  gegebenen  Bogen  gleich  sein  soll.'  Die  Lösung  eine 
Aufgabe  ist  aus  den  vorangegangenen  Betrachtungen  zu 
men.  —  Will  man  dabei  unmittelbar  kleine  (als  gerade  bet 
Bogenstücke  mittels  des  Zirkels  von  der  zweiten  Curve 
erste  übertragen,  so  ist  für  die  Kleinheit  dieser  Stucke 
Cnrve  mas^ehend,  welche  die  stärkeren  Krümmungen  h 

»kzeng  znr  mechanischen  liosung  der  in  Nr.  211 


"■■^ 


EToIntion. 
nkt  man  sich  um  eine  Cutre  einen  nnansdefanbaren 
dessen  Anfangspmikt  an  der  Peripherie  befestigt  ist, 
wieder  abgewunden,  dass  das  von  der  Gurre  abge- 
jner  straff  gespannt  bleibt,  so  beschreibt  der  End- 
leas  eine  neue  Curve,  welche  eine  Evolvente  der 
.  wird,  wahrend  die  ursprüngliche  Cnrve  selbst  die 
t,  und  mau  sagt,  die  Evolvente  sei  durch  Abwicke- 
>n)  der  gegebenen  Curve  entstanden.  Diese  erste 
aber  nicht  eigentlich  geometrischer  Natur  und  auch 
md,  muss  also  durch  eine  strengere  ersetzt  werden. 
wickelte  Fadeostück  bleibt  bei  seiner  geradlinigen 
>rtwährend  Tangente  der  Evolute;  daher  kann  man 
auch  erzeugen  lassen  durch  einen  Punkt  einer 
eiche,  ohne  zu  gleiten,  sich  auf  der  Evolute 

end  eine  Lage  des  beschreibenden  Punktes ,  T  der 
ikt  der  Tangente  für  diese  Li^e,  ^  der  Punkt  auf 
lit  welchem  P  früher  zusammengefallen  war,  so  ist, 
der  ersten  Erklärung  folgt,  das  Stück  PT  der  Tan- 
lang  wie  der  Bogen  5pj  der  Evolute,  Um  daher 
einer  gegebenen  Curve  zu  construiren,  wenn  Sp  der 
i.bwickelung  ist,  ziehe  man  durch  mehrere,  nicht  all- 
iderliegende  Punkte  Tangenten  TaPz,  ^sPs,  T^P,,... 
rage  auf  diesen  der  Reihe  nach  die  rectificirten  Bögen 
5p ...  ab,  und  verbinde  die  PunMe  ^,  P^,  P3,  P4,.... 
jtige  Curve.  In  Pig.  86  ist  als  Evolute  ein  Kreis 
n  diesem  Falle  ist  es  am  vortbeilhaftesten,  die  Bdgen 

PaTt, von  gleicher  Länge  zu  nehmen. 

&ei8  in  allen  Punkten  dieselbe  Gestalt  hat  (oder. 

,ben  —  brauchbar  namentlicb  doim,  wenn  die  zd  behandeln- 
'oaaem  Massstab  gezeichnet  Bind  —  ist  Elliot's  Opisometer 
Dinglei'a  Journal  Bd.  123,  S.  75  und  im  Polytechnischen 
1,  S.  1468). 

Hnition  der  Evolvente  passt  ancb  fQr  eine  gewundene 
in  sieht  leicht,  daae  in  einem  aolchen  Falle  die  Evolvente 
idene  Cnrve  werden  mflsste. 


11 

'  kl 
in  welchem  Punkte  man  die  Abi 
nStailich  alle  Evolventen,  welche  v 
sprechen,  aater  sich  congruent. 
keineswegs  der  Fall,  sondern  es 
Tente,  sobald  man  einen  anden 
der  Abwickelung  nimmt,  und  es  1 
unendlich  viele  Evolventen  habei 
Ist  aber  auch  der  An&ngsp 
Evolute  bestimmt,  so  könnte  es 
es  für  diesen  Punkt  swei  Evolv 
sowohl  nach  der  rechten  als  nacl 
kann.  Beb^t  man  jedoch  die  z 
der  Evolvente  (mittels  einer  sich  ' 
seigt  sieb,  dass  diese  beiden  Cu 
agen  Curve  zu  betrachten  sind, 
die  Bew^ui^  der  Tangente  rücl 
Punkte  Ts,  T^  nach  dem  Punkt 
den,  diese  Bewegung  hier  zu  i 
lerselben  aber  kommt  offenbar  d 
ather  die  Lagen  P4,  Pg,  P^,  % 

P^,  P*, d.  h.  er  erzeig  eii 

Im  vorliegenden  Beispiele  (nämli( 
ist  dieser  Zweig  dem  ersten  co: 
Congruenz  beider  Zweige  findet  b' 
statt,  wenn  sie  eine  Symmetral- 
^gspunkt  der  Abwickelung  li^ 
Ursprung  jedes  Zweigs. 

Nimmt  man  für  einen  Augenb 
der  Evolute  seien  gerade  Linien,  c 
wickehde  Curve  (die  nicht  geradt 
~  A  lässt  statt  der  Tangente  T^ 
tett  der  Tangente  T^I^  die  Verl 
) erscheint  die  Evolvente  aus  Kr 
usammengesetzt,  denen  der  Reihe  1 

\2^  =  T^Tz  +  T^P^, und 

jinienTgPa,  T^F^, 
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3  bleibt  wahr,  wenn  man  das  als  Evolut«  festgesetzte 
reh  Verkleinening  nnd  Vervielfältigung  seiner  Seiten 
ich  in  eine  stetige  Curve  übergehen  lässt,  so  dass  ans 
Elemente  und  aus  deren  Verlängerungen  Tangenten 
smnach  ist  jede  Tangente  einer  Evolute  eine 
er  Evolvente,  und  der  Berührungspunkt  dieser 
ist  der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  entr 
an  Punkt  der  Evolvente.*  ün^ekehrt  ist  jede 
:  Evolvente  eine  Tangente  der  Evolute,  und  die  Evo- 
ist  der  geometrische  Ort  für  die  Erümmungsmittel- 
Evolvente.  Wenn  daher  zu  irgend  einer  Curve,  als 
etraehtet,  die  Evolute  verlangt  wird,  so  hat  man  aus 
ielen  Punkten  der  Curve  Normalen  zu  errichten  und 
iu  zeichnen,  welche  alle  diese  Normalen  bertihrt.  Für 
[Jurve  findet  man  nur  eine  Evolute. 
Qkte  ^,  wo  die  Evolvente  auf  die  Evolute  stösst,  ist 
reige  der  erstem  nur  eine  Normale  m^lich  (nämlich 
itangente  2*1  X),  daher  auch  nur  eine  Tangente,  oder 

ist  ein  Kückkehrpunkt  der  Evolvente  (vgl.  Nr.  207), 
len  Zweige  derselben  treffen  in  diesem  Kückkehrpunkt« 

senkrecht. 
Punkt  ^  existirt  aber  nicht  immer  (vrie  schon  daraus 

dass  man  zu  jeder  ebenen  Curve,  den  Kreis  ausge- 
ae  Evolute  findet);  er  kann  nämlich  fehlen,  wenn  die 
rolute  einen  Bückkehrpunkt  hat. 

Fig.  ^4  eine  Lage  des  beschreibenden  Pnnkts,  go  wird  ftlle> 
1  dei  Wälznng  der  Tangente  dieser  Pnokt  auf  die  Evolute  (die 
t  A  und  B  hinauf  fortgesetzt  zn  denken  hat)  fallen,  nnd  zn&r 
<oiat  man  dagegen  den  beschreibenden  Funkt  auf  der  Verl&nge- 
(nicht  i^r),  so  kann  die  Walzung  ihn  nie  mit  dem  BerQbrnngS- 
u^nt«   znsammenfallen   machen.      (Qilt  ü   als  beschreibender 

er  im  Falle  II  zugleich  ein  RBckkehrpunkt  für  die  Evolvente, 
cht.     Im  Fall  II  wird  auch  ein  auf  der  verlängerten  TR  ge- 

Benfltinng  der  Krtminnngskreise  und  durch  Beiziehung  einiger 
Jen  Kreisbogen  (deren  Mittelponkte  der  Zeichner  bei  einiger 
:  findet)  lasst  sich  die  Evolvente  in  hinreichender  Annäherung 
des  Zitkeb  ausziehen,  auch  wenn  die  Zahl  der  durch  Bectifl- 
mten  Punkte  P  nicht  sehr  gross  ist. 
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nommenen  Punkt  einen  Eückkehrpnnkt  der  entsprechenden  Evolvente  bilden, 
der  aber,  da  er  nicht  auf  der  Evolute  liegt,  nicht  die  Bedeutung  des  Punkts 
¥  hat) 

Der  Punkt  Sß  verwandelt  sich  in  einen  Wendepunkt  der 
Evolvente,  wenn  die  Evolute  einen  Wendepunkt  hat  und  dieser 
zugleich  für  eine  Lage  des  beschreibenden  Punkts  genommen  wird. 

Gilt  in  Fig.  83  nicht  der  Wendepunkt  W  selbst,  sondern  ein  auf  seiner 
Tangente  beliebig  gewählter  Punkt  P  als  beschreibender  Punkt,  so  ist  P 
ein  Bückkehrpunkt  der  Evolvente ,  und  ausserdem  wird  es  auch  einen  auf 
der  Evolute  liegenden  Rückkehrpunkt  ^  geben. 

Einen  Wendepunkt  kann  die  Evolvente  auch  erhalten,  wenn  die  Evolute 
zwei  unendliche  Zweige  hat,  welche  gegen  eine  gemeinsame  Asymptote  so 
liegen,  dass  der  eine  Zweig  sich  ihr  rechts  oberhalb,  der  andere  links  unter- 
halb nähert.  —  Liegen  aber  zwei  Zweige  einer  Evolute  rechts  oberhalb  und 
rechts  unterhalb  einer  ^gemeinsamen  Asymptote,  so  kann  auf  die  Asymptote 
ein  Punkt  der  Evolvente  fallen,  in  welchem  letztere  mit  ihrer  Tangente  in 
Berührung  höherer  Ordnung  steht,  ohne  dass  dieser  Punkt  ein  Wendepunkt  ist. 

Eine  Evolvente  einer  gegebenen  Curve  kann  nur  unter  be- 
sondern Umständen  in  sich  selbst  zurückkehren.  Im  Allgemeinen 
setzt  sie  sich  ins  Unendliche  fort.  Ist  dabei  die  Evolute  eine  ge- 
schlossene Curve,  so  bildet  jeder  Zweig  der  Evolvente  spiralartige 
Umläufe  und  diese  behalten  unveränderlichen  Abstand;  denn 
eine  Normale  eines  Umlaufs  ist  (als  Tangente  der  Evolute)  zu- 
gleich Normale  für  alle  andern  Umläufe,  und  zwei  aufeinander- 
folgende Umläufe  schneiden  auf  ihr  ein  Stück  aus,  welches  der 
Kectification  der  ganzen  Evolute  gleich  sein  muss. 

216.  Wird  eine  begrenzte  gerade  Linie  um  einen  ihrer 
Punkte  gedreht,  so  ist  die  Summe  der  von  den  beiden  Endpunkten 
beschriebenen  Bögen  einem  Bogen  gleich,  der  die  ganze  Linie  zum 
Halbmesser  und  den  Drehungswinkel  zum  Centriwinkel  hat.  Lässt 
man  also  die  Linie  durch  successive  Drehungen  (ohne  Verschiebung) 
mit  den  Eichtungen  aufeinanderfolgender  Seiten  eines  Polygons  zu- 
sammenfallen, so  ist  die  Summe  der  beiden  von  den  Endpunkten 
durchlaufenen  Wege  gleich  einem  mit  der  ganzen  Linie  beschrie- 
benen Kreisbogen,  dessen  Centriwinkel  die  Summe  der  betreffenden 
Aussenwinkel  des  Polygonstücks  ist,  d.  h,  der  Winkel  zwischen 
der  ersten  und  der  letzten  Seite  dieses  Stücks  oder  zwischen  der 
ersten  und  letzten  Lage  der  bewegten  Linie  (wobei  auf  der  Linie 
selbst  der  Sinn. der  Richtung  festgehalten  werden  muss.)    Diess 
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gilt  auch  noch,  wenn  die  gerade  Strecke  sich  auf  einer  Ciirve 
wälzt.  Ist  diese  Ciure  ein  Kreis,  so  sind  die  von  den  End- 
punkten der  Strecke  beschriebenen  Wege  congruent;  jeder  ist  also 
die  Hälfte  der  vorhin  gefimdenen  Summe.  —  Denkt  man  sich  nun 
-■-  ™~  86  die  Strecke  Pa  T^  so  lange  gewälzt,  bis  sie  in  5|J  den 
en  Kreis  berührt  (wobei  der  Weg,  auf  welchem  sich  T^ 
■eise  entfernt,  dem  Wege  Pa^p  congruent  ist),  so  ist  der 
tenbogen  P^  ^  einem  Kreisbc^en  gleich,  dessen  Halbmesser 
j  und  dessen  Centriwinkel  der  Winkel  zwischen  TaPa  und 
ier  zwischen  den  Halbmessern  OT^  und  02i  ist  (oder  auch 
linem  mit  T^Fz  um  0  beschriebenen  Kreisbogen  zwischen 
id  der  Geraden,  welche  von  0  nach  dem  Schnittpunkt  der 
nd  XTi  geht).  —  Wälzt  sich  die  Strecke  I^Pi  bis  ^ur 
mg  in  Pä,  so  sind  die  beiden  von  P^  und  T«  beschriebenen 
tenbCgen  zusammengenommen  gleich  dem  Kreisbogen  vom 
sser  2;p4  und  vom  Centriwinkel  r^OJi;  der  Weg  des 
Ti  aber  ist  gleich  einem  Kreisbogen  mit  dem  nämlichen 
inkel" und  dem  Halbmesser  Va  (-P*-?*  — -Pa^'a);  hierausö-- 
h  für  den  Evolventenbogen  Pa  P^  die  Läi^e  eines  Kreis- 
dessen  Centriwinkel  TzOTi  und  dessen  Halbmesser  das 
tische  Mittel  aus  T^T^  und  T^Tt  ist;  da  nun  T»  dai 
T^Ti  halbirt,  so  ist  Ts-Pa  dieser  Halbmesser.  Man  hat 
e  einfache  Kegel  zur  Verwandlung  eines  beliebigen  Bogens 
reis-Evolvente  in  einen  Kreisbogen.  Die  Bectification  der 
te  lässt  sich  somit  auf  die  des  Kreises  (Nr.  211)  zurück- 
—  Der  erste  Umlauf  einer  Kreisevolvente,  vom  Urspnmg  ^ 
Ier  an  die  Tangente,  in  5]3,  ist  einem  Kreise  gleich,  der  zum 
lesser  die  Bectification  des  g^ebenen  hat. 

Roll-CnrTen. 
1.  Wie  hei  der  Evolution  eine  Gerade  auf  einer  Cnrve 
Izt,  ao  kann  man  auch  eine  Curve  auf  einer  Geraden  oder 
ir  andern  Curve  sich  wälzen  lassen.  Ein  bestimmter  Punkt 
egten  Curve  beschreibt  dann  eine  neue  Curve,  welche  eine 
urve  (oder  auch  Wälz-Ourve)  heisst. 
den  die  Evolventen  unter  die  WShcnrven  eingereiht,  so  hat  ni»n 
Fälle:  Walznng  einer  Geraden  auf  einer  Cnrre,  einer  Curfe  anf 
raden,  einer  Corve  auf  einer  Cnrve. 
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ie  Gerade,  welche  eine 
Q  Ptmtte  verbindet,  ii 
in  Gurre  die  feste  Lini 
e;  denn  beim  ersten  Ai 

^      _    j,__      g  zeichnet  der  beschri 

einen  nnendlich  Üeinen  Ereisbc^en,  dessen  Mittelpu 

rührni^apunkt  iat.     Der  Bertthrungapunkt  gibt  al 

zugleich  den  Exummungsmittelpunkt  für  den  entspre« 

der  Eollcurve;  denn  da  die  Nonnale  der  letztem  i 

I    der  Bahnlinie  ist  (was  hei  der  Evolution  der  Fall 

inlinie  nicht  die  Iivolute  der  BoUcurve  oder  de 

er  Krmmnungsmittelpunkte  sein. 

t  die  zu  wälzende  Curve  W  in  einer  Li^  g^el 

Bahnlinie  L  im  Punkte  B  berührt,  and  ist 

U^e  des  beschreibenden  Punkts  (welche  übrigf 

aenfallen  kann),  30  findet  man  eine  neue  L^ 

gendö  Weise.    Man  nimmt  im  Sinne  der  'S 

fen  Punkt  ^  auf  TT  und  einen  Punkt  2t  a 

Bogen  B%  gleich  dem  PT-Bogen  BA  (Nr.  \ 

gente  AT  und  die  i-Tangente  Wi  (beide  im  J 

er  beide  im  entgegengesetzten),  macht  W.S:2I. 

p2  =  AP\ ,  so  ist  Pa  ein  Punkt  der  RoUcun 

ie  Constmction,  wenn  W  ein  Ereis  ist,  und  i 

lusserdem  apch  L  ein  Kreis  oder  eine  Gera 

Jena  beim  B^nn  der  Wälzung  der  beschreil 

nit  dem  Berührungspunkt  zwischen  W  und 

30  kann  man  die  Wälzui^  immer  in  soleb< 

Q,  dasa  P  sich  der  L  nähert  und  endlich  ai 

Lage  heiast  P  der  Ursprung  des  Rollcnrvei 

P(i  ist  aber  zugleich  Ursprung  eines  zweit» 

rve,  welcher  sich  erzeugt,  wenn  man  die  Wälzi 

noch  weiter  fortsetzt.     Der  Ursprung  ist  ei 

t  für  die  Eollcurve;  denn  die  beiden  von  ihi 

I  Bügai  derselben  haben  die  durch  ihn  gelegte  Tangi 

Dieinäamen  Normalen.  —  Ist  W  eine  endlose  Ou: 

llcnrre  nur  einen  Rückkehrpunkt  und  zwei  i 

'  (.  Ist  aber  "Wgeaehlosaen,  so  kehrt  de 

pt.  Geometrie.    4.  Aufl. 
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Punkt  mehrmals  auf  die  Bahncurve  L  zurück;  zwiBchen  je  zwei 
aufeinanderfolgenden  Kückkehr-(Ursprung3-)Pnnkten  li^  ein  Gang 
der  Eollcurve  und  ein  der  ganzen  Peripherie  von  TT  gleicher  Bogen 
der  L.    Im  Allgemeinen  ist  die  Zahl  der  Gänge  unbegrenzt.  lat 
oKai.  r  nina  gescblosseue  Curve  und  lässt  sich  zugleich  das  Ver- 
sehen den  Peripherien  von  L  und  W  genau  in  ganzen 
Irücken,  ao  Mit  im  Verlauf  der  Wälzung  einer  der 
kkehrpunkte  auf  einen  frOhem  und  die  Bollcurve  kehrt 
st  zurück. 

Die  Rollcurve  heisst  eine  Cykloide,  wenn  ein  Kreis 
eraden  sich  wälzt,  —  eine  Epicykloide,  wenn  ein 
äinem  andern  Kreise  sich  so  wälzt,  dass  dieser  von 
hrt  wird  (wobei  der  bewegliche  Kreis  vom  ruhenden 
enfalls  von  aussen  oder  auch  von  innen  berührt  werden 
ine  Hypocykloide,  wenn  ein  Kreis  auf  einem  zweiten 
wälzt,  den  er  von  innen  berührt.  Diese  drei  Arten 
VW  führen  den  gemeinschaftlichen  Namen  cyklische 

eine  (r^klische  Curve  die  Bahnlinie  L  und  der  wälzende 
tgehen,  so  ist  die  Curve  an  sich  völl^  bestimmt;  man 
wenn  man  auf  einer  beliebig  gewählten  Lage  von  Vf 
Punkte  als  beschreibende  annimmt,  für  jeden  solchen 
besondere  Curve,  diese  Curven  sind  aber  alle  einander 
nd  unterscheiden  sieb  Mos  hinsichtlich  der  Lage  ihrer 
okte  auf  L. 
izelnen  Gänge  einer  cyklischen  Curve  sind  unter  sidi 

in  Po  und  P'  die  beiden  einen  Gang  begrenzenden 
okte.  Da  es  offenbar  gleiehgiltig  ist,  ob  die  Wälzung, 
le  der  Gang  erzeugt  werden  soll,  im  Sinne  von  Po 
jder  im  entgegengesetzten  Sinne  vorgenommen  wird, 
■  Gang  selbst  aus  zwei  congruenten  Hälften  bestehen, 
iegen  symmetrisch  gegen  eine  Axe,  welche  das  Stück 
'j  senkrecht  halbirt.  Jede  Ganghälfte  entspricht  der 
des  halben  Kreises  W,  und  der  Scheitel  des  GMgefl 
[genauer:  von  dem  Punkte,  in  welchem  L  and  die 
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dorch  den  Scheitel  gehende  Lage  von  W  sich  berü] 
Durchmesser  von  W  entfernt  (Für  zwei  benachbai 
diejenige  Gerade,  welche  im  betreffenden  Kflckkehrpu 
auf  L  steht,  eine  Symmetral-Axe.) 

Man  sieht,  dass  die  Zeichnung  einer  cyklischt 
mit  Leichtigkeit  beliebig  weit  fortsetzen  lässt,  nachd 
mal  die  Hälfte  des  ersten  Gangs  conatmirt  hat.  (Z 
dieses  ersten  Ganges  bedient  man  sich  bei  der  Ep 
cykloide  am  besten  einer  ßeihe  von  mit  L  concentrii 
weil  diese  zugleich  für  die  Zeichnung  der  nachfolj 
Hl  brauchen  sind.) 

Um  aber  eine  erste  Öanghälfte  zn  constniiren, 

Mnäehst,  dass  die  Mittelpunkte  aller  Lagen  von  Tf 

kloide  auf  einer  Geraden  C  parallel  zu  L,  bei  Ep 

cykloide  auf  einem  Kreise  C  concenErisch  mit  L  verbh 

man  auf  der  durch  den  Ursprung  P«  gehenden  Lag 

W  einen  Punkt  w  beliebig  und  macht  den  X-Bog' 

PflW  (der  Heiner  als  Va  ^  'S*))  so  ' 

zu  L  gezogene  Gerade  die  Linie  C  ir 

;e  von  W,  auf  welcher  der  besehreibe 

wenn  man  in  sie  von  l  aus  die  Si 

Sinne  einträgt.     Man  überzeugt  sie: 

auf  einer  durch  w  gehenden  und  v 

ehenden  Linie  liegen  muss.     Die  Ben 

ür  die  Cykloide  eine  Gerade,  für  die  1 

■  L  concentrischer  Kreis  ist)  macht  ■ 

Ibst  das  Beschreiben  eines  grösseren 

ihrlich,  und  ist  schon  deshalb  vorzuzit 

:  später  zur  Ei^änzung  des  Halbgai 

ifo^ender  Gänge  gebraucht  werden  1 

rhält  man  andere  Punkte  des  erste 

auf  der  ursprünglichen  Lage  von  W 

dass  sie  den  halben  Kreis   W  in  j 


r  die  Cykloide  leitet  sich  aus  der 
«h  fönende  einfache  Begel  ab.    Auf  i 
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liehen  Lage  von  W  nehme  man  von  Po  aus  den  Bogen  V^w  ia 
demjenigen  Sinne  ab,  in  welchem  der  Kreis  bei  der  beabsichtigten 
Wälzong  sich  drehen  wird  (also  entgegengesetzt  dem  Sinne,  in 
welchem  die  Wälzung  fortschreitet),  ziehe  wPi  ||  2>,  mache  die- 
Gerade  wP^  (in  dem  Sinne,  in  welchem  der  Kreismittelpunkt  sich 
bewegen  wird)  gleich  dem  Kreisbogen  wV^^  so  ist  Pi  ein  Punkt 
der  Cykloide.  Eine  Parallele  durch  Pi  mit  der  Sehne  V^w  ist 
Normale  der  'Cykloide  in  Pj.  —  Ist  (Taf.  XU,  8)  PoP  ein  Halb- 
gang,  P  der  Scheitel  (also  Poö=  V2  ^\  «^«?  II  J^i  so  ist 

vPi  =  VI«?  —  w;Pi  =  ^2  ^ —  ötrc  V^w  =  arc  Fv. 
Hierin  ist  eine  noch  einfachere  Construction  angezeigt,  welche  von 
der  mittleren  Lage  des  gewälzten  Kreises  und  vom  Scheitel  P 
ausgeht.    Eine  Parallele  durch  Pi  mit  der  Sehne  Bo  ist  Tangente 
der  Cykloide. 

In  der  Figur  ist  der  Kreis  W  noch  einmal  so  gezeichnet,  dass  er  in  Pq 
die  L  von  der  andern  Seite  berührt,  $0^  II  ^^  gezogen,  PQ  bis  D  verlängert» 
VT&lzt  sich  nun  der  Kreis  auf  $o^>  ^^  beschreibt  der  Punkt  Pq  den  Halb- 
gang PqO.  einer  zweiten  Cykloide,  welche  der  ersten  congment  ist.  Die 
Sehne  wFq  ist  bis  ü  verlängert,  das  Parallelogramm  uf^^  vollendet.    Wegen 

ö^pj  =  toPi  =  eure  FqW  =  arc  Po^ 
ist  $1  ein  Pnnkt  der  zweiten  Cykloide  nnd  '^{Pi  (die  Normale  der  ersten) 
Tangente  der  zweiten.  Mithin  ist  die  zweite  Cykloide  die  Evolute  der 
ersten  und  ^^  der  K'rümmungsmittelpunkt  für  Pj  (Nr.  215).  Da  die 
Pi^i  von  der  L  halbirt  wird,  lässt  sich  für  jeden  Punkt  der  ersten  Cykloide 
der  Krümmungsmittelpunkt  sehr  leicht  bestimmen.  Zugleich  sieht  man,  das? 
der  rectificirte  Halbgang  =  CP,  also  die  Rectification  des  vollen  Cy- 
kloidenganges  viermal  so  gross  als  der  Durchmesser  des  gewälz> 
ten  Kreises  ist.  Auch  einzelne  Bögen  der  Cykloide  lassen  sich  ohne  Mühe 
rectificiren.  So  ist  (wenn  man  sich  in  der  Figur  bbs  den  Halbgang  i^O 
und  den  Kreis  über  ^o-Po  vorhanden  denkt)  der  Bogen  Po%  =  2.Pqö,  der 
Bogen  ?^i$2=  2(PoÖ2  —  Poö)  =  2.tt2.  Penier  kaiui  man  leicht  auf  der  Cy- 
kloide von  einem  gegebenen  Punkte  aus  einen  Bogen  von  gegebener  Länge 
abschneiden,  oder  den  Halbgang  in  gleiche  Theile  theilen. 

220,  Für  die  Epi-  und  Hypocy kleiden  gilt  folgender 
Lehrsatz. 

Der  Durchmesser  eines  Kreises  sei  beliebig  in  zwei  Stücke 
getheilt  und  über  jedem  Stück,  als  neuer  Durchmesser  betrachtet, 
wieder  ein  Kreis  beschrieben.  Nimmt  man  einen  dieser  drei  Kreise 
als  fest  und  lässt  auf  ihm  die  beiden  übrigen  sich  wälzen,  so  sind 


sammeDfallen,  sieb  auf  K  im  Sinne  von  A  g^en  B'  wäht;  und 
dieBs  war  zu  erweisen. 

Der  Satz  ißhrt  zugleich  auf  eine  neue  Constniction.     Sind 

It,  r  und  also  mittelbar  auch  r'  gegeben  und  iat  der  Ursprung  A 

willkürlich  auf  K  gewählt,  so  nehme  man  zwei  JT-Bögen  AB,  AB' 

(für  eine  Hypocykloide  in  entgegengesetztem,  für  eine  Epicykloid& 

in  amm-i«  Sinu)  im  Verhältniss  von  r:r'  und  bestimme  auf  der 

B'  (für  die  Hypocykloide  innerhalb,  fQr  die  Epicykloide- 

ies  Kreises  K)  einen  Punkt  Pso,  dass  BP:B'P=r:r'i 

'  ein  Punkt  der  cyklischen  Curve  und  BB'  die  zuge- 

nale. 

t  eine  zweite  Normale  die  erste  in  O,  den  Kreis  £  in  %t  nnd  9' 
AV'  =  r :  T%  so  vethaltoa  sich  anch  die  S-B«gen  BS9  und  B'W 
ie  zogehSrigen  Sehnen  aber  wie  C£:OS'.  Liegt  nan  di» 
tle  der  ersten  sehr  nahe,  so  iriid  dos  Terhältniss  der  Bo^tt 
em  der  Sehnen  ühereinstinunen  and  zugleich  C!B'  von  C£'  sehr 
ben.  Bezeichnet  daher  0  den  Pnnkt,  wo  die  Normale  BB'  Ton 
mittelbar  folgenden  NacbbaiUge  geBchnitten  wird,  also  den 
amittelpankt  der  cyklischen  Carre  fllr  P,  so  mnss  die  Pro- 

OB-.OB'  =  t:t-  =  PB:PB , 

mit  P  harmonisch  gegen  die  Psnkta  B,B'.  Hiernach  lAsst 
nnHingsinittelpnnkt  auf  verschiedene  Weise  sehr  einfach  finden. 

man  in  den  Kreisen  c,  c'  die  Qegenpnnkte  d,  d'  des  Pnnktes  P, 
lUchtnng  dd'  durch  0  gehen  (denn  die  Sehnen  Bd,  B'd'  sind 
verhalten  dch  wie  BP-.B'P).  2)  Die  dd'  mnss  den  Punkt  C 
«halb  Iftsst  sich  dner  der  Punkte  d,  d'  dnrch  den  Hittelpankt 
reises  ersetzen.  3)  Da  die  dd'  dorch  den  Endpnnkt  Q  der  ge- 
ehne  PQ  gehen  moss  nnd  auf  ihr  senkrecht  steht,  so  werden 

drei  Punkte  d)  d' .  C  entbehrlich.  (FQr  den  dem  Scheitel 
tsprechenden  Krflmmnngsmittelpnnkt  sind  diese  Constmctionen 
icben ;  dafür  bleibt  die  anch  in  den  andern  F&llen  zunächst  sicli 
^onstmcticn  mittels  zweier  dnrch  B  und  B'  gelegter  Puallelen 
^n  r  nnd  r'.) 

einer  Hypocykloide  der  Durchmesser  des  sich  wSlzenden. 
1  Halbmesser  des  festen  gleich,  so  werden  bei  der  oben 
egebenen  Curvenconstruction  die  Bögen  AB  und  AB' 
eich,  und  ihre  Sehne,  welche  senkrecht  auf  dem  durch  A 
>uFclmiesser  des  festen  Kreises  steht,  ist  zU  balbiren. 
ht  in  diesem  Falle  die  Hypocykloide  in  den  genannten 


*r  (was  sich  auch,  unabhängig  von  jei 
tion,  sehr  leicht  direct  beweisen  lässt). 

221.  Wälzcurven  in  einem  erweiterten  Sinne  ent 
der  beschreibende  Punkt  nicht  auf  der  sieh  wälzende 
oder  geraden)  Linie,  aber  in  unveränderlicher  Verbind 
gedacht  wird.  Die  Zeichnung  solcher  Curven  ist  aui 
Erörterungen  über  die  eigentlichen  Eollcurven  und  di 
abzuleiten. 

Umhailniig. 

222.  Bew^  sieh  in  der  Ebene  irgend  eine  1 
gerade  Linie  stet^  nach  einem  voi^eschriebenen  Oese 
man  eine  stetige  Linie  zeichnen,  welche  jene  in  allen 
heben  Lagen  berührt.  Diese  Linie  heisst  die  ümhü 
der  beweglichen,  und  letztere  selbst  die  umhüllte, 
auch  die  Umhüllte  während  ihrer  Bew^ung  ihre 
nach  einem  gegebenen  Gesetze  ändern,  wenn  nur  ih 
selbe  bleibt. 

Wenn  man  sich  drei  unmittelbar  aufeinanderfol 
der  Umhüllten  vorstellt  (zwischen  denen  also  die  Fort 
bei  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Bewegung,  um 
mi),  so  ist  das  Stückchen  der  mittlem  Lage,  welchi 
«rate  und  dritte  Lage  b^enzt  wird,  ein  Element  de 
gehört  als  solches  zugleich  der  berührenden  Umhülli 
die  einander  unendlich  nahen  Endpunkte  dieses  Elemei 
Funkte,  in  denen  die  mittlere  Lage  von  der  ersten 
geschnitten  wird)  liegen  also  auf  der  Umhüllungslini« 
kann  man  sich  diese  auch  gebildet  denken  durch  die 
Durchschnitt«,  welche  zwischen  den  einzelnen  Lagen  de 
in  deren  stetiger  Aufeinanderfolge  sich  ergeben.  * 

*  in  giOeserer  Strenge  ge&sst,  liefern  jene  BncceBsiven  Bni 
Eden  einer  polygonalen  Linie,  «eiche  der  ümbfillnngslinie  nr 
ab«  ihr  so  nahe  kommt,  daes  man  die  eine  fflr  die  andere  snbi 
Der  «^entliehe  BerahrangüponM  zwischen  der  UmbSUnngsG 
twtiininten  Lage  dei  Umhüllten  ist  die  Stelle,  in  welche  dei 
dieser  feefgehalttinen  Lage  nnd  einer  zweiten  Lage  in  dem  Hoi 
wo  die  Eweit«  in  Folge  stetiger  Bewegung  mit  der  ersteD  ga 
Mt.    Inwiefern  diese  Stelle  als  eine  bestimmte  betrachtet 


Teisen  sctmeideD  bekanoüicb  ttUe  Tangenten 
äosaern  ab.  Daher  iet  fOr  eine  tiew^liche 
1  Ereis  in  zwei  Pnnktea  tod  bestimmtem  Ab- 
DUnngBCoire  ein  Ereis ,  concentrisch  niit  dem 
id  dem  DnrebmeBser  des  g^^benen  Ereiees 
ihDllangscoire  anf  einen  Pnni:!) 
'  Geraden,  welche  auf  einer  ebenen  Cnrve  stets 
dieser  Cnrre  {Tgl.  Nr.  215). 

0,  welche  mit  den  Schenkeln  eines  g^ebenen 
1  gegebenem  Inhalt  bestimmt,  entspricht  ab 

1,  Beiap.  3,  betrachtete  Carre. 

n  HslbmesBer,  dessen  Mittelpunkt  anf  ein« 

zwei  paratlele  Gerade  mnhOIIt. 

ortrflcken  der  Halbmeeser  des  Kreises  so,  dua 

lit  der  Entfemang  des  Hittelpttukts  tod  einem 

3ibt,  so  gehen  jene  Parallelen  in  zwei  Gerade 

linkte  schneiden. 

les  Ereises,  dessen  Mittelpunkt  bei  constantem 

eines  andern  Eieieee  sich  bewegt,  erscheine 
n  einer  neb  zn  einem  Funkte  znBanunenäeht, 
u  festen  gleich  igt). 
haen  von  UmhAUungscurren   zu  üben, 


ben  Winkels  rQckt  anf  einer  gegebenen  Geradeo 
I  beständig  dnrcb  einen  gegebenen  Punkt  geht; 
longscnrre  des  andern  Schenkels?  —  2)  Statt 
einen  Ereis  nnd  nehme  den  gegebenen  Punkt 
i  vorhin ;  aber  der  gegebene  Punkt  liege  ausser- 
lerade  bew^  sich  so,  dass  die  Sticke,  wdclie 
^ebenen  Winkels  abschneidet,  eine  gegebene 
)  nmbQllt  äe?  —  5)  Ein  Ereis  von  Terftnder 

jene  Bewegung  noch  Ober  das  Znsammenfallen 
wobei  sogleich  wieder  ein  wirklicher  Schnitt- 
on  bei  frflbem  Betiachtnngrai  der  ErQtnmangB- 
unendlich  nahen,  genaoet  iweier  zasammen- 
it 

Schenkel  abgeschnittene  Stflck  NdU  geworden, 
:ong  der  Geraden  stetig  fortzusetzen,  anf  die 
Schenkels  übei^ben;  die  biet  abgeschnittenen 
il  man  sie  in  entgegengesetzter  Richtung  i&blt) 
n,  so  dass  die  g^bene  Länge  nicht  mehr  als 
nz  der  Abschnitte  erscheint. 


\ 
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einen  g^ebenen  Funkt,  w&l 
Hitte)piinkt  anf  einem  andern  Kreise  bleibt;  man  zeichne  eeine  üi 
cnire.  (Drei  Fälle,  sofern  der  g^bene  Fnnkt  aagaerhiilb,  auf  oder 
der  fexten  Ereisperipherie  liegen  k&nn.) 

Linien  zweiter  Ordnnng. 

223.  Unter  den  ebenen  Curven  zeichnen  sich  di 
vielen  merkwürd^en  Eigenschaften  diejenigen  besonders  au 
(ans  apäter  anzufahrenden  Gründen)  Linien  der  zweit 
nnng  genannt  werden.  Es  sind  deren  drei,  und  man  untc 
sie  dnrch  die  Namen  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel. 

224.  Eine  Parabel  ist  der  geometrische  Ort  eines 
welcher  von  einem  gegebenen  Punkte  F  mid  einer  gegel 
raden  AB  einerlei  Entfemimg  hat.  Die  AB  heisst  die  D 
der  Parabel,  der  Punkt  F  ihr  Brennpunkt,  mid  jedf 
welche  ihn  mit  einem  Punkte  der  Peripherie  verbindet,  eit 
strahl  {radiits  vector).  Fällt  man  FDj_äB  und  macht  J 
so  ist  S  ein  Punkt  der  Parabel  und  heisst  ihr  Scheitel; 
längerte  SF  ist  ihre  Axe. 

Die  Parabel  selt^  ist  nun  leicht  zu  construiren.  ] 
man  durch  einen  beliebigen  Punkt  p  der  Axe  eine  Senkrei 
zu  ihr  und  dmrchschneidet  diese  Senkrechte  von  F  aus 
Entfernung  Dp,  so  sind  die  Schnittpunkte  P  mid  ^  zwi 
der  Parabel,  and  auf  die  nämliche  Art  kann  man  helif 
Paare  von  Funkten  finden.  Ueber  S  hinaus  nach  der  Sei 
zu  kann  es  keine  Parabelpunkte  mehr  geben;  denn  &E 
diese  Seite,  so  wäre  Dp<Fp,  also  wilrde  der  um  F  mi 
Bchriebene  Ereis  die  i*^^  nicht  mehr  erreichen.  Auf 
von  S  geigen  F  aber  kann  man  den  Punkt  p  so  weit  hi 
l^en  als  man  will,  und  man  wird  immer  noch  Funkte 
die  Parabel  zeigt  also  auf  dieser  Seite  zwei  ins  unendliche 
Zweige. 

Da  immer  (wo  auch  p  liegen  m^e)  pP=p^  ist 
die  beiden  Parabelzweige  diesseits  und  jenseits  der  Aie  co 
und  li^en  symmetrisch  gegen  die  Aie. 

Die  obige  Erklärung  der  Parabel,  in  etwas  verände: 
iu%,  sagt,  sie  sei  der  geometrische  Ort  für  den  Mittelpi; 


^ 
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Kreises,  welcher  durch  den  festen  Punkt  F  geht  und  die  feste 
Gerade  AB  berührt.    Berühren   zwei  Lagen  des  veränderlichen 

Kreises  (mit  den  Mittelpunkten  P  und 
P')  die  AB  in  A  und  A\  so  schneidet 
die  verlängerte  gemeinschaftliche  Sehne 
die  AB  in  einem  Punkte  (7,  welcher 
die  Strecke  AA*  halbirt  (denn  es  ist 
CA^  =  CG.CF=CA'^);  also  halbirt 
eine  durch  C  mit  der  Axe  FI)  Parallele 
die  Parabelsehne  PP.  Da  aber  (indem 
FCA.PP')  der  Punkt  C  derselbe  bleibt, 
webn  statt  P  und  P'  zwei  andere  Parabelpünkte  vorliegen,  deren 
Verbindungslinie  parallel  zu  PP'  ist,  so  liegen  immer  die 
Halbirungspunkte  beliebig  vieler  paralleler  Sehnen  auf 
einer  zur  Axe  parallelen  Geraden.  Jede  solche  Gerade  heisst 
ein  Durchmesser  der  Parabel.  Ein  Durchmesser  ist  denjenigen 
Sehnen  zugeordnet,  die  er  halbirt. 

Auf  der  Geraden  PP"  kann  es  keinen  dritten  Parabelpunkt 
geben ;  denn  der  zügehörige  Kreis  müsste  dann  auch  durch  G  gehen 
und  die  AB  in  einem  Punkte  J."  so  berühren,  dass  CA'' = CA* = CA^ 
was  unmöglich.  Die  Parabel  kann  also  von  keiner  Geraden 
in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  werden. 

Hält  man  den  Punkt  P  fest,  während  P  (durch  Aenderung 
des  zugehörigen  Kreises)  sich  ihm  mehr  und  mehr  nähert,  bis  zu- 
letzt die  Bichtung  der  PP'  in  die  Tangente  für  P  übergeht,  so 
sieht  man,  dass  letztere  auf  FA  senkrecht  zu  stehen  kommt, 
denn  der  Punkt  C  (sowie  A'  und  6?)  fallt  in  A,  Mithin  halbirt 
die  Tangente  den  Winkel  FPA  (und  die  Normale  in  P  den 
Nebenwinkel).  Zugleich  ergibt  sich,  dass  die  verlängerte  AP  die 
Sehnen  halbiren  muss,  welche  zur  Tangente  in  P  parallel  sind. 

Soll  (Fig.  87)  von  einem  ausserhalb  der  Parabel  gegebenen 
Punkte  L  eine  Tangente  an  sie  gezogen  werden,  so  ziehe  man  LF^ 
beschreibe  um  L  den  Kreisbogen  FA,  welcher  die  AB  in  A  trifft, 
halbire  den  Winkel  FLA  durch  die  Gerade  iPund  mache  AP±.AB', 
dann  ist  LP  die  Tangente  und  P  ihr  Berührungspunkt  (denn  LP 
halbirt  den  Winkel  FPA).  Da  der  Kreis  um  L  die  AB  noch 
in  einem  zweiten  Punkte  91  schneidet,  so  erhält  man  (durch  Hai- 
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uuuiig  vuu  _L.L,<i/  cuid  zweite  Tangente  aus  L.  (Ist  die  Peri- 
pherie der  Parabel  nicht  gezeichnet,  sondern  nur  F^  AB  und  L 
gegeben,  so  lässt  sieb  durch  den  blossen  Anblict  nicht  erkennen, 
ob  L  auf  der  convezen  oder  auf  der  concaven  Seite  liege.  Es 
wird  aber  das  erste  oder  das  letzte  der  Fall  sein,  je  nachdem  der 
Kreis  mit  LF  um  L  die  AB  schneidet  oder  nicht  erreicht.) 

Bei  weiterer  Betrachtnng  der  Parabel  findet  man   leicht  noch  andere 
Hethoden,  Tangenten  zn  liehen.  Zunächst  fällt  in  die  A.Qgeii,  dass  FQ  =  FP 

Hälfte  deaWinkelB-4PF  iat  der  Wechselwinkel  zn  W.PQiP), 

:t  ein  sehr  einfachea  Mittel,  die  Tangente  FQ  bei  gegebenem 
kte  in  finden.  Ferner  sieht  man,  äaas  die  Linien  AF  nnd  PQ 
itig  senkrecht  holbiien,  nnd  zwar  rnnsa  ihr  Schnittpunkt  3f 
den  Scheitel  S  gebende  Tangente  zu  liegen  kommen;  denn 
Tangente  ist  (als  Halbirnngslinie  des  flachen  Winkels  DSF) 
DF,  also  parallel  mit  AD,  and  geht  (wegen  DS-=SF)  durch 
t  M  Ton  AF.  Sonach  ist  SM  [|  Pp  nnd  also  (wegen  QM=  MF) 
in  abermals  ein  Mittel  gegeben  ist,  die  Tangente  in  P  zu  con- 
Bwar  ohne  Benützung  dea  Brennpunkts).  —  Ist  PN  die  Nor- 
ist  FN  =:Fg  =  FP  (oder  die  Punkte  Q,  P,  N  liegen  um  F 
[iemach  kann  man  die  Nonoale  unabhängig  von  der  Tangeute 
elbe  ist  aber  auch  durch  den  Satz  ermöglicht,  dass  pN  =  DF, 
heit  dieses  Satzes  folgt  ans  der  Congtuenz  der  Dreiecke  pPN 

ren  Bemerkungen  fahren  auch  anf  eine  Construction  der  Parabel 
Amiich  um  F  mit  beliebigem  Halbmesser  ein  Kreis  beschrieben, 
anf  derjenigen  Seite  von  F,  aof  welcher  die  Directrix  nicht 
hneidet,  nnd  wird  von  N  aus  im  Sinne  von  NF  das  constante 
FD  auf  die  Aie  getragen,  so  schneidet  eine  in  p  auf  der  Aie 
crechte  den  Ereis  in  zwei  Paiabelpunkten.  (Man  kann  in  diesen 
ich  die  Tangenten  beifügen,  was  für  die  Zeichnung  der  Feri- 
inst^  ist) 

ie  Parabel  eine  Tangeute  parallel  mit  einer  gegebenen  Geraden 
,  mie  man  FiaAJ_VW,  errichte  MP±FM,  AP±AB; 
die  Tangente  und  P  der  Ber^ningapankt,  vrie  aus  dem  Tor- 
eicht zu  beweisen.* 

Eine  Ellipse  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punktes, 
emungen  von  zwei  gegebenen  Punkten  Fi,  F^  eine   *" 

jeder  Richtung  von  PQ  der  Winkel  FMP  ein  rechter  ist,  so 
M  die  Umhüllungscurve  in  Nr.  222,  t.  Anfg  1,  eine  Parabel 
in  hat  also  wieder  eine  Constmction,  bei  welcher  man  je  einen 
rve  ond  eine  zogehOrige  Tangente  anf  einmal  erhält. 
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'  haben.  Diese  beiden  Pun^  heissen  die 
Ellipse;  jede  Qerade  von  einem  Brennpunkte 
iepunkte  ist  ein  Brennstrahl. 
m  Halbirungapunkte  0  der  Strecke  FiFt 
3g  derselben  nach  beiden  Seiten  die  Stöcke 
\>,  so  liegen  die  Punkte  Si,  S^  auf  der  Ellipse; 
1-F3  =  Se  Ji  +  S^F^  =  2.  OS,  =  ff. 

Ti,  Te  der  Ellipse,  erhält  man  auf  der  die 
renden  Linie  TiOT^,  wenn  man  sie  von  einem 
it  OSi  durchschneidet.  Die  Punkte  Si,  Sj 
1,  und  die  Linien  SiS^,  Si^z  die  Axen  der 
die  Brennpunkte  gehende  Äxe  SjSi  ist  die 
a,  da  ihre  Hälfte  T^Fi  (^  OSj)  Hypotenuse 
D  Dreiecks  ist,  in  welchem  die  Hälfte  OT^ 
ihete  abgibt.  —  Wählt  man  auf  der  grossen 
und  beschreibt  mit  GS,  einen  Kreis  um  Fi, 
s  um  F^,  so  gehören  die  Schnittpunkte  JP,  $ 
lipse  an,  und  in  dieser  Weise  kann  man  un* 
von  EUlipsenpunkten  finden;  doch  sieht  man 
ler  zwischen  F,  und  F^  geuommen  werden 
e  Kreise  schneiden  sollen,  und  hieraus  folgt 
aiipse  keinen  unendlichen  Zweig  haben  kann, 
ssene  Curve  ist.  Da  die  Verbindungslinie  -P^ 
senkrecht  halbirt  wird,  so  theilt  die  grosse 
ei  symmetrische  Hälften.  Aber  auch  die  kleine 
•  EUipse  in  symmetrische  Hälften;  denn  hätte 
)is  vom  Halbmesser  SjG  wü  F^,  den  andern 
so  wäre  statt  des  Dreiecks  FiPF^  das  ihm 

entstanden,  dessen  Spitze  P^  ebenfalls  auf 
ad  aus  der  Lage  beider  Dreiecke  folgt,  dass 

FPo  durch  TiT^  senkrecht  halbirt  wird.* 
9  Ellipse  durch  die  Verbindung  beider  Aien 
und  paarweise  gegen  eine  Axe  symmetrisch 

Mvb  (der  Eiklftinng  auf  S.  177  zofo^e)  den  Paukten 
eitel  beizalegen.  Dieser  Name  seil  aber  hier  auf  die 
n  Aie  beschränkt  bleiben,  welche,  da  sie  die  Brenn- 
iegender  Bedentong  ist. 


iDitt  < 

punKt  aer  jumpse. 

Die  Ellipse  iiaat  sich  auf  iDecfaaniBcfae  ^ 
Fadeos  TOn  dei  Ijänge  der  gioBsen  Äxe,  äem 
pQDktea  befestigt  Bind;  wird  Dämlich  ein  Stif 
stet;  in  der  Ebene  des  ZeichnnngablBttea  a 
dieser  Stift  die  Ellipse.  Denkt  man  sich  dal 
tnder  bo  sehr  genähert,  dass  sie  znletzt  io  d 
Men,  so  wird  der  den  Faden  spannende  Stil 
die  halbe  Lftnge  des  Fadens  entfernt  sein , 
schreiben.  Man  sieht  hietaos,  dasa  der  Kic 
Hlipse  in  betrachten  ist 

Der  obigen  Erklärung  zufolge  ers 
geometrische  Ort  eines  Kreises,  der  du 
geht  und  einen  festen  Kreis  (mit  dem 
schrieben)  von  innen  berührt  Bedeuten 
för  zwei  Lagen  des  bew^Iichen  Kreist 
mid  Kl  berühren  und  sich  in  H  sehn« 
die  Richtung  der  PiP  senkrecht  halbir 
fest,  während  der  Punkt  Pi  sich  ihm  a 
nähert,  so  Mlen  in  dem  Augenblick, 
der  Sekante  PP|  zur  Tangente  wird,  < 
K  zusammen  und  die  Tangente  komi 
stehen;  folglich  halbirt  die  Tang 
zwischen  dem  einen  der  nach  P  g 
und  der  Verlängerung  des  anden 

Um  von  einem  ausserhalb  gegebem 
'  an  die  Ellipse  zu  ziehen,  verbinde  man 
Fi,  beschreibe  um  L  mit  LFi  einen 
ihn  vom  andern  Brennpunkte  F,  aus  i 
1  K,  und  halbire  den  Winkel  FiLK 
linie  LP  eine  Tangente  und  der  SchniJ 
Beröhrui^spunkt;  denn  sie  halbirt,  wie 
Winkel  Fi  PK*    Hätte  man  den  Kr 

'  Man  sieht,  dass  man  znr  Ldsnng  diesei 
Ellipse  gar  nicht  zd  haben  braucht,  wenn  nur 
pmiUe  gegeben  sind. 

Schneiden  die  nm  X  nnd  F^  beschriebet 
"iU8,  dass  L  nicht  aoBserhatb  der  Ellipse  lie( 
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und  von  Fi  ans  mitiSiSa  durchschnitten,  so  würde  man  eine  zweite 

Tangente  von  L  aus  erhalten  haben.    (Auf  diese  zweite  Tangente 

1  auch,  wenn  man  statt  des  Schnittpunkts  £'der  nm  L 

chriebenen  Kreise  den  zweiten  Schnittpunkt  derselben 

lormale  PN  der  Ellipse  im  Punkte  P  halbirt  den 
PFz  der  zu  P  gehörigen  BrennstraMen.  Dieser  Winkel 
penn  P  in  S^  oder  Sj  ftlllt;  und  er  wird  von  T,Ti 
3nn  P  in  r,  oder  T^  fällt;  daher  sind  beide  Aien 
'  der  Ellipse. 

it  FiK  die  Tangente  PM  ia  M,  ao  ist  OM=tkKFz  =  OS,; 
1  die  Punkte,  iD  denen  beliebige  Ellipsentangenten 
DB  den  Biennpnnkten  anf  sie  gefällten  Senkrechten 
(Verden,  aaf  einem  Qber  der  groaeen  Aie  beecbriebenen 
lierans  wird  man  ohne  weitere  Andeatung  eine  LOsnng  derAnf- 
an  eine  Ellipse  eine  Tangente  (oder  anch  eine  Normale) 
welche  einer  gegebenen  Geraden  parallel  ist. 
tspnnkt  dei  ans  F^  anf  MP  ge^Uten  Senkrechten  heisae  Sf^. 
er  SjS2  beschriebene  Kreis  von  der  verlängerten  MF^  noch  in  ffll 
so  ist  F2M2  =  FiHl,  also  FiM.  F^Mz  -  SiF^ .  F1S2,  d.  h.  eine 
rliche  GrJIsse  für  alle  Lagen  der  Tangente.  Geht  nan  die  Tan- 
Ti,  80  ist  jeder  Brennpunkt  von  ihr  un  OTi  entfernt,  mithin 
eriladerUche  Grosse  =OTi,  oder  das  geometrische  Mittel 
bständen  der  beiden  Brennpunkte  von  irgend  einer 
der  Ellipse  ist  immer  der  halben  kleinen  Aze  gleich. 

Eine  Hyperbel  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punktes, 
fernungen  von  zwei  g^ebenen  Punkten  F^ ,  F^  eine  ge- 
ferenz  S  haben.  Auch  hier  heissen  diese  Punkte  die 
ikte  und  jene  Entfernungen  Brennstrablen.  Tr^ 
er  Linie  Fi  F^  von  ihrem  Halbirungspunkt«  0  aus  die 
S  nach  beiden  Seiten  ab,  so  erhält  man  die  beiden 
5",,  S2  der  Hyperbel;  die  (begrenzte)  Linie  SjSa  heisst 
Ase,  die  in  0  auf  ihre  senkrechte  (unb^renzte)  Jj  Tj 
näre  Axe.  Nimmt  man  auf  der  Richtung  der  reellen 
E^inkt  G  und  beschreibt  mit  den  Halbmessern  GSy,  OSt 

in  ist  die  ümhoUnngscnrve  in  Nr.  222,  t,  Aufg.  2,  eine  Ellipse, 
B  Pankt  einer  ihrer  Brennpunkte,  der  dnrch  ihn  gehende  Kreis- 
die  grosse  Aie. 
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Brennpunkte,  so  liegen  die  Schnitti 
der  Kreise  auf  der  Hyperbel.  Zwischen  Fi  und  F^  ka 
fallen,  weil  sich  sonst  die  Kreise  nicht  erreichen ;  über  di 
hinaus  aber  kann  man  G  in  jede  noch  so  grosse  Entfemu 
die  Hyperbel  kann  also  keine  geschlossene  Curve  (enge 
sein ;  sie  besteht  aus  zwei  getrennten  Aesten,  deren  jeder 
onendliche  Zweige  hat.  Die  beiden  Aien  (wenn  man 
als  unbegrenzte  0«rade  denkt)  sind  Symmetral 
scheiden  die  Hyperbel  in  vier  congruente  Quadranten  (■ 
so  bewiesen  wird  wie  bei  der  EUipse);  0  ist  der  Mi 
der  Hyperbel. 

Der  Erklärung  zufolge  wird  die  Hyperbel  beschi 
Mittelpunkt  eines  beweglichen  Kreises,  welcher  durch  i 
Punkt  Fl  geht  und  einen  festen,  mit  dem  Halbmessei 
beschriebenen  Kreis  von  aussen  berührt  (wobei  der 
Kreis  entweder  ebenfalls  auf  seiner  äussern  oder  auch 
innem  Seite  vom  festen  berührt  werden  kann).  Ist 
röhrungspunkt  für  die  um  P  beschriebene  Lage  des  1; 
Ereises,  so  führt  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  w 
S.  205  für  die  EUipse  angestellte  auf  den  Satz,  dass  di 
der  Hyperbel  in  F  die  Linie  FiK  senkrecht  halljirt, 
Winkel  FiPF^  der  nach  P  gehenden  Brenn 
halbirt. 

Rückt  der  Punkt  P  auf  der  Hyperbel  in  immi 
Entfemimg,  so  nähert  sich  das  Yerhältniss  der  zugeh5ri 
atrahlen  mehr  und  mehr  dem  der  Gleichheit,*  und  der  Schi 
der  Tangente  mit  Fi  F^  rückt  demnach  (da  Pj  ü :  RF^  = 
immer  näher  an  0;  die  Tai^enten  für  die  unendlich  fer 
der  Hyperbel  müssen  also  durch  0  gehen,  wobei  sie  i 
toten  werden.  Zugleich  werden  für  einen  unendlich  fe 
der  Hyperbel  die  beiden  BrennstraMen  unter  sich,  alsi 
der  Tangente  (Asymptote)  parallel.    Endlich  wird  i 

i  nftmlich ,  wenn  r  den  kleineren ,  i'  den  giOsseTen 
t  bei  fortwahrendem  Wachsen  von  r  der  Grenzwer 
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liehe,  um  P  beschriebene  Kreis  mit  dem  Fortrücken  des  Punkts  P 
immer  flacher  und  ist,  wenn  P  in  unendliche  Entfernung  fallt, 
als  gerade  Linie  zu  betrachten.  Zieht  man  also  aus  Fi  an 
y  den  festen  Kreis  die  Tangente  i^iff,  so  ist 

die  durch  den  Berührungspunkt  ft  gehende 

F^R  die  Eichtung  des  nach  einem  unendlich 

''\y  fernen  Hyperbelpunkt  zielenden  Brennstrahls 

und  OB  ( II -F2R)  eine  J.symptote.  Auf  eine 

zweite  Asymptose  OA  führt  in  ähnlicher  Weise 

die  zweite  Tangente  aus  dem  Punkte  J?\  an 

den  festen  Kreis.  —  Ist  ÄiJBjlOSi,  so  ist 

OB=OFi  (denn  die  Dreiecke  OSiB  mi  Fi^F^  sind  ähnlich, 

0/Si  =  1/2^^2«,  also  OB=%F^Fi).    ffiemach  lassen  sich  die 

beiden  Asymptoten  unmittelbar  construiren,  wenn  man  durch  den 

Scheitel  Si  senkrecht  zur  reellen  Axe  die  Gerade  AB  legt,   sie 

aus  0  mit  OF^  m  A^  B  durchschneidet  und  OJ.,  OB  zieht. 

Was  bei  der  Ellipse  über  die  Aufgabe :  aus  einem  ausserhalb 
gegebenen  Punkte  eine  Tangente  zu  ziehen,  gesagt  ist,  lässt  sich 
unverändert  auf  die  Hyperbel  übertragen,  wenn  man  statt  der 
Fig.  88  die  Fig.  89  vor  Augen  hat. 

Die  Normale  im  Punkte  P  der  Hyperbel  halbirt  den  Ne- 
benwinkel des  ihm  entsprechenden  Brennstrahlenwinkels.  Normale 
für  beide  Scheitel  ist  die  reelle  Axe. 

Ganz  ähnlich  wie  bei  der  ElUpse  findet  man,  dass  die  Punkte,  wo 
die  Tangenten  einer  Hyperbel  von  den  ans  den  Brennpunkten 
auf  sie  gefällten  Lothen  getroffen  werden,  auf  einem  über  Si8^ 
beschriebenen  Kreise  liegen;*  femer  dass  das  geometrische 
Mittel  ans  den  Abständen  der  Brennpunkte  von  einer  beliebigen 
Tangente  eine  unveränderliche  Grösse  ist  und  zwar  gleich  dem  Ab- 
stände eines  Brennpunkts  von  einer  Asymptote,  mithin  auch  gleich  dem 
Stücke  SiA,  Geht  nämlich  die  Tangente  in  eine  Asymptote  über,  so  werden 
die  aus  den  Brennpunkten  auf  sie  gefäUten  Lothe  einander  gleich  und  be- 
rühren den  über  S1S2  beschriebenen  Ereis,  woraus  zugleich  eine  neue  Con- 
struction  der  Asymptoten  folgt. 

Der  erste  der  eben  angeführten  Lehrsätze  gewährt  ein  Mittel,  an  die 
Hyperbel  eine  Tangente  parallel  mit  einer  gegebenen  Geraden 
zu  ziehen.    Diese  Aufgabe  ist  nicht  mehr  lösbar^  wenn  die  aus  einem 


Also  führt  die  Aufg.  3  in  Nr.  222,  f  a^f  eine  Hyperbel. 


Gerade  geWlte  Senkrechte  den  Kreis  t 
nicht  tiifil,  d.  h.  wenn  die  Frojection  der  Strecke  OFi  auf  die  Gemd 
irt  ils  der  Halbmesser  des  Kreises.  Denkt  man  sich  die  gegeben' 
doich  0  glegt,  so  wird  dieses  Zeicliea  der  ünlCaborkeit  anftreten,  s< 
flende  in  den  Winkel  ÄOB  Mit. 

227.  Durch  die  Lage  des  Punkts  j)  ist  in  Fig.  87, 
S9  auch  die  Lage  des  Punkts  P  oder  £ß  bestimmt  und  al 
der  Abstand  Pp  eines  solchen  Punktes  von  der  Axe  Sp. 
Abstiuid  heisse  die  Ordinate  des  Punktes  P.  Die  L; 
Ptrnkts  p  selbst  kann  dadurch  bestimmt  werden,  dass  nu 
Entfernung  von  einem  bestimimten  Funkte  der  Axe  angil 
für  diesen  nimmt  man  am  besten  in  Pig.  87  den  Scheit« 
Fig.  88  und  89  den  Schnittpunkt  0  beider  Axen.  Die 
nnng  Sp  (Fig.  87)  oder  Op  (Fig.  88,  89)  heisst  die  A 
des  Punkts  P.  In  den  letzteren  Fällen  mfisste  man  n 
geben,  auf  welcher  Seite  von  0  man  diese  Entfernung  al 
doch  folgt  ans  der  Congruenz  der  rechts  und  links  vo 
übenden  Cnrvenhälften,  dass  gleichen  Abscissen  zu  beide 
gleiche  Ordinaten  zukommen.  Jeder  bestimmten  Abscisse 
öp  entsprechen  zwei  gleiche  aber  entg^engesetzt  gerich 
dinaten  Pp  und  ^p.  Ist  nun  der  Werth  einer  Abscisse  in 
gegeben,  so  muss  der  Werth  der  zugehörigen  Ordinate  aui 
Rechnung  gefunden  werden  können,  oder  es  muss  sich 
seilen  der  Abscisse  und  Ordinate  jedes  Curvenpunfctes  P  statf 

teriehung  durch  eine  Gleichung  ausdrücken  lassen. 

olchen  Gleichnis  wird  immer  die  Abscisse  durch  x  und 

;ehörige  Ordinate  durch  y  bezeichnet. 

Abscisse  und  Ordinate  führen  auch  den  gemelusch 

Manien  Coordinaten. 

228.  Für  die  Parabel  folgt  diese  Gleichung  um 
ras  den  in  Nr.  224  erwiesenen  Sätzen,  dass  pN=l 
S=Sp.  Man  hat  nämlich,  wenn  die  constante  Gr{ 
jrch  c  bezeichnet  wird: 

y^  =  2cx. 
Die  Sehne  der  Parabel,  welche  durch  den  Brennpu 
id  auf  der  Axe  senkrecht  steht  (oder  die  doppelte  Ordin 

OigUi,  deurlpt.  Oeomstrle.    4.  Ann.  14 
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Punkts,  dessen  Abscisse  JE  S  ist),  heisst  der  Parameter  der 
Parabel  und  hat  die  Länge  2  c;  denn  für  ir  =  -2  wird  y  =  c.* 

Die  Gleichung  y  =  y2cx  lehrt  auch  zu  jeder  Abscisse  die 
Ordinate  durch  Construction  finden,  wenn  die  Lange  2c  des 
Parameters  gegeben  ist. 

Flg.  88.        229.    In  der  Ellipse  ist 

und  Pp^  ^  Fc^p^  =  F^P^ 

oder,  wenn  man  Pp  =  y^  ()p  =  x,  OFi  {=0F2)=f^  FiP=riy 

F2P  =  r2  setzt: 

y^^if--xy  =  ri^  (1) 

y2-|-(/-+^)2  =  r2  2.  (2) 

Ferner  ist,  wenn  man  die  halbe  grosse  Axe  durch  a  bezeichnet: 

ri  4-^2  =  2«.  (3) 

Durch  Subtraction  der  Gleichung  (1)  von  (2)  und  mit  Be- 
rücksichtigung der  Gl.  (3)  erhält  man 

4/ä;  =  ^2 2  —  ri  2  1=  (r^  +  n)  (r^  —  n)  =  2a  (r2  — n) 

2fx 
r^  —  ri  =  — 
a 

^2+^1  =2« 


fx 
also  ^2  = — h  CC. 

a 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  in  (2)  und  gehöriger  Ee- 
duction  folgt 

Nun  ist  aber  OJFi^rrrTg-Fi^  — T2O2,  d.  i.,  wenn  man  die 
halbe  kleine  Axe  durch  ß  ausdruckt: 

/•a=:a2_^2      oder      a^—f^=:ß^ 


*  Jene  yorhin  citirten  Sätze  lassen  sich  jetzt  so  aussprechen:  Die  Pro- 
jection  des  Normalenstücks  PN  auf  die  Axe  ist  immer  dem  halben 
Parameter  gleich;  und  die  Protection  des  Tangentenstücks  PQ 
auf  die  Axe  ist  gleich  der  doppelten  Abscisse  des  Berührungs- 
punkts. 
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mä  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

oder  ~i  +  ^  =  1  ■ 

«        P 

Durch  eine  andere  Umformung  ergibt  sich  die  Pro] 

oder  auch  x:  Y  {ß  +  jf)  (ß~y)  =  a:ß, 
und  der  hierin  liegende  Lehrsatz  lässt  sich  noch  bequei 
sprechen,  wenn  man  sich  die  Glieder  der  gleichgesetzten 
nisse  verdoppelt  denkt;  er  lautet  dann:  Wird  über  d( 
Ellipsenase  ein  Kreis  beschrieben  und  senkrechi 
eine  Gerade  gezogen,  so  verhält  sich  das  durch  de 
ausgeacbnittenen  Stück  dieser  Geraden  zu  dem  di 
Ellipse  ausgeschnittene  Stück  wie  jene  Axe  zur 
Aie  der  Ellipse.  —  Man  erhält  eine  halbe  Ellipse,  w 
ans  den  Poukteu  eines  Halbkreises  Senkrechte  auf  dei 
measer  föllt  und  sie  alle  in  einem  und  demselben  Vi 
verkürzt  oder  verlängert;  der  Ereisdurchmesser  stellt  i 
Me  die  grosse,  im  zweiten  die  kleine  Axe  der  Ellipse  6 
Wde  Axen  einer  Ellipse  g^eben,  so  kann  man  hiernach  ä 
ohne  Hülfe  der  Brennpunkte  construiren,  am  besten  durc 
Fig.  105  (Taf.  VI)  angedeutete  Verfahren.  (Man  schneii 
Hch  die  beiden  über  den  Axen  beschriebenen  Kreise  di 
vom  Mittelpunkt  ausgehende  Gerade  und  legt  durch  die 
punkte  Senkrechte  zu  den  betreffenden  Axen;  diese  Sei 
begegnen  sich  in  einem  Ellipsenpunkte.) 

Drei  durch  diese  Constniction  erhaltene  EllipsenpunkJ 
Dicht  in  gerader  Linie  liegen,  denn  sonst  müssten  auch 
sprechenden  Punkte  auf  einem  der  Genützten  Kreise  in 
liaie  liegend  Eine  Gerade  kann  also  eine  Ellipse  i 
mehr  als  zwei  Punkten  schneiden. 

Die  durch  einen  Brennpunkt  gehende  und  zur  gro 
senkrechte  Sehne  der  Ellipse  beisst  Parameter.    Seine  I 

m  für  X  =  f  —  }/ a^  —  ß^  hadet  man  y 


in  der  Hyperbel  PFi=r„ 

PF, 

1=»-B. 

(=OF,)=A  os^i-- 

=  08,)  = 

=  a, 

SO  ist 

äligen  Dreiecke  FpFi 

und  PjJJi) 

«-rt'  =  r.» 

m 

r+n»  =  r,'. 

(2) 

,-n  =  2«. 

(3) 

eichungen  folgt  (wie  vorhin  in 

Nr. 

229) 

4/-a;  =  2«(r,+r,). 

2/x 

-ri=-^ 

-ri=2a 

lieses  Werthes  in  (2): 


;sher  sowohl  das  Verfahren  selbst  als  das 
nämliche  ist  wie  bei  Herleitung  der  auf 
Gleichung  (in  Nr,  229),  nur  dass  jetzt 
1  andere  bereits  gegebene  Grössen  aasge- 
Sowie  aber  dort  durch  die  Substitution 
ung  sich  bedeutend  vereinfachte,  so  kann 
I  einfachere  Form  kommen,  wenn  man  / 
is  rechtwinkeligen  Dreiecks  nimmt,  dessen 
i  den  Werth  der  andern  Eathete  in  die 
iese  Annahme  ist  erlaubt,  da  f>  a.)  Be- 
sser zweiten  Kathete,  so  ist  f^  =  a^-\~  ß^ 
l  verwandelt  sich  in 

ruction  zu  finden,  hätte  man  in  Si  eine 
Ss  zu  errichten  und  sie  mit  OF^  von  O 
»den;  dann  ist  SiA  =  ß.  Hieraus  folgt 
der  Scheiteltangente  ist,  welches  zwischen 
lyperbel  fällt. 


Iren] 
der  Gleichnng  der  Hyperbel  berechnet  sich 


Schoddet  eine  zur  reeüen  Äie  Settbrechte  di 
perbd  in  P,  die  beiden  Asymptoten  in  F  and  H 
iHuduHt  man  Vp  (=  Wp)  durch  T,  wahrend  0 
und  i^  =  y  ist,  so  hat  man 

PF  =  r-y, 

PTr=  r+y; 

hOxx      Y:ß  =  x:a      oder       Y=-^(e, 

K  irt  PF=  -A  (a:  —  /a*— oü); 

PW=  -^  (iB  +  V  3!« -"''). 

il»  PF.PTr=^«ä  =  p2, 

[    ih.  das  Eechteck  PF. PTT  ist  TOD  nnTerändei 

Sieht  man  doich  P  zu  den  Asymptoten  die  F 

FC:PV=PI>:PW 
wenn  die  Zahl  m  den  Terh&ltnissezponenten 
PC=m.Pr, 
PI>=m.PW, 
PC.PI)  =  vfi^. 
iahl  ffl  bldht  aber  dieselbe,  wenn  die  Ctmstm 
andern  Lage  des  Pankts  P  auf  der  Hjpeibe 
PCF  nnd  PDW  stets  dem  Dreieck  VWO  fthi 
lit  PC .  PD  Oa  alle  Hjperbelpimkte  dasselbe 
ne  mit  gleicbem  Winkel  sich  reihalten  irie  die  I 
!     len  Seiten,  so  bleibt  auch  die  QrOaae  des  Tei&i 
[    grsmms  OP  ongeändert,  woians  folgii,  dass  d: 
I     »iher  betrachtete  Cnrve  eine  Hyperbel  ist, 

231.    Da  die  Krümmungskreise  fOr  di 

nreiter  Ordnung,  sowie  fQi  die  Endpunkte  < 

Elhpse,  in  Berührung  drittel'  Ordnung  mit 

(Nr.  204,  t)i  so  iat  es  für  die  Constracti 

erthe,  die  Mittelpunkte  jene 

ass  der  Krümmungsha 

Parabel,  Ellipse  und  Hy 


'^ 
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halben  Parameter  der  betreffenden  Curve  gleich,  für  die 

Endpunkte  der  kleinen  Ellipsenaxe  aber  =  —  ist. 

p 

I.  Für  die  Parabel  führt  die  zu  Ende  der  Nr.  228  angedeutete  Con- 
stmction  auf  den  gewünschten  Punkt.  Dort  nämlich  hat  man  irgend  einen 
dnrch  den  Scheitel  gehenden  Xreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Axe  liegt, 
zu  beschreiben,  auf  der  Axe,  vom  diametralen  Gegenpunkt  des  Scheitels  aus, 
den  Parameter  einzutragen  und  durch  dessen  Endpunkt  eine  Senkrechte  zur 
Axe  zu  ziehen ,  welche  den  Ereis  in  zwei  Parabelpunkten  schneidet.  Der 
Kreis  wird  immer  die  Parabel  im  Scheitel  berühren,  in  den  ebengenannten 
Punkten  sie  schneiden;  ist  aber  der  Durchmesser  kleiner  als  der  Parameter, 
so  gibt  es  keine  Sdinittpunkte  mehr.  Wenn  nun  der  Durchmesser  anfangs 
grösser  als  der  Parameter  ist  und  sich  durch  Verminderung  diesem  mehr 
und  mehr  nähert,  so  werden  die  Schnittpunkte  des  Kreises  und  der  Parabel 
sich  inmier  mehr  dem  Scheitel  nähern,  und  beide  fallen  in  diesen,  sobald 
der  Durchmesser  dem  Parameter  gleich  geworden  ist;  der  Kreis  ist  dann  in 
den  Osculationskreis  überg^angen. 

Auch  aus  der  Eigenschaft  pN=DF=  c  (Fig.  87)  lässt  sich  die  Lage 
des  Krünmiungsmittelpunkts  finden,  wenn  man  ihn  als  Schnitt  der  Axe  (der 
Normalen  im  Scheitel)  und  der  unmittelbaren  Nachbamormalen  betrachtet; 
denn  rückt  P  (und  also  auch  p)  dem  Scheitel  unendlich  nahe,  so  wird  SN=^  c. 

TL,  Für  die  Ellipse  sind  aus  den  schon  bekannten  Eigenschaften  zu- 
nächst noch  ein  paar  andere  zu  entwickeln.  Sind  Fi,  F^  die  Brennpunkte, 
P  ein  Punkt  der  Ellipse,  PQ  die  Normale  für  P,  OQ  die  Richtung  der 
kleinen  Axe,  so  muss  der  um  das  Dreieck  F1PF2  beschriebene  Kreis  durch  Q 

gehen,  weü  sowohl  PQ  als  OQ  nach  dem  Halbirungs- 
punkt  des  Bogens  FiF^  gerichtet  ist;  daher  ist 

^PNF^co/^PFc^Q, 
^also,  wenn  man  FQ  durch  q  bezeichnet  (und  im 
üebrigen  die  Bezeichnungen  der  Nr.  229  beibehält) 
q:Fc^Q  =  ri:FiN=a:f* 

d.h.  die  Projection  des  vom  Curvenpunkte  bis  an  die  kleine  Axe 
reichenden    Stücks    der  Normalen  auf  einen   der  betreffenden 
Brennstrahlen  ist  der  grossen  Halbaxe  gleich. 
Ferner  ist,  wenn  man  PN=n  setzt, 

n:ri  =  r2:q      oder.     nq=:rir2- 


•  Ein  Blick  auf  Fig.  88  nämlich  lehrt,  dass 

r^iFiN^r^iF^N 

=  F2K:  F2F1 
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Denkt  man  Bicn  ajoca  j'  die  Tangeute  gezogen  und  anf  sie  die  Senkrechten 
FiM,  FiMg  geftllt,  so  ist 

F^Mi  =  r|  cos  V, 

FiMz  =  Tg  cos  9-, 

also  (Nr.  225)  (fi  =  Tir^  cm^  v  =  rifa  •^2="-^- 

«der  (wenn  c  den  halben  Parameter  Iwdeatet} 

na        a^  Ca 

—  =  i—  =  c;         —  =  —=  cosvj 
q         a  •  n         H 

ih.  die  Projeetion  des  vom  Cnrvenpnnkt  bis  an  die  grosse  kxe 
reichenden  Stücks  der  Normalen  auf  einen  der  betreffenden 
Biennstrablen  ist  dem  halben  Parameter  gleich. 

Dos  Zusammenfassen  beider  Sätze  (oder  schon  die  auf  den  zweiten  Satz 
fohlende  Gleichnng  —  =  — )  lehrt,  dass  von  den  beiden  Stücken,  welche 
auf  einer  Nonnalen  je  vom  Fosepnnkt  bis  an  die  kleine  nnd  hie  an  die  grosse 
Aie  reichen,  jenes  sn  diesem  sich  verhält  wie  die  grosse  Aie  znm 
Paranieter. 

Liegt  der  Cnrvenpnnkt,  zn  welchem  die  Normale  gehört,  einem  End- 
punkt der  grossen  Aie  nnendlich  nahe,   so  onterecheidet  sich  das  erstere 
Stick  mn  nneDdlich  wenig  von  der  grossen  Halbaie,  also  weicht  das  zweite 
nicht  nachweisbar  von  der  Länge  des  halben  Parameters  ab  nnd  moss  zaletst 
(beim  Zusammenfallen  der  Normalen  mit  der  grossen  Aie)  dieser  L&nge  gleich- 
gesetzt werden.    Nähert  sich  aber  der  Fnsspnnkt  der  Normalen  möglichst 
einem  Endpoobt  der  kleinen  Axe,  so  nähert  sich  das  zweite  Stück  fortwährend 
dun  Werthe  ff,  das  erat«re  also  einem  Werthe  p,  welcher  der  Proportion 
Q:ß  =  a:c        oder        (/■.ß  =  <fi:^ 
„a 
tapricht,  woraos  folgt  f  =  — , 

p 
m.  Für  die  Hyperbel  läset  sich  eine  ganz  ähnliche  Betrachtong  an- 
ellen  (nnter  leicht  erkennbaren  Modifikationen  der  Figor);  man  gelangt  anch 
er  za  Sätzen,  welche  den  beiden  in  (II)  ausgesprochenen  anatog  sind*,  sowie 
1  der  Folgerang,  dass  (wenn  q,  n  die  vom  Fosspmikt  der  Normalen  bis  an 
e  imaginäre  Aie  nnd  die  reelle  Axe  reichenden  StOcke  derselben  bedeuten, 
den  halben  Parameter) 

g:n  =  o:C, 
ad  diese  führt  wieder,  wie  vorhin,  znr  Beslammnng  de«  Erümmangsmittel- 
mkts  für  die  beiden  Scheitel. 

232.  Auch  für  jeden  andern  Punkt  anf  der  Peripherie  einer 
Linie  zweiter  Ordnung  lässt  sich  der  ErQnunnngsmittelpnnfct  leicht 

r  zweite  dieser  Sätze  anch  für  die  Parabel  besteht,  ist 
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bestimmen.  Ist  nämlich  P  ein  Punkt  der  Curve,  N  der  Punkte 
wo  die  zugehörige  Normale  die  durch  den  Brennpunkt  gehende  Axe 
trifft,  so  errichte  man  in  N  eine  Senkrechte  auf  der  Normalen,  im 
Schnittpunkt  dieser  Senkrechten  und  des  nach  P  gehenden  Brenn- 
strahls auf  letzterem  wieder  eine  Senkrechte;  dann  schneidet 
diese  die  Normale  im  Erümmungsmittelpunkt  für  P 

Diess  folgt  ans  zwei  andern,  hier 
zuerst  herzuleitenden  Sätzen.  Es  sei  F" 
der  gegebene  Punkt,  F'  ein  zweiter 
Punkt  der  Peripherie,  PN,  F*N'  die 
zugehörigen  Normalen,  F  ein  Brenn* 
punkt,  ZN'  die  durch  ihn  gehende 
Axe.  Durch  N  und  N*  ziehe  man  die 
zu  FF'  Parallelen  NV*  und  N'Vy 
welche  die  (nicht  entsprechenden)  Brenn- 
strahlen  in  V*  und  K  schneiden;  der  Punkt,  wo  die  Gerade  V*V  die  Nor- 
male FN*  trifft,  soll' Co  heissen,* während  die  beiden  Normalen  sich  in  G 
schneiden. 

Insofern  die  Geraden,  welche  das  Dreieck  F'N*Z  bilden,  von  der  FN 
in  den  drei  Punkten  F,  N,  G,  die  Seitenrichtungen  des  Dreiecks  F*N'W 
durch  die  V*  V  in  F',  F,  Co  geschnitten  werden,  hat  man  * 
F*F.ZN.N'C=:F*G,N*N.ZF,   und   F'V .WV.N'C^  =  F'Cq.N'Y.WV', 
F^_FT^  F'CqF'V'  WV 

N*C  ■"  ZF  'N'N  N'Cq  ~  WV '  N*  F* 

Wegen  des  Parallelismus  der  drei  Linien  F'Z,  NV*,  ^'TF  ist  aber 
ZN      P'V      ...     F'F     WV        ,        P'C     P'Cq 


femer  ist 


also 


N'N~WV'  ZF^NV     '^^     N'C~'NCq 

woraus  folgt,  dass  der  Punkt  Cq  mit  C  zusammenfällt^  d.  h.  dass  die  V'V 
durch  den  Schnittpunkt  beider  Normalen  geht. 
Es  ist  auch  FV :  FN  =  FF* :  FZ 

FN':FV  =  FZ:FF 


oder 


FV\FN':FV.FN  =  FF:FF 

FF'  FF 


FV':FV=: 


FN''FN' 


*  Der  hier  benützte  Lehrsatz  lautet:  Werden  die  Seiten  AB,  BC,  CA 
eines  Dreiecks  (zwischen  den  Ecken  oder  in  Verlängerung)  durch  eine 
Gerade  bezüglich  in  den  Punkten  c,  a,  h  geschnitten,  so  ist 
immer  Ac.Ba,Cb  =  Ga.Bc.Ab, 

Zieht  man  nämlich  (Fig.  146,  Taf.  XI)  BQ  \\  hc,  so  ist 

Ac:Bc  =  Ab:Qb 

Ba:Ca  =  Qb:Cb 

Ac .  Ba:  Bc .  Ca=:  Ab :  Cb, 
woraus  der  Satz  folgt. 


/' 


\ 
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Sud  üt  fili  die  i'uabel  jeder  der  beiden  i 
(Nr.  224),  fDi  die  Ellipse  nnd  Hypctbel  : 
dentalla  FV  =  FV. 

H&It  HMD  den  Punkt  P  fest,  vfihrend  I 
wfihraid  nfiheit,  so  liegen  V  nnd  V  immer  i 
Mt  P-  in  P,  ^'  in  2V,  F'  in  F,  die  P'l 
die  V'VC  EDI  EiÜBtangente  in  V,  also  ist,  m 
pnnttftrP  wird,  JVF' J_ PJf  nnd  7'CJ_PJ 
Beglammnng  des  Erfimmiuigsinittelpnnkta  fOli 
Bedeutet  jetzt  V  den  Punkt,  wo 
dei  in  J/"  auf  der  Normalen  P2i  errich 
vird,  C  den  Erflmmnngsnuttelpunli;  1 
rabel  PV—2.PF;  femer  ist,  wenn 
sie  au3  P  ge&Uten  Senkrechten  in  A 
getroffen  wird,  das  I>reieck  AF'Ü  d( 
Da  aber  AP  (=  PF)  =  %  PV,  so  is 
Tom  Parabelpankt  bis  an  die  Dil 
der  Normalen  ist  die  Hälfte  des 
fflungsbalbmessers. 

Sowie  man  in  der  Ellipae  und  di 
welchen  der  nach  P  gehenden  Brennstr 
des  Erfimmongsmittelpunkts  zu  Grünt 
der  Parabel  der  Brennstrahl  PF  durch 
ersetzt  werden.  Wird  diese  von  der  1 
Ton  der  (auf  ihr  senkrechten)  93C  in 
in  Q,  von  der  Ordinate  j^  in  ji,  so  i 
N\3^P^~pN=QN' 
Qp  aber  ist  im  Scheitel  S  der  Paral 
^»=2.;^;  mithin  kann  man  den  Fun 
und  mit  seiner  Hülfe  (nnabbäng^  voi 
nmngsmittdpunkt  der  Parabel 

233.  Eine  Parabel  ist  vClÜg  b 
'arameter  kennt.  Um  daher  eine  Fi 
einer  g^ebenen  ähnlich  ist  (Nr.  198), 
des  Parameters  beliebig  ändern.  Da 
li^lichen  Parabeln  als  unter  sich  Sfai 

Eine  Ellipse  ist  bestimmt  durch 
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aind  zwei  EUipsen  ähnlich,  wenn  das  Verhältnias 
len  das  nämliche  ist. 

lel  ist  bestimmt  durch  ihre  reelle  Halbaxe  a  und 
:  SiJ.,  welches  in  Nr.  230  durch  ß  bezeichnet 
h  sind  zwei  Hyperbeln  ähnlich,  wenn  in  beiden 

dasselbe  Verbältmss  zu  einander  haben.  Durch 
t:/S  ist  aber  der  Winkel  der  Asymptoten  gegeben, 
uch  sagen  kann,   alle  Hyperbeln  seien  ähnUcli, 

verschiedenen  reellen  Äien  zwischen  dieselben 
:  zwar  in  das  nämliche  Scheitelwinkelpaar)  be- 

arabel,  Ellipse  und  Hyperbel  stehen  unt«r  sich  in 
ihaft,  und  schon  jene  Fassung  ihrer  Definitionen, 
.  224—226  je  die  Tangente  nnmittelbar  gewonnen 
:t,  dass  man  die  drei  Curven  als  besondere  Fälle 
en  Falles  betrachten  kann,  was  aber  noch  mehr 
i  dort  nicht  der  veränderliche  Kreis  mit  seinem 
junkt  genannt  wird,  sondern  nur  der  normale 
Inenden  Punktes  vom  festen  Ereis.  Krlaubt  man 
j  Gerade  als  Grenzfall  (bei  unendlichem  Wachsen 
zu  den  Kreisen  zn  stellen,  so  ist  jede  der  drei 
itrische  Ort  eines  Punkts,  der  von  einem  gegebenen 
einem  gegebenen  Kreise  gleichweit  absteht.  **  Je 
ebene  Punkt  auf  der  concaven  oder  convesen  Seite 
,  entsteht  eine  Kllipse  oder  eine  Hyperbel.  Der 
eben  concaver  und  eonveier  Seite  verschwindet, 
1  eine  Gerade  übergegangen  ist,  und  insofern  steht 
Jebergangsfall  zwischen  Ellipse  und  Hyperbel. 

Z.  14  Ut  Dach  dem  Worte  ,Ort'  ansgefaUen:   ,fOi  den 

inkt  zirei  NomalabstäDde  von  einem  Kreise  bat,  kann 
die  vorani^gangene  Fasenng  nod  daa  StetigkeitEgesetz 

t  znlfiBst.  (Bei  der  Hjpeibel  bemerkt  man  alsbald,  dass 
zwei  aaf  derselben  Normalen  gemessenen  Abständen  der 

nge  der  den  festen  Funkt  nrnziehende  Hjperbelzweig  be- 
grössere  aber,  wenn  der  beschreibende  Punkt  anf  den 

9  festen  Kreises  sich  bi^enden  Zweig  übergebt.    Den 

die  unendlich  fernen  Punkte  der  Caire.) 
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den  einen,  der  Mitteipmikt  des  Eieises  den 
80  verschwindet  bei  der  Parabel  der  zweite 
nd  ftr  jeden  Feripberiepmikt  wird  der  zweite 
messer  vertreten, 
Deont  „Linie  «'"  Ordnung" 
in  nicht  mehr  als  n  Piinkt«n  ) 
ler  nachgewiesen,  eine  Hyperb 
Punkte  mit  einer  Geraden  gena 
lamer  Name  „Linien  zweiter  C 
in  heissen  auch  Kegelschn 
die  Fläche  eines  Kegels  vo 
eiten  erweitert  denkt  (indem 
ide  Gerade  über  die  Basis 
ine  Ende  verlängert)  und  d 
iteht  eine  Ellipse,  oder  eine 
lachdem  eine  durch  die  Spit; 
llele  Ebene  mit  dem  K^el  k 
[emein  hat. 

egel  (Drebkegel)  ist  diess  leicht 
metrie  bekannten  Sätxe  onknflpfl^  c 
nod  dne  Engel  berQbiendeD  Ge 

-....  »»...^»•e-'r-™— ~" .^-ta  Stflcke  gleichgrosa  sind,  nnd  d 

joden  Pankt  der  Kegelaie  eine  Kugel  bescbreiben  kann,  welch< 
Siehe  längs  eines  Kreises  berDbrt,  dessen  Ebene  senbreckt  zur  i 
Uan  denke  sich  zwei  solche  Kugeln  so  beschrieben,  dass 
auch  eine  den  Kegel  schneidende  Ebene  E  berBhren  (wodorcb  s 
itimmt  sind).  Begegnet  eine  anC  dem  Kegelmantel  gez(^ene  ( 
.Hantellinie ")  den.  BerQhnii^skreisen  in  Q^,  Q^'  ^^  durch  die 
lengten  Schnittcnrve  in  P,  nnd  sind  fj,  ^2  die  Berllhningspii 
mit  den  Engeln,  so  ist  PFi=PQi,  Pfa  =  PQ2,  FjP+PFa- 
bd  von  den  Zeichen  ±  das  obere  oder  das  untere  gilt,  je  nachi 
deii  Kngeln  auf  einerlei  Seite  der  Kegelspitze  oder  auf  entge 
Seiten  li^en,  d.  h.  je  nachdem  die  Ebene  E  die  KegeIMche  n 
6dt«  der  Spitze  eireicht  (ohne  mit  einer  Mantellinie  parallel  z 
Mf  beiden  Seiten.  Da  aber  Q1Q3  für  alle  Lagen  der  Mantel) 
Orflsee  hat,  so  bt  die  Schnittcaire  im  erstem  Fall  eine  Ellipse 
eine  Hyperbel  (mit  den  Brennpunkten  Fi,  Fz)-"" 

*  In  der  analytischen  Geometrie  wird  bewiesen,  dass  ea  auf 
genannten  Coiren  keine  Linien  zweiter  Ordnung  mehr  gibt, 
'*  Auf  dieselbe  Kit  zeigt  sich,  dasa  der  Schnitt  eines  aufrecht 
Ebene  (wenn  er  nicht  ans  zwei  Geraden  besteht)  eine 


'Y' 
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Ist  E  einer  Mantellinie  M  des  Kegels  parallel,  so  gibt  es  nur  eine 
Engel,  welche  die  beiden  angegebenen  Bedingungen  zugleich  erfüllen  kann. 
Die  Ebene  K  ihres  Berührungskreises  schneidet  die  Ebene  E  in  einer  Ge- 
raden Z>.  Eine  durch  die  Eegelaxe  senkrecht  zur  E  gelegte  Ebene  geht 
zugleich  durch  M,  projicirt  diese  auf  die  E  und  steht  (Nr.  5,  X)  senkrecht 
auf  D;  also  ist  auf  2>  auch  jede  Gerade  senkrecht^  welche  man  in  der 
Ebene  E  parallel  mit  M  zieht.  Trifft;  eine  solche  Gerade  die  Z>  im  Punkte  A, 
die  durch  die  E  auf  dem  Kegel  erzeugte  Schnittcurve  im  Punkte  P,  und 
wird  durch  P  eine  Ebene  L  senkrecht  zur  Eegelaxe  gelegt,  so  ist  PA  gleich 
dem  zwischen  die  Ebenen  K  und  L  fallenden  Stück  yon  M,  also  auch 
=  PQ  =  PF  (wo  Q,  F  die  vorigen  Bedeutungen  haben).  Mithin  ist  der 
Eegelschnitt  eine  Parabel,  welche  ^zum  Brennpunkt,  D  zur  Birectrix  hat. 

Umgekehrt  lässt  sich  aus  obigen  Betrachtungen  beweisen,  dass  jede  ge- 
gebene Parabel,  Ellipse  oder  Hyperbel  auf  einen  aufrechten  Eegel  verlegt 
oder  als  Schnitt  eines  solchen  durch  eine  Ebene  angesehen  werden  kann.* 

Zusatz.  Auch  in  den  Fällen,  wo  der  Eegelschnitt  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  ist,  haben  die  Linien  JDj,  2>2,  nach  denen  die  Ebene  E  von  den 
Ebenen  der  Berührungskreise  geschnitten  wird,  ihre  bestimmte  Bedeutung 
für  die  Schnittcurve  und  führen  ebenfalls  den  Namen  Directricen.  Sie 
stehen  senkrecht  &uf  FiF^-  Je  ein  Brennpunkt  und  eine  Directrix  gehören 
zusammen,  sofern  sie  der  nämlichen  Eugel  entsprechen.  Denkt  man  sich 
eine  durch  die  Eegelaxe  senkrecht  zur  E  gelegte  Ebene  als  Grundebene  und 
zeichnet  die  in  sie  fallenden  MantelUnien  des  Eegels,  die  Spur  der  E,  die 
Spuren  für  die  Ebenen  der  Berührungskreise  und  für  eine  durch  P  senkrecht 
zur  Axe  gehende  Ebene,  endlich  die  Protection  der  durch  P  gezogenen  Mantel- 


*  Dabei  ist  von  der  Figur  auszugehen,  welche  entsteht,  wenn  man 
die  räumliche  Figur  durch  eine  Ebene  schneidet,  die  durch  die  Eegelaxe 
senkrecht  auf  die  Ebene  E  geführt  ist  (und  immer  die  Brennpunkte,  also 
auch  die  Scheitel  des  Eegelschnitts  enthält).  Es  zeigt  sich,  dass  durch  eine 
gegebene  Linie  zweiter  Ordnung  stets  unendlich  viele  aufrechte  Eegel  gelegt 
werden  können.  Zugleich  findet  man  (unter  Benützung  früher  bewiesener 
Eigenschaften  dieser  Linien)  mit  Leichtigkeit  folgende  Sätze: 

Der  geometrische  Ort  für  die  Spitze  eines  veränderlichen  aufrechten 
Eegels,  der  durch  eine  gegebene  Ellipse  [Hyperbel]  geht,  ist  eine  Hy- 
perbel [Ellipse],  deren  Scheitel  die  Brennpunkte  und  deren  Brennpunkte 
die  Scheitel  der  gegebenen  Ourve  sind,  während  ihre  Ebene  senkrecht  auf 
der  Ebene  der  gegebenen  steht. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Spitze  eines  aufrechten  Eegels,  der  durch 
eine  gegebene  Parabel  geht,  ist  eine  ihr  congruente  Parabel,  deren 
Scheitel  im  Brennpunkt  und  deren  Brennpunkt  im  Scheitel  der  gegebenen 
liegt,  während  die  Ebenen  beider  Parabeln  senkrecht  aufeinander  stehen. 

In  allen  drei  Fällen  ist  die  Axe  des  beweglichen  Eegels  stets  Tangente 
an  der  Curve,  welche  den  geometrischen  Ort  seiner  Spitze  darstellt 
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Ibie,  so  gelangt  mui,  von  der  Betrachtung  dieaer  ebenen  Figur  ftnegehend, 
sa  dem  S&tze,  dass  die  Entfernung  eines  Pnnkts  der  Ellipse  oder 
Hjpeibel  von  einer  Directriz  zn  seiner  Entfernnng  Tom  znge- 
hBrigen  Brennpunkt  ein  nnver&ndeiliches  Verhältniaa  hat.  — 
Ti^  man  (wenn  8  die  E^elspitze  bedeatet)  dnrch  SP  eine  Ebene,  velcbe 
den  Segel  in  einer  zweiten  Mantellinie ,  die  Directrii  Dj  im  Fonkte  3^ 
schneidet,  nnd  dreht  diese  Ebene  nm  SP  bis  zum  Zusammenfallen  der  zweiten 
MAteUioie  mit  8P,  so  werden  die  Linien,  nach  denen  die  bewegte  Ebene 
die  E  nnd  die  Ebene  des  einen  BerDbrangskreises  schneidet,  gleichzmtig  zu 
Tangenten  in  P  nnd  Q ,  welche  sich  in  einem  Punkte  X  der  mit  diesem 
Kreise  zusammengehörige □  Directriz  schneiden.  (Der  Kegelschnitt  kaim 
dabei  eine  Ellipse  Dder  Hyperbel  oder  auch  eine  Paiabel  sein.)  Da  nun 
XQ  =  XF,  PQ^PF,  P<iX  ein  rechter  Winkel,  so  ist  auch  PFX  ein 
rechter;  d.h.  für  jede  der  drei  Linien  zweiter  Ordnung  schneidet 
eine  Tangente  die  Gerade,  welche  in  einem  Brennpunkte  senk- 
recht anf  dem  nach  dem  BerUbrangspankte  taufenden  Brenn- 
strahl  errichtet  wird,  auf  der  zu  diesem  Brennpunkte  gehörigen 
Directrii.*  Hiemach  lassen  sich  die  Directricen  einer  Ellipse  oder  Hj- 
perbel  leicht  zeichnen.  Aach  ergibt  sich  jetzt  der  Werth  fftr  das  oben  an- 
gtftthrte  lUnTerftnderlicbe  VerhSItnisa  k.'  Nimmt  man  nämlich  die  Tan- 
gente PT  so,  dass  der  Brennstnihl  senkrecht  zur  Aze  TFN  steht,  nnd 
fügt  man  noch  die  Normale  PN  hinzu,  so  findet  man  jenes  Verb&ltniss 
(=  FT: FP=  FP:FN)  ^a.f  (Nr. 231).  FBr  die  Ellipse  ersieht  man  diesen 
Werth  unmittelbar,  wenn  man  den  Feripheriepunkt  P  aof  die  kleine  Aie  ver)^. 

Fngectionen  ebener  OnTven. 

236.  Die  Projection  einer  ebenen  Curve  wird  in  dem  be- 
aondem  Falle  eine  gerade  Linie,  wenn  die  Ebene  der  Ctirre 
senkrecht  zur  Gnindebene  steht;  in  allen  andern  Fällen  muss  die 
Projection  wieder  krummlinig  sein,  (Jener  besondere  Fall  bleibt 
im  Nächstfolgenden  unberücksichtigt.) 

Hat  eine  Curve  einen  »fachen  Punkt,  so  ist  die  Projection 
desselben  ein  nfacber  Punkt  für  die  Projection  der  Curve;  denn 
eine  an  der  wahren  Curre  hinbewegte  Oerade,  welche  stets  senk- 
recht auf  der  Grundebene  bleibt,  Mit  nmal  in  das  Projectionslotb 
des  «fiichen  Punktes,  also  geht  der  von  ihrem  Fusspnnkte  beschrie- 
We  Weg  (d.  i.  die  Projection  der  Curve)  nmal  durch  die  Pro- 
jection jenes  Punktes. 

■  Fflgt  man  an  den  Btennstiahl  einen  in  seiner  Bttckvcrl&ngerang  liegen- 
den andern,  so  hat  man  den  Sats:  Die  beiden  Tangenten  in  den  End- 
bnnkt.n  einer  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Sehne  schneiden 
der  Directrii. 
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Die  Projeetion  der  Tangente  am  Punkte  Ä  einer  Curve  be- 
rührt die  Projeetion  der  Curve  in  der  Projeetion  a  von  A.  Denn 
dreht  sieh  um  A  eine  Gerade  G,  welche  die  Curve  noch  in  B 
^/<\,T,r,^Aat  D-,  lange,  bis  5  in  ^  föllt,  so  wird  die  Projeetion  b 
n  Projeetion  a  nahem  und  endlich  in  sie  faUen; 
g  der  6  wird  also  in  dem  Äugenblicke  Tangente 
projeetion,  in  welchem  G  Tangente  an  der  wahren 
n  ist.  *  Die  projieirende  Ebene  der  Tangente  trennt 
zwei  Abtheilungen,  und  es  ist  klar,  dasa  ii^end  ein 
ihren  CurVe  und  die  Projeetion  dieses  Punktes  in 
jlbe  Abtheüung  fallen  müssen.  Daraus  folgt  ud- 
s  die  Projeetion  des  Wendepunkts  einer  Curve 
M;  für  die  Projeetion  der  Curve  sein  muss.  Ebenso 
on  eines  Bückkebrpunktes  wieder  ein  Bückkehr- 
Projection  der  Curve,  und  zwar  bildet  die  Projec- 
;e  oder  einen  Schnabel,  je  nachdem  d^  eine  oder 
i  der  wahreik  Curve  der  Fall  ist.  Die  Projeetion 
:ote  ist  eine  Asymptote  der  Curvenprojection ;  denn 
I  Frojectionsloth  an  dem  unendlichen  Zweige  der 
fort,  welcher  sieh  immer  näher  an  die  Asymptote 
fird  dieses  Loth  immer  näher  an  die  projieirende 
^ptote  rücken  und  folglieh  auch  sein  Fusspunkt 
an  die  Projeetion  der  Asymptote;  zum  wirklichen 
n  kann  es  aber  nicht  kommen,  weil  diess  ein  Zu- 
3mes  Punktes  der  wahren  Curve  mit  deren  Asymptote 
urde. 

ätze  gelten  auch  nmgekehrt.  (Ist  uftmlicb  die  Projeetion 
Te  eine  Gerade,  so  steht  die  Ebene  der  Cnrre  senkrecM 
i  die  Frojection  einer  ebeoen  Crure  einen  Wendepunkt,  so 
»jection  fOr  einen  Wendepunkt  der  wahren  Corve;  n.  a.  f.) 

i  die  beiden  Projectionen  irgend  einer  (ebenen  oder 
3urve  so  gestaltet,  dass  jede  von  einer  auf  dem 
senkrechten  Geraden  mehrmals  getroffen  wird, 

hiong  des  Satzes  ist  nur  dann  zalässig,  wenn  man  beide 
zugleich  vor  Aagen  hat.  Auf  einer  Gmndebene  können 
einer  Geraden  und  einer  Cnrve  sich  berühren,  w&hrend  die 
ich  schneiden. 
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onen  for  mehrere  CurveB  zugleich,  und 
ihen  Curve  völlig  za  bestimme: 
*tinkt  die  zusammengehörigen  P 
n.  So  ist  es  z.  B.  in  Fig.  91 
^  gegeben  ist,  ungewiss,  weicht 
auf  dem  ärnndscbnitt  seokrecb 
schneidet,  als  V-Projection  zur 
aber,  dass  für  einen  benachbarti 
Si  und  s'  durch  den  gleichen  I 
^zeichnet  sind,  fo^,  dass  zu  u 
ene  V-Projection  gehört;  denn  ( 
rochen,  dass  dem  Bogen  vsiw 
er  Bogen  v's'w'  als  V-Projection 
'  auf  dem  Grundschnitt  senkrecl 
n  in  mehreren  Punkten,  die  ai 
!  schneidet,  während  beide  P 
n  zwar  für  gewundene  Curven  Vi 
wahre  Curve  eben  ist;  vielme 
einer  ebenen  Curve  immer  in 
flur  in  dem  einz^en  Falle,  wen 
irve  gerade  ist,  können  zu  ein^ 
rere  Punkte  der  andern  Projectio 
leraden  die  Projectionen  mehrer 
önnen.  Eine  zum  Grundschnitt 
B  Projection  einer  ebenen  Curv 
rojection  berühren,  oder,  falls  di 
frenzpunkt  gehen. 

EireispiojeciioD. 

nkt  eines  Kreises  liege  in  der  G 

Kreisebeoe  nach  einem  Durch 

lun  aus  verschiedenen  Funkten 

Ordinaten  auf  den  Durchmesst 

re  Projectionen  ebenfalls  auf  de 

r  senkrecht,  und  bei  der  Umklappui^  der  Kreise 

in  die  Richtung  ihrer  Projection  foUen.   E 

Kreise  stellt  (vor  der  Umklappung)  die  I 
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feines  rechtwinkeligea  Dreiecks  vor,  welches  zu 
^ion  der  Ordinate  imd  zur  andern  die  i 
m  Ereiapunktes  bat;  alle  diese  "Dieitn 
rschiedenen  Ordinat«a  geboren,  sind  nni 
alle  die  Gmndneigung  der  Kreisebene 
as  Yerbältniss  einer  Ordinate  zu  ibrer  '. 

Demnach  erhalt  naan  die  Projection 
1  in  seiner  Umklappnng  die  ervähnten  < 
mem  Terbältuisse  (welches  dnrcii  die  C 
e  gegeben  ist)  Terkttizt,  und  hieraua  isl 
;tion  des  Kreises  eine  Ellipse  sein  m 
man  einen  Kreis  zu  projiciren,  dessen  ] 
imdebene  liegt,  und  man  ftthrt  parallel 
rch  den  Mittelpunkt,  so  bat  der  Kreis 
ier  eigentlichen  Gtrundebene  congrue 
iction  eines  Kreises  ist  daher  in  allen 
in  eine  Gerade  überseht,  eine  Ellipse 
ojection  des  mit  der  Qrundebene  parallt 

diesem  au  Länge  gleich),  die  Ueine  die  Projection  des 
sers,  der  anf  jenem  (oder  auf  der  Spur  der  Kreisebene) 

steht.* 

rehrt  kann  jede  in  der  G£  gegebene  Ellipse  als  Projection 
lises  aufgefasst  werden,  dessen  Durchmesser  der  grossen 
ih  ist. 

.  Die  Projection  des  Kreismittelpunkts  ist  der  Mittel- 
)r  Ellipse ;  eine  Sehne  der  Ellipse ,  welche  durch  den 
ikt  geht,  beisst  ein  Durchmesser  und  ist  die  Projection 


Projectionen  iigend  zweier  aufeinander  saikrecbten  Kreis- 
iser  heiesen  conjugirte  oder  einander  zugeordnete 
sser  der  Ellipse.**  Von  zwei  zugeordneten  Ellipsen- 
essern balbirt  jeder  alle  Sehnen,  die  mit  dem 

r  zeigt  sich  abennah,  dtus  dei  Ereia  als  besonderer  Fall  unter 
m  zn  zählen  ist,  indem  die  Projection  eines  mi  Grnndebene  pa- 
inden  Kreises  wieder  ein  Ereis  wird. 
nnnacb  Bind  auch  die  beiden  Azen  conjugirte  Durchmesser. 


,  und  geht  durch  dii 

lern  andern  parallel^ 

jkanntlich  im  Ereise  für 

,  und  muss  (Nr.  25,  28, 

geiLBD,  w«uu  iiiäu  äui  die  Frojectionen  Überge 

-  esser  der  Ellipse  beisst  auch  jeder  Sehne  zuj 

Jbirt 

Legt  man  an  eine  Ellipse  zweiTangei 
ndpunkte  einer  beliebigen  Sehne,  so  f 
ese  Tangenten  auf  der  Verlängerung  des 
elcher  die  Sehne  halbirt;  denn  dasselbe  ii 
ill.* 

Zwei  Sehnen,  welche  irgend  einen  Punkt  de: 
idpuiitcten  eines  beliebigen  Durchmessers  verbii 
igirte  heissen.  Zwei  ihnen  parallele  Durchm 
nd  immer  conjugirte,  denn  der  von  jenen 
'^inkel  ist  die  Projection  eines  Winkels  im  Hai 
Ist  von  einer  Ellipse  blos  die  Peripherie  gegeben, 
tttelpnnkt,  wenn  man  durch  die  Halbimngspnnkte 
lelen  Sehnen  eine  G«rode  legt  nnd  das  in  die  Ell 
elches  ein  DüTchmesser  sein  mnsg)  halbirt. 

Um  die  Axen  zn  erhalten  (d.  h.  zwei  zugeordnete  I 
feinandei  senkrecht  stehen],  heschreibe  man  am  dei 
eis,  welcher  die  Ellipse  in  Tier  Funkten  schneidet, 
Imittpnnkten  zwei  aufeinanderfolgende  P,  Pq  (Fig.  88) 
tte^niikt  0  eine  FnraUele  S,  8^  zu  PPo  and  eine  Si 
;  diese  baden  Linien  sind  die  Äien ;  denn  sie  sind  nie 
akrechte,  sondein  auch  einander  zugeordnete  Dnrcl: 
B  Sehne  des  nm  0  beschriebenen  Kreises)  TOn  Ti  T^  1 

*  Dieser  Satz  läset  sich  auch  ans  dem  TOrangeganj 
ae  Ableitung  zeigt,  dass  er  fflr  die  Parabel  nnt 
11s  gilt.  Da  nämlich  in  jeder  der  drei  Cnrven  pt 
dbinmgspuikte  anf  einem  Boichmesser  haben  (Nr.  224 
im),  so  schneiden  sich  die  Geraden,  welche  die  End 
it  den  entsprechenden  Endpunkten  einer  Paiallelsehne 
geordneten  Durchmesser;  der  Schnittpunkt  bewegt  si 
nchmesser,  wenn  die  zweite  Sehne  sich  stetig  der  erst« 
«a  Znaammenfallen  mit  ihr  aber  sie  hinansrückt;  also 
inkt  auch  dann  anf  dem  Durchmesser  liegen,  wenn  im 
immenfftllpiiH  i'une  beiden  Verbindungslinien  zu  Tanger 


Dorclunesger  gegeben,  so  findet  man  eine  der  von  ihm  haLbirten 
conjngirte  einer  mit  ihm  paralleleo  Sehne, 
em  gegebenen  Dnrchmeaset  findet  mim  den  zugeordneten,  «eim 
inem  partillel  eine  Sehne  zieht  und  entweder  dnrch  ihren  Hal- 
lt oder  panllel  mit  der  ihr  conjogirten  Sehne  den  neuen  Dnich- 
Odei  man  kann,  wenn  die  gmese  Äie  iSiJ^  bekannt  iat,  vtt 
eise  Ter&hien.  Ist  op  die  Hälfte  des  gegebenen  Dnidunessen, 
D  pmJ-SjS^,  beschreibe  Über  SiS^  einen  Halbkreis,  rerbrnde 
Fl,  To  dieser  die  verlängerte  mp  tiifft,  mit  dem  Mittelpunkte  0, 
iXoPi  und  ftlleCinJ_SiS2;  dann  ist  og  die  Hälfte  des  mop 
DnrchmeBsere;  denn  betrachtet  man  den  Halbkreis  SiPiQiS^ 
lappong  desgenigen  Halbkreises  SiPQ  S^ ,  der  sich  als  die  EUipsen- 
iS^  projicirt,  so  ist  jio  die  Projection  von  Po  und  go  die  Pro- 
Qo,  oder  es  sind  po  nnd  90  die  Projectionen  zweier  aufeinander 
EreishalbniesBeT. 

)  Tangentenanfgaben  ergeben  sich  jetzt  neoe  Losungen.  Soll 
ipse  eine  Tangente  parallel  mit  einer  gegebenen  Geraden 
an ,  so  ziehe  man  eine  mit  ihr  parallele  Sehne  und  den  dieser 
idneten  DnicbinesBei ;  von  dessen  Endpunkten  kann  jeder  als  Be- 
ikt  der  verlangten  Tai^ent«  genommen  werden.  Ist  der  Be- 
>onkt  einer  Tangente  gegeben,  so  lunn  man  die  Tangente  selbst 
enn  man  nach  dem  Berährungspankte  einen  Durchmesser  zieht 
it  den  zogeoidnetea  oder  eine  vom  ersten  Dorcbmesser  halbirte 
Det;  mit  der  Sehne  oder  mit  dem  zweiten  Durchmesser  ist  die 
uigente  parallel.  Kennt  man  aber  die  Peripherie  der  Ellipse 
m  nur  den  BerOhrongspnnkt  p  und  die  grosse  Aie  Sj  Sg,  so  er 
Qber  S^Sz  einen  Halbkreis,  fälle  pinJ-S^S^,  verlängere  de  bis 
whnitt  Pi  mit  dem  Halbkreis,  lege  durch  P]  an  letztem  tine 
ivelcbe  die  verlängerte  S^Si  in  R  trifft,  und  ziehe  Rp;  dann 
Tangente  in  p;  denn  lässt  man  die  Ellipse  als  die  Projection 
s  gelt«n  von  welchem  ein  Dorcbmesser  S^iS^  in  der  GrnndebeDe 
immt  der  in  p  projicirte  Punkt  P  nach  ümklappnng  'der  Kreis- 
ige P[  ein;  £  ist  die  Spur  der  durch  P  gezt^nen  Kreistangente, 
re  Protection,  d.  i.  eine  Tangente  der  Ellipse,  in  welche  sich  der 
irt* 
Flächeninbalt  einer  Ellipse  ergibt  sich  aus  dem 

I  Constmction  der  Tangente  hätte  schon  in  Nr.  229  aus  dem  dort 
men  Lehrsatz  erschlossen  werden  können,  indem  die  Terbindnngs- 
Ellipsenpnnkte  nnd  die  Terbindnngslinie  der  ihnen  entsprechenden 
sieb  immer  auf  deijenigen  Ellipsenaie  achneiden  müssen,  über 
Kreis  beschrieben  ist-  Hieraus  folgt  zugleich,  dass  obiger  Gön- 
ne ganz  analt^e,  welche  den  Kreie  tiber  der  kleinen  Aie  be- 
reite steht. 
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i™,uvuuu™.n.  uvo  ii.D.ood,  deasen  Projection  sie  ist,  ue 
6nindneigui^  der  Ereisebeue.  Bedeutet  a  den  EalbE 
Kreises  und  y  die  Grundneigung  seiner  Ebene,  so  ist 
Zm.)  der  Inhalt  der  elliptiachen  Kreisprojection  =  a^n. 
gleich  ist  ce  die  grosse  Halbaie  der  Ellipse  und  a  cos  ^ 
der  kleinen  Halbaxe  ß,,  so  dass  der  obige  Ausdruck  fia 
der  Ellipse  in  aßn  übergeht.  Demnach  ist  die  Fläi 
Ellipse  der  Fläche  eines  Kreises  gleich,  weichet 
metrische  Mittel  beider  Halbaxen  zumHalbme 
Da  alle  in  einen  Kreis  einbeschriebenen  Quadrate  gleichgri 
%t  ana  Ni.  147  noch  der  Satz:  Alle  Parallelo^Tamme, 
eine  Ellipse  so  einbeschrieljen  sind,  dass  sie  je  zwei 
DnichmeBser  zn  Diagonalen  haben,  sind  von  einerle 
inhalt  —  Eheoso  sind  alle  Parallelogramme  gleicher 
Seiten  eine  Ellipse  berfihien  nnd  je  mit  zwei  conjngir 
mcssern  derselben  parallel  liegen. 

240.  Bilden  auf  einer  Grundebene  die  Projectio 
dch  schneidenden  Geraden  gleiche  Winkel  uni  der 
Ebene,  so  haben  die  Geraden  gleiche  Grundneigung. 

Eine  Ellipse,  deren  grosse  Ase  als  Spur  fOr  die 
Kreises  gut  von  welchem  die  Ellipse  die  Projection 
Ton  einer  Geraden  in  den  Punkten  Oi,  a^  geschnitten 
nreiten  Geraden,  welche  der  ersten  in  c  begegnet  und 
grosse  Axe  denselben  Winkel  bildet  wie  jene,  in  6i,  b^. 
0,  Ai,...  die  in  der  Ereisebene  liegenden  Punkte,  i 
nach  c,  O] , . .  projiciren,  i/j  die  gemeinschaftüche  Horizoi 
der  CAi  und  der  CBi,  so  ist 

coi  :=  CÄi  cos  1p,  cbi  =^  CBi  cos  1^, 

ca^  =CAj  cosip,  efca  =  CB$cos\ff, 

ilso  (wegen  CAi .  CA2  =  CBi .  CB^): 

001.002:=  cbi.chi, 
d.h.  durch  die  vier  Ellipsenpunkte  a^,  oj,  61 
sich  ein  Ereis  legen. 

Ilnditect  bmn  der  amgekehrte  Satz  bewiesen  werden,  dasa, 
Ellipse  von  einem  Kreise  in  vierPankten  geschnitte 
^  iTbindungslinie  zweier  von  diesen  Punkten  denaell 
t  der  Aie  macht  wie  die  Terbindungslinie  der  beic 
nwh  lassen  eich,  wenn  blos  die  Peripherie  einer  Ellipse 
1 
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,  ohne  itas  man  zqtdt  äea  Hittelptinkt  (vgl.  Nr.  239)  zu  be- 

tckt  man  die  Gerade  bib^  parallel,  bis  hi  mit  oi  (also 
c)  zusammenföllt,  so  wird  die  Richtung  der  dem  Kreise 
id  der  Ellipse  gemeiosamen  Sehne  oi  bi  durch  Drehung 
nsamen  Tangente  in  oi.  Gehen  also  durch  einen 
punkt  Ol  zwei  G-erade,  welche  gegen  eine  Äie 
Winkel  bilden  und  die  Ellipse  noch  in  oj,  h^ 
D,  80  berührt  ein  dnrch  oi,  o^,  b^  gelegter  Kreis 
ise  in  Ol- 

ir  Berfihrungskreis  geht  in  den  Oscnlationskreis 
er,  wenn  die  beiden  Geraden  sich  (während  die  Gleich- 
Winkel  gegen  die  Axe  bleibt)  um  ai  so  lange  drehen, 
ae  von  ihnen  zur  Tangente  der  Ellipse  wird.  Hieraus 
it  eine  neue  Constructlon  des  Krümmungsmittel- 
fOr  Ol-  Zieht  man  nämlich  durch  a,  eine  Tangente 
Sehne,  welche  gegen  eine  Aie  denselben  Winkel  bildet 
'angente,  so  trifft  das  Mittenloth  der  Sehne  die  Normale 
B  %  im  gesuchten  Punkt. 

Da  eine  Hllipse  durch  ihre  beiden  Aien  gegeben  ist, 
lan,  um  einen  Kreis  zu  projiciren,  zunächst  die  beiden 
Projection  suchen,  und  dann  aus  diesen  die  Elhpse 
ätmiren. 

nun  mittels  der  Axen  die  Peripherie  einer  Ellipse  ™ 
kann  nach  Nr.  229  (Tig.  105)  oder  auch  (nachdem  man 
Brennpunkte  bestimmt  hat)  nach  Nr.  225  verfahren 
Auf  noch  eine  andere  Art  der  Constructlon  leitet  folgen- 
itz. 

hschneidet  man  von  irgend  einem  Punkte  p  der  Peri- 
I  die  kleine  Ase  einer  Ellipse  (oder  auch  ihre  Verlänge- 
;  der  grossen  Hjdbaxe  «e  in  w,  so  ist  das  Stück  pv, 
uf  der  Geraden  pw  vom  Punkte  p  bis  an  die  grosse 
),  der  kleinen  Halbaxe  ß  gleich. 

eweise  dieses  SaiMs  beschreibe  man  Qber  der  gnuaen  Äxe  SiS^ 
reis,  falle  ym-LSjjSa,  verlingere  sie,  bb  sie  den  Halbkreis  in  Pi 
ziehe  Fio.    Nnn  ist  Pio{=  oSi)  =  pw,  PipHoio;  daher  auch 

JJM  II  Pi»      und      pv  ■.PjO^pvtiPitn  —  ß:a; 
PlO  =  a,  also    pv=-l. 


iiae  L^e  dea  Punkts  tc  aafge 
en  oTi)  fehlt  zn  einer  zveil 
sten  nnd  mit  p  ein  gleichei 
mint,  SD  dass  der  Sntz  auch  1 

ine  gerade  Linie  (etwa  auf  dei 
I  Punkte  p,  v,v>  90  »nf,  dass  jn 
leicb  ist,  und  fflbrt  diese  Lini 
mmer  auf  der  grossen  Aie  Meil 
kt  der  Ellipse.     Dabei  kann 


3r  gegebenen  Ebene  F 
sset  Q  80,  dass  die  H-i 
I  0  fällt.  Man  soll  d 
hnen. 

'Sg  II  PQ,  mache  osi  =  (>sg 
le  PQP'  (Nr.  79),  zeichne 
',  xeJ-ye,  ziehe  (iOfaJ_i 
i  SiSj,  fi4  die  Äxeo  für  d 

adet  man,  nachdem  die  T-! 
wurde  (Nr.46),  die  Axen  fa 

HE  sind  die  beiden  Äx 

3S  Kreises  gezeichnet; 
des  Mittelpunkts  beige: 
tionen  des  Kreises  zeic 
;rosse  Äxe,  so  liegen  die  T 
'eispunkte  auf  einer  zum  ' 
'  geht.  Die  Kathete  eines 
lere  Kathete  oii,  dessen  Hj 
die  V-Projection  des  Krei 
:i  Man  sieht,  dass  im  I 
tdingm^en  gen^en,  wenn 
eispunkte  Ti,  T^  der  höhei 
leutigkeit  sei  noch  festgese 
»D  diametraler  Gegenpunkt 


"1 
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',  t't"  conjugirte  Durchmesser  ftir  die  V-Projectioa 
or. 

tojection  lässt  sich  unmittelbar  atis  den  Äsen  con- 
dami  Ol  ein  genau  bestimmter  Fmikt  derselben,  so 
lie  V-Projection  a'  des  zugehörigen  Kreispunktes, 
6||sas,,  bh'J-GS,  h'a'WQS,  «,a'J.®@  zeichnet; 
ei^eben  sich  beliebig  viele  andere  Funkte  der  ge- 
ojection, 

ichnnng  der  V-Projectioii  ist  es  voi^eilhaft,  in  s',b",  t'.t" 
a  (parallel  mit  t't"  nnd  mit  s's")  zu  ziehen. 

itg.  Für  die  H-Frojeetion  eines  Kreises  sind 
oa,  oh  zweier  zugeordneten  Durchmesser  ge- 
id  ausserdem  noch  die  H-Distanz  des  Mittel- 
[eben;  man  soll  die  Spuren  der  Kreisebene 

Zieht  man  ah,  so  ist  A  aob  die  Frojection  eines 
ügen,  an  0  rechtwinkel^en  Dreiecks  AOBy  und  man 
Au%abe  der  Nr.  145  zu  lösen, 

Bbungsanfgalw.  Drei  Punkte  sind  durch  ihre  Fro- 
;ehen;  man  zeichne  die  Frojectioneu  des  durch  äe 


ttionen  der  übrigen  Linien  zweiter  Ordnung. 

1  einem  Kreise,  dessen  Frojection  eine  gegebene  BUipse 
in  zwei  aufeinander  senkrechte  Durchmesser  so,  dass 
ben  der  Grundebene  parallel  ist.  Durch  einen  be- 
kt  P  des  Kreises  seien  Parallelen  zu  diesen  Durch- 
ixen, welche  auf  ihnen  vom  Mittelpunkt  aus  die 
'  abschneiden.    Der  Halbmesser  des  Kreises  beisse  R- 

+  Y^  =  R^        oder        ^^  +  ^=1.  (1) 

9  die  Projeetionen  der  Stücke  X,  Z,  und  a,  6  die 
der  Hüften  jener  Durchmesser,  so  hat  man  (Nr.  28) 

l^X  i_Y 

0       E'  b      R' 


miümi  auch  ^  +  |?  =  ^-  (2) 

Diess  ist  die  auf  conjogirte  Durchmesser  bezogene 
Oleichung  der  Ellipse,  indem  jetzt  j,  Q  die  Coordinaten  des 
Ellipsenpunktes  p  vorstellen,  nur  dass  beide  hier  nicht  mehr  mit 
den  Äsen  (wie  in  Nr.  229)  parallel  sind,  sondern  mit  eonjugirten 
Durchmessern,  also  einen  schiefen  Winkel  bilden.  Umgekehrt 
schliesst  man:  Ist  eine  Gurre  so  beschaffen,  dasB  fär  jeden  ihrer 
Punkte  die  mit  zwei  g^ebeaea  Geraden  parallelen  Coordinaten 
der  Gleichung  (2)  genügen,  in  welcher  a,  b  gegebene  Läi^n  be- 
deuten, so  ist  die  Curve  eine  Ellipse,  jene  Geraden  sind  die  Lf^en 
coüjugirter  Durchmesser  und  2a,  2b  die  Grössen  derselben. 

Da  hiernach  eine  Ellipse  doich  zwei  nach  Lage  und  Grosse  g^ebene 
coDJiigirte  Dnichmesser  bestimmt  ist,  so  sind  zwei  Ellipsen  äholicb,  wenn 
m  Paar  conjogirtet  Dnichmesser  in  der  einen  mit  einem  aolchen  Paare  in 
ivi  andem  nacb  Winkel  und  Längenverh&ltnias  Obeieinstimmt 

Setzt  man  jetzt  an  die  Stelle  des  obenerwähnten  Kreises  im 
Raum  eine  Ellipse  mit  den  Axen  2A,  2B,  so  bat  man  für  einen 
beliebigen  Punkt  i*  der  Peripherie  statt  der  Gleichung  (1)  die 

X2       ¥^      , 


und  wenn  x,y,  a,b  die  Projectionen  von  X,  Y,  A,  B  sind,  so 
findet  man  durch  dieselben  Schlüsse  wie  oben,  dass  in  der  HE 
iwiachen  den  auf  die  Richtungen  von  a  imd  b  bezc^enen  Coor- 
dinaten des  Punkts  p  die  Gleichung  gilt 


Die  Projection  einer  Ellipse  ist  also  wieder  eine  Ellipse. 
Jede  in  der  Gnmdebene  gegebene  Ellipse  l&sst  sich  als  die  Projection 

äiKr  andern  Bo^BSBen,  deren  Äien  zwei  bestimmte  conjugirte  Dnichmesser 
det  ersten  zu  Projectionen  haben.  Die  eine  kxe  kann  man  (der  Richtung 
Duh)  in  ihrer  piojiciienden  Ebene  willkürlich  annehmen,  die  andere  nach 
r.  8T  hinznftgen. 

247'  Will  man  in  einer  Parabel  die  Ordinaten  parallel  mit 

^iner  andern  Tangente  als  der  des  Scheitels  nehmen,  die  Äbscissen 

iber  auf  dem  durch  den  Berührungspunkt  A  dieser  Tangente  ge- 

oden  Durchmesser,  so  lässt  sich  aus  der  ursprünglichen  Gleich- 


1 


ing  zwischen  den  neuen  Coordinaten  |,  9 

ipunkts  P  ableiten.    Es  sei  PP'  die  mit 

parallele  Sehne.    Sind 

liehen  Coordinaten  des  Punkts  P, 
„  Pi, 
-  ^< 
J.  bis  an  die  Axe  reichende  St&ck  der 

egen  y^  =  2cx  und  i*  =  2co): 

:a  =  yf:&»  =  (9  — 2)2;g2,  also 

tfl -  (^+g)'  +  ('?-g)''  _ 2(9' +g') 

ter(da^  =  a  +  j): 

a  g»     '    ■    ■  ö       2*' 

irliche  Werth  ^  =  2c  gesetzt  wird: 
o 

9«  =  2c|.  (90 

Kaume  gegeben  und  auf  die  Grund- 

e  Projeetionen  der  im  Raum  zur  Aie 

sich  und  mit  der  Projection  der  Scheitel- 

nnd  bezeichnet  man  mit  X,  Y  die  im 

ommenen  Coordinaten  eines  Punkts  P 

j  die  ein^  zweiten  Parabelptmkts,  mit 

iden  Projeetionen  der  Coordinatenlinien, 

,:yo,        X:x  =  Xa;Xo. 

iderlicher  Werth,  und  wenn  man  ihn 

t  die  zwischen  den  schiefwinkeligen  Co- 
ionspunktes  p  bestehende  Gleichung 

j/ä  =  2kx, 
liung  (M),  dass  die  Projection  der 
arabel  ist. 
it,  Bobftld  man  die  Werthe  fOr  die  schiefvin- 


arabelpankts  und  den  Winkel  den  " 
suhh  Eiua  ituauni  Bcgcucu  ist  dnich  die  Lage  des  Scheitels,  i 
mes  P^pheriepnnkts,  so  ist  sie  anch  gegeben  dnrcb  die  Lagen 
DKSKis,  der  ihm  zngeordseten  Tangente  and  eines  Peripheriepn 
Da  jeder  in  der  Qinndebene  gezeichnete  Winkel  ala  Pro; 
lectiten  Winkels  angesehen  werden  kann  (Nr.  87,  -f-),  ao  iBast  i 
gebeiie  Parabel  als  Ptojection  einer  andern  betrachten,  deren  A 
itimmten  Darcbmesser  der  ersten  ala  Projection  gibt.  —  Eien 
dmi  iweiten  Safae  der  m  Nr.  228  gehörigen  Note)  folgt,  da 
der  Parabel  liegende  Pnnkt  eines  Dnrchmessers  glei 
gteht  von  den  Punkten,  in  denen  der  Dnichmeaser  eii 
halbirte  Sehne  nnd  die  dnrch  einen  Endpunkt  diesei 
legte  Tangente  trifft. 

248.  Aus  der  in  Fig.  80  aiisgefohrten  und  ü 
(Anm.  zu  Beisp.  3}  erläuterten  Construetion  der  Hyp 
iinmittelbar ,  dass  die  Projection  einer  Hyperbi 
eine  Hyperbel  ist,  sowie  umgekehrt,  dass  der  projic 
linder,  welcher  durch  eine  in  der  HE  gegebenen  Hj 
fihrt  werden  kann,  von  jeder  nicht  vertikalen  Ebene 
Hyperbel  geschnitten  wird. 

HieraoB  eischlieest  man,  dass  die  aaf  conjngirte  Dnrcbmes 
Glridrang  einer  Hyperbel  die  Form 

tmt,  indem  man  die  Hyperbel  als  Projection  einer  andern  ansieht 
die  coqjogirten  Dnrcbmesser  der  ersten  zu  Projectionen  haben 
luflglich  ist).  Die  Grosse  26  ist  das  StQck,  welches  auf  der 
Ihirchmeaserzi^eordneten  Tangente  dnrch  die  Asymptoten  ansgesc 
Eine  Hyperbel  ist  bestimmt  dnrcb  den  Winkel  zweier  conjuf 
musaet  und  die  ihnen  entsprechende  Werthe  a,  b. 

249.  Die  Bemerkui^  zu  Anfang  der  vorigen  Nr. 
Schlüsse,  durch  welche  man  in  Nr.  246  und  247  zi 
ehung  für  die  Projection  einer  im  Baume  gegebenen  '. 
Parabel  gelangte,  behalten  ihre  Geltung,  wenn  man  ! 
gonalei  Projectionen  schiefe  Parallelprojectionen 
inge  hat.  Denn  die  Sätze  in  Nr.  25  und  Nr.  28  sind 
m  sehen,  auch  för  solche  Projectionen  wahr. 

Folglich  ist  überhaupt  jede  Parallelprojec 
'jinie  zweiter  Ordnung  wieder  eine  Curve  glei 
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llelprqjedjon  de«  Kreises  ergeben  sich  conjn^rte 
Dkelig  »erbundeDen  Krewdntchmessem.  Will  mm 
egebene  EUipse  als  schiefe  Paralletpiojection  eima 
>iiMhine8seT  mit  einem  bestimmten  Ellipsendurcb- 
ftllt,  so  Usat  aich  immer  der  conjogirte  Ducli- 
ia  die  Protection  eine«  zweiten ,  mm  ersten  senk- 

ansehen.  Das  Verh&ltniM  einer  aof  A-i  A^  senk- 
ihrer  Projection  ist  nnverftuderlich.  Denkt  mu) 
i,  Bo  kommt  man  anf  folgendes  Verfahren  mr  Con- 
le  aas  conjugirten  Durchmessern.    Nachdem 

besclirielWD  und  der  Halbmesset  UBo_LJiJg  ge- 
anf  Ai  Ai  den  Punkt  m  beliebig,  zieht  (bis  an  den 
mc  II  O&i,  C(,c  II  Boh;  dann  iet  c  ein  Punkt  der 
ion  folgt  anch  schon  ans  der  Gleichung  [2]  der 
nach  dem  Vorgang  in  Nr.  329,  in  die  Form  einer 


lafgaben. 

der  HE  zusammeD&lleDden  Ebene  ist  eine 
verlangt  die  Projectionen  derselben,  nach- 
ne  in  der  HE  gezogene  Gerade  so  weit  ge- 
i  sie  eine  gegebene  H-Neigung  bat. 
Qer  Curye  ist  (durch  ihre  Spuren)  gegeben 
m  der  Curve.  Man  soll  die  ändere  Projec- 
lurve  zeichnen. 

H-Projection  einer  ebenen  Curve  und  drei 
:tion;  zu  suchen  die  vollständ^e  V-Projec- 
ie  vorige  Aufgabe  zurückgegai^en  wird, 
n,  ob  eine  durch  ihre  Projectionen  gegebene 
inden  sei. 

abel  kennt  man  die  Projectionen  der  Aiej 
s  Feripheriepimktes ;  man  soll  (ur  jede  Pro- 
le  genügende  Anzahl  Punkte  sammt  ihren 
>,  ohne  zuvor  die  wahre  Parabel  in  Um- 


ideue  Curven  und  itre  ProjeotioneB- 
n  sich  eine  gewundene  Curve  in  geradlinige 
Elemente  zerlegt  und  lässt  die  in  einerlei 
mente  als  Tangenten  gelten,  so  passt  das, 


was  linier  anoiiciier  Voraussetzung  m  Nr.  203  über  Er 
and  Contingenzwinkel  in  Beiug  auf  ebene  Curven 
anch  fiir  gewundene  Curyen.  Die  Osculationsebene 
Punkt  A  einer  gewundenen  Curve  ist  dann  durch  i 
in  A  zusanunenstossenden  Elemente  A(,A,  AA'  bestiu 
eine  (AA')  dieser  Element«  bestimmt  mit  einem  at 
dritten  Element  A'A"  eine  nächstbenachbarte  Oscnli 
(für  A'),  welche  mit  der  vorigen  einen  unendlich  kleii 
liiiaet.  Man  sagt,  die  Curve  habe  sich  beim  Uebei^E 
lu  X'  um  diesen  Winkel  gewunden,  und  nennt  ihn  W 
oder  Toraionswinkel.*  Zwischen  den  Torsionen  ei 
an  versehiedenen  Stellen  können  ähnliche  Verschieden^ 
Verhältnisse  stattfinden  wie  zwischen  den  Exümmungej 

Die  Betrachtungen,  welche  in  Nr.  204  anf  den  Krfl 
kreis  für  den  Punkt  A  eine  Curve  MN  gefOhrt  hab 
im  Wesentlichen  auch  noch  für  eine  gewundene  Curve 
jefat  die  Ebene  XAY  eine  veränderliche  ist  und  die  U 
aller  die  Curve  in  A  berührenden  Kreise  in  der  Norn 
des  Punktes  A  liegen.  Die  Grenzlage  xAy  jener  Eh 
iat  die  Osculationsehene  für  A.  Der  Krümmungsmittel] 
also  in  der  Hauptnormalen  (Nr.  195).  —  Denkt  man  ( 
dene  Curve  MN  auf  die  Osculationsehene  des  Punktes  . 
30  gehören  die  beiden  in  A  zusammenhängenden  El« 
Curve  zugleich  ihrer  Projection  an.  Daraus  folgt,  dasa 
jection  (auch  wenn  sie  eine  schiefe  Parallelprojection 
Centralprojection  sein  sollte)  und  die  wahre  Curve  im 
einerlei  Krümmung  haben,  \md  dass  sich  also  di 
,den  Krümmungshalbmesser  ffir  einen  Punkt  einer  ^ 
Curve  zu  finden,"  zurückführen  lässt  auf  die  Aufgabe:  d 
mungshalbmeaser  für  einen  Punkt  einer  ebenen  Curve 

Der  EmjnmoDgsmittelpwikt  für  irgend  einen  Punkt  A  einei 
flirre  kann  nicht  als  Schnitt  der  beiden  zu  Ä  und  dem  nächst 
i^mkt  A'  gehörigen  Hanptnonnalen  anfgefasst  werden,  denn  di 
welche  HOB  den  atrengen  Tangenten  in  A  und  A'  herznleiten 
den  »ch  'Bberhanpt  nicht;  die  erste  li^  in  einer  Ebene  mit  6 
Hinten  äoA  and  AA',  die  zweit«  in  der  Ebene  der  Elemente  Au 


*  Man  hatte  früher  die  Windnng  aU  .zweite  Erflmmnng' 
liher  der  ält«re  Name  .doppeltgekrOmmt«  Curven'. 


wQrden  sich  also  beide  Normalen  in  einem  Fankte  0  begegnen,  so  wären 
die  Ebenen  AqAA'  und  AA'A"  identisch  mit  der  Ebene  AOA'  and  es 
gäbe  von  A  nach  A'  keine  Torsion.  Der  Torsionswinkel  ist  aber  für  eine 
gewnndene  Cnrve  eben  so  wesentlich _  wie  der  Contingenzwinkel  fOr  eme 
Cnive  Qberbanpt. 

il  ist  ausnahmsweise  jene  bei  ebenen  Cniren  znlftssige  Auf- 
bei  einer  gewundenen  Cnrre  berechtigt  in  dem  besondem  Fall, 
Ponkt  A  enthaltende  Element  mit  seinen  beiderseitigen  Nach- 
in  einer  Ebene  liegt  Wie  es  nämlich  bei  einer  (ebenen  oder 
C^nrve  möglich  ist,  dass  an  einer  Stelle  zwei  zasammenstossende 
^rader  Linie  liegen,  also  der  Contingenzwinkel  Noll  witd,  ao 
nmdene  Cmre  eine  besondere  Stelle  haben,  wo  der  Torsions- 
it.  An  einer  solchen  Stelle  steht  die  Oscnlatäonsebene  mit  der 
khrang  dritter  Ordnung. 

alle  Punkte  einer  gewundenen  Curve  gleichweit  von 
te  M  entfernt  (also  auf  der  Oberfläche  einer  Eugel), 
t  Curve  sphärisch.  —  Jede  Normalebene  einer  sphäri- 
geht  durch  den  Funkt  M. 
z.  B.  eine  sphärische  Epicjkloide  durch  einen  anf  der 
infrcchten  Ereiskegels  angenommenen  Punkt  beschrieben,  wenn 
sich  anf  einem  andern  solchen  Kegel  wälzt,  mit  welchem  er 
nein  hat. 

Lnmerkiuig.  Eine  ebene  Gurre  wird  sich  zu  einer 
umbilden,  wenn  man  die  Ebene  der  Curre  um  eine 
Fläche  biegt.  War  die  ursprüngliche  Carve  z.  B.  eine 
stellt  man  die  Cylinderfläche  (auf  welcher,  einfacherer 
wegen,  die  Curve  nicht  in  sich  selber  übergreifen 
;ht  zu  einer  Grundehene,  so  projieirt  sich  auf  diese 
ils  ein  begrenzter  Bogen,  —  gerade  so,  wie  sich 
Ellipse,  falls  ihre  Ebene  senkrecht  zur  Grundebene 
eine  begrenzte  Strecke  projieirt  hätte.  Diess  gibt  Ge- 
I  einer  Bemerkung,  welche  nicht  überflüssig  sein  m^. 
esetzmäss^e  Curve  kann  nicht  plötzlich  aufhören  oder 
vgl.  Nr.  192);  es  könnte  also  scheinen,  die  Qrenzpunkte 
jtionen  seien  ein  Widerspruch  gegen  Gesetzmässigkeit, 
>ch  die  nach  bestimmter  Begel  erhaltene  Projection 
;mässigen  Curve  wieder  gesetzmässig  sein  muas.  Der 
IViderspruch  löst  sich  hier  leicht,  sobald  man  (bei  dem 
ipiel  bleibend)  auf  der  wirklichen  Curve  einen  Punkt 


—     237     —  Nr. : 

}  durchlaufen  lässt  und  dabei  seine  Frojection 
eiche  nach  Erreichung  eines  Grenzpunkts  den 
>der  die  Strecke  im  entgegengesetzten  Sinne 
Die  Grenzpunkte  verhalten  sich  also  wie 
)  übrigen  Funkte  gelten  doppelt.  Da  man  je- 
den Punkt  wiederholt  und  ohne  AufbOren  um- 
darf man  ebenso  deren  Frojection  als  das  Er^ 
hin-  und  hergehenden  Bewegung  ansehen. 
le  aus  der  Ebene  herauszukommen  kann  man 
«grenzte  Linie  als  Erzei^iss  eines  fortwirken- 
n.  So  ergab  sich  in  Nr.  220  (gegen  Ende), 
en  Umständen  eine  Hypocykloide  in  den  ihrem 
;en  Durchmesser  des  Bahnkreises  übergeht ; 
erste,  von  den  in  Nr.  220  vorangegangenen 
bhängige  Erzeugung  einer  Hypocykloide  &ii 
Ü  verfolgt,  erkennt  man  deutlich,  wie  der  be- 
rückläufig wird,  nachdem  er  den  Bndpunkt 
[reicht  hat.  (Der  beschreibende  Funkt  bat  da^ 
lendet,  entsprechend  der  einmaligen  Abwälzung 
•I  auf  dem  halben  Bahnkreis,  und  daran  schliesst 
Wälzens  aber  die  zweite  Bahnkreishälfte  ein 
;en  fallender  Gang.)  —  Eine  abbrechende  Curve 
Nr.  200,  i)  vor,  wo  die  nach  dem  Punkte  T 
wner  g^ebenen  Curve  zu  halbiren  und  die 
ZQ  verbinden  waren.  Zu  besserem  Yerständ- 
,m",m"',...  kann  eine  nach  folgender  Vor- 
3urve  verhelfen.  Ein  veränderlicher  Pnnit  A 
egebenen  Curve  bleibe  während  seiner  stet^en 
dem  festen  Punkt  T  verbunden ;  die  Verbin- 
i  gegebene  Curve  noch  in  B\  die  Sehne  AB 
unveränderlichen  Verhältnias  zweier  Zahlen  a,  h 
so,  dass  AQ:BQ  =  a:h;  man  soll  den  geo- 
Punkts  Q  zeichnen.  Die  in  Folge  der  Be- 
ih  um  T  drehende  Gerade  AT  wird  einmal 
id  nachher  die  schon  durchlaufenen  Lagen  ein 
en,  doch  jetst  so,  dass  auf  jeder  zum  zweiten- 
>£^e  die  Buchstaben  A  und  B  gegen  vorhin 


reshalb  die  aufgestellt«  Proportion  einen 
ihne  A  B  verlangt.  Die  von  Q  beaclirie- 
mnaeh  znerst  gegen  p  hin,  berührt  in  p 
entfernt  sich  dann  in  einem  zweiten  Zug 
Exponent  des  gegebenen  YerMltnisses 
iden,  so  läuft  der  zweite  Zi^  nahe  am 
9mnit  er  auf  den  ersten  zu  liegen,  und 
hU  oder  Grenzfall  die  Curre  m',  m",  m'"  . . . 
'or-  und  rückwärts  laufend).  Das  achein- 
ss  in  Fig.  74  rührt  davon  her,  dass  dort 
dem  einen  Punkt  Ä  geleitet  war,  son- 
A  tmd  B  gleichzeitig  eingeführt  und  als 
It  worden  sind,  wodurch  die  Doppelbe- 
sich verbirgt.  (Aehnlich  bei  der  ersten 
.) 

den  zugleich  künftige  Vorkommnisse  ver- 
nnen. 

)n  einer  Tangente  an  einer  gewundenen 
in  Punkt)  wieder  Tangente  an  der  Pro- 
erade  so  zu  beweisen  ist  wie  es  in  Nr.  236 
ih. 

ir  gewundenen  Curve  kann  niemals  eine 
nn  diess  würde  voraussetzen,  dass  sämmt- 
in  der  durch  diese  Gerade  gehenden  pro- 
Wohl  aber  können  die  Projectionen 
eige  der  Curve  ineinanderfallen  (wie  schon 
In  solchen  Fällen  wird  ein  mehrfacher 
Curve  sich  in  der  Projection  nicht  be- 
md  in  allen  andern  Fällen  die  Projection 
rieder  ein  nfacher  Punkt  ftr  die  Curven- 
brt  aber  darf  man  aus  einem  mehrfachen 
nicht  auf  einen  mehrfachen  Punkt  der 
(so  wenig  wie  aus  dem  Schneiden  zweier 
auf  ein  Schneiden  der  Geraden  im  Baume), 
le  zweite  Projection  der  Curve  vei^leichen 
ch  die  wahre  Curve  wirklich  durcbschnei- 
liden  Projectionen  sich  durchschneidet  und 


hnittpiinkte  aui'der 
1  die  eine  Projectioi 
stdoü  jeder  Punkt  ( 
dene  Curve  sich  s( 
zwei  verschiedene 
jculatjonsebenen  (j« 

en  Punkt  einer  ge 
auf  der  Grundeben 
einen  Wendepunk 
en  lE'lachpunkt  (ü 

lie  Projectionen  dei 
^irvenelemente  fall( 
it  entweder  die  ein 
r  beide  decken  sieb 
n  Curve  einen  solcl 
och  nicht  zu  der  i 
londem  Punkt  hab( 
es  auch  auf  einei 
[• —  indem  zwei  B^ 
lausgehen,  sich  bei 
itet  ist)  einen  Wei 
auf  einer  gewundei 
ihört,  ist  ein  Wei 
iccessiven  Lagen  ei 
ese  die  Lage  '■Sl  ül] 
die  andere  Seite  üb 
ichfeme  Gerade  dei 
ide  durch  sie  gehe: 
zweiter  Ordnung. 
nkt  für  die  Projecti( 
ler  Curve  Wendepui 
Jiten  liegen,  so  is' 

in  der  Ebene.  Währei 
tchbaTlage  einen  wirkli 
Jen  eines  Wendepunkt 
ten  der  Curve  ingleicl 


■1 
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iurve  angezeigt.  (Aehnliches  gilt  für  Flach- 
ijeetionen.) 

\  Cnrve  so  gestaltet,  dass  sie  eise  Sjtametral-Ebene 
in  diese  Ebene  fallender  CoTTenpnnkt  (falls  er  kein 
cheitel.  Die  Symmetralebene  ist  Berflhrungsebene 
chdem  dei  Scheitel  ein  BIlckkelirpQQkt  ist  oder  nicht. 
lern  Falle  die  Oscnlationseliene  des  Scheitels,  so  ergibt 
Corre  in  Berührung  dritter  Ordnung  Btehtj  und 
senkrecht  zn  dieser  Osculationsebene  angenommeii 
T  Osculationsebene  in  Berthrang  dritter  Ordnung  mit 
'e;  die  Projection  des  Scheitels  liefert  für  die  Cmren- 

Vojeetioii  und  die  V-Projection  einer  in  sich 
trundenen  Gurye  liegen  zwischen  zwei  zum 
Jiten  Geraden  und  werden  von  diesen  berührt, 
r  Grundebene  die  Projectionen  mehrerer  Cur- 
n.  Zwischen  diesen  beiden  Geraden  kann  es 
undschnitt  senkrechte  geben,  welche  entweder 
berühren  oder  eine  berühren  und  die  andere 
ren  Falle  haben  dann  immer  einzelne  Bogen- 
enen  Projection  mebnffiltige  Geltung, 
Üe  gewundene  Gurre  iu's  Unendliche,  so  kann 
n  jenes  Paar  absolut  begrenzender  Geraden 
sein  (wie  z.  B.  in  Fig.  92);  im  Allgemeinen 
ine  oder  nur  eine. 

(gewunden  oder  eben)  Spuren  habe,  und  wo- 
isst  sich  leicht  bestimmen,  wenn  die  beiden 
rve  entweder  vollständig  gezeichnet  vorliegen 
itaiss  ihres    Bildui^sgesetzes  vervollständigt 

)ie  Oseulationsebene  für  den  Punkt  A 

a  Curve  zu  bestimmen,  deren  Projec- 

nd, 

dehne  die  Projectionen  der  Tangente  für  Ä 

■■  in  einer  der  Grundebenen  ihre  Spur  T,  bo- 

ner  Geraden,  welche  A  mit  einem  zweiten 

Nr.  105. 
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Denkt  man  sieb  S  auf  d 

durch  A  hindurch  fortschreitend,  so  dass  sich  die  Beri 
ebene  BAT  um  AT  dreht  and  einmal  zur  Osculatii 
wird,  30  beschreibt  S  in  der  Onuidebene  eine  durch  T 
Cnrve  C,  für  welche  die  bewegliche  Spur  TS  der  Berührui 
Tangente  wird,  sobald  £  iaA  fiült.  Wählt  man  also  zi 
Seiten  von  A  mehrere  I^en  des  Punkts  B,  so  fOhreu 
sprechenden  Lagen  der  S  auf  die  Curve  C;  eine  Tangente 
an  C  ist  die  Spur  der  Osculationsebene ;  die  Ebene  selbst  i 
diese  Spur  und  den  Funkt  A  bestinunt.  "* 

%6.  Aufg.  Die  Schnittpunkte  einer  geg' 
Cnrve  A  mit  einer  gegebenen  Ebene  E  zu  finden 

AnfL  Man  lasse  die  gegebene  H-Frojection  der  < 
Zugleich  als  H-Projection  einer  andern  Curve  B  gelten. 
in  der  gegebenen  Ebene  E  liegt,  und  suche  die  V-P 
der  B  (Nr.  250,  2),  Die  Punkte,  in  denen  die  Curven  j 
sich  schneiden,  sind  die  gesuchten;  man  erhält  zunäc 
V-Projectionen  und  aus  diesen  die  zugehör^n  H-Pro; 
mittels  Senkrechter  zum  Grundschnitt, 

Dabei  ist  tlbiigens  eise  Voisicht  zu  beobachten,  weim  (wie  es 
Fall)  SD  dem  gemeiasameii  projiciienden  Cjliader  beider  Cniren 
Mkäden  ist  zwischen  einer  Bichtbaren  und  einer  nnsichtbaiea  Seil 
nimlich  kann  too  den  Punkten ,  in  denen  die  Y-Prc^ecllonen  di 
äch  beg^neu,  der  eine  odei  andere  nnbranchbar  sein.  Um  zn  erk 
ein  solcher  Schnittpnnkt  gelte,  hat  man  nachzusehen,  ob  die  wahie 
bcgen,  deren  Frojeddonen  in  ihm  sich  krenzen,  beide  anf  einerlei 
Cylinders  liegen. 

Schranbenlinien. 
257.  Als  Beispiel  für  das  Projiciren  gewundener 
mag  eme  Linie  dienen,  deren  Entstehungsgesetz  sehr  ein 
und  welche  auch  später  öfter  wieder  zur  Sprache  komm 
Man  denke  sich  die  projicirende  Ebene  einer  gegen  di* 
bene  geneigten  Geraden  S  zu  einem  projicirenden  Cylii 
K)gen,  so  dass  die  geradlinige  Projection  G  der  S  zu  irge 
jesetzmässigen  ebenen  Curve  wird ;  dann  verwandelt  sich 

*  Eine  andere  Anflosnng  wird  bei  sidlterer  Gelegenheit  folg« 

OigUr,  deecrlpt.  Ocometile,    i.  Ann.  Xtf 
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D0  gewundeoe  Curve,  welche  jene  aus  G  entstandene 

ojectioo  hat  uud  eine  Schraubenlinie  im  weiteren 

Eine  Schranbenlinie  im  engeren  Sinne  ist  diejenige, 

M,  wenn  die  Gerade  G  zu  einem  Kreise,  also  die 

zur  ManteI:Qäche  eines  gewöhnlichen  aufrechten  Cj- 
mmt  oder  um  einen  solchen  Cylinder  gewickelt  wird, 
ill,  ihrer  besondem  Wichtigkeit  wegen,  hier  Vorzugs- 
de  sein,  imd  der  Name  Schraubenlinie  ist,  wenn  er 

Beisatz  steht,  künft^  immer  im  engern  Sinne  zu 
r  Kreis  G  (ihre  Projection)  heisst  der  Grundkreis, 
ifreehte  (projicirende)  Cylinder  der  Schraubency- 
4ie  des  Cylinders  soll  kurz  Schraubenaie  genannt 

in  vor  dem  Biegen  der  Ebene  eine  Anzahl  projiciien- 
ihr  durch  verschiedene  Punkte  der  Geraden  S  ziehen. 
bleiben  auf  der  G  auch  dann  noch  senkrecht,  wenn 
in  einen  Kreis  verwandelt  hat;  sie  geben  also  pro- 
in für  die  Punkte  der  Schraubenlinie  ab,  welche  ans 
lt.  Windet  man  die  um  den  Schraubencylinder  ge- 
Ton  di^em  zum  Theil  wieder  ab  und  hält  daa  ab- 
gespannt, so  wird  das  freigewoidene  Ende  der  S 
ung  des  letzten  Elements  der  Schraubenlinie  vor- 
eine Tangente  derselben.  Da  nun  die  Gerade  S 
i  mit  den  projicirenden  Linien  ihrer  sämmtliehen 
r  denselben  Winkel  bildet,  so  ist  auch  der  Winkel 
Imliche,  welchen  irgend  eine  Tangente  der  Schrau- 
mit  dem  Projectionslotbe  ihres  Berührungspunktes 
d.  h.  die  Schraubenlinie  schneidet  alle  auf 
er  möglichen  Geraden  unter  einem  und  dem- 
kel.  Dieser  Winkel  zeigt  zugleich  die  unveränder- 
der  Schraubenlinie  gegen  die  Schraubenaie ;  er  soll 
Winkel  gefasst)  der  Ablenkungswinkel  oder  kuiz 
ing  der  Schraubenlinie  heissen. 
ine  aui'  der  Cylinderfläche  gezogene  Gerade  (Mantel- 
m  der  Schraubenlinie  unendlich  oft  geschnitten.  Das 
«tem,  welches  zwischen  zwei  aufeinanderfolgendöi 
ttpunkten  enthalten  ist,  heisst  ein  Umgang  oder 
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und  das  Stück  der  Mantellinie  zwischen  den 
genannten  Funkten  die  Höhe  des  Schrauheogangs  oder  kurz 
die  Ganghöhe.  Diese  hat  überall  dieselbe  Grösse,  wo  sie  auch 
abgenommen  werden  mt^,  und  ebenso  haben  alle  Umgänge  einerlei 
Länge.  Denn  betrachtet  man  denjenigen  Umgang,  der  seinen  An- 
fai^spnakt  im  Grundkreise  G  hat,  und  breitet  das  Stück  der  Gy- 
linderfläche ,  welches  durch  diesen  Grundkreis,  den  Umgang  und 
die  Granghöbe  begrenzt  ist.  in  eine  Ebene  aus,  so  entsteht  ein 
rechtwinkeliges  Dreieck,  welches  als  eine  Kathete  die  Ganghöhe, 
als  andere  Kathete  die  rectificirte  Kreisperipherie,  und  dieser  ge- 
genüber den  Winkel  zwischen  der  Schraubenlinie  und  der  Mantel- 
linie des  Cylinders  hat.  Da  die  Grösse  dieses  Wintels  überall 
dieselbe  ist,  und  ebenso  die  Peripherie  des  Gmndkreises  immer 
dieselbe,  durch  welchen  Punkt  der  Schraubenlinie  man  ihn  auch 
gelegt  denken  mag,  so  ist  jenes  rechtwinkelige  Dreieck  eben&lls 
immer  da^elbe,  oder  seine  Sypotennse  (der  reetiöcirte  Un^ng) 
und  die  als  Kathete  erscheinende  Ganghöhe  sind  von  constanter 


Bezeichnet  r  den  Halbmesser  des  Gnmdkreises,  h  die  Gang- 
bahe,  qi  den  Ablenkungswinkel,  so  lässt  sich  mittels  des  ebener- 
wähnten Dreiecks  aus  je  zweien  dieser  Grössen  r,  h,  tf  die  dritte 
finden,  und  die  Schraubenlinie  selbst  ist  durch  zwei  solche  Grössen 
Töliig  bestimmt.  —  Zwei  Schraubenlinien  sind  sich  ähnlich, 
wenn  sie  den  Ablenkungswinkel  y  (oder  das  Terhältniss  der 
Ganghöhe  zum  Badius  des  Grundkreises)  gemein  haben. 

In  der  Ebene  wachsen  die  von  einzelnen  Punkten  der  S  auf 
die  G  gefällten  Lotbe  proportional  mit  den  Stücken,  welche  sie 
anf  G  (vom  Schnittpunkte  der  G  und  S  an  gerechnet)  abschnei- 
den. Da  diese  Stücke  ihre  Länge  durch  die  Biegung  der  G  nicht 
indem,  so  hat  auch,  wenn  man  die  Ebene  des  Grundkreises  G 
als  HE  nimmt,  die  H-Distanz  eines  Punkts  der  Schraubenlinie 
ein  conatantes  Verhältniss  zu  dem  Bogen  des  Grundkreises,  welcher 
iwiachen  der  Projection  des  Punktes  und  der  H-Spur  der  Scbrau- 
Ijenlinie  enthalten  ist  (wobei  zu  beachten,  dass  dieser  Bogen  grösser 
als  die  volle  Peripherie  wird,  wenn  die  H-Distanz  die  Ganghöhe 
übersteigt);  es  verhält  sich  immer  die  H-Distanz  zum  Bogen  wie 
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rie  des  Gnuidkteises.  Hierin  liegt  ein 
er  Schraubenlinie  zu  zdchnen. 
tbmesser-  r  des  Gnmdkreises  und  die 
I)e3clureibe  m^  in  der  HE  den  Grund- 
gleiche  Theile,  wobei  man  denjenigen 
r  der  Schraubenlime  al^eben  soll,  zum 
mg  nimmt.  In  eben  so  viele  gleiche 
ighOhe  h.  Wird  nun  A  als  H-Spur  der 
)  ist  die  H-Distanz  dieses  Punktes  =  0 ; 
<&  B,  der  sich  in  den  nächsten  Theil- 

.;  die  H-Distanz  des  folgenden  Punktes  C 
rd  hinreichen  zum  YerstSndniss  der  in 
itraction,  wobei  a'g'^h. 
Umgang  projicirt,  so  kann  man  die  Pro- 
1  Umgänge  dadurch  erhalten,  dass  man 
klanteUinie  von  der  Frojection  des  be- 
ie  OanghOhe  aufträgt  So  findet  man 
QU  man  c'(^'  =  a'z'  macht.  Hieraus 
eines  Umgangs  —  gleichviel  wo  dessen 

—  die  Projection  des  sich  unmittelbar 
jongruent  ist. 

Dan  eine  richtige  VontellDiig  Ton  der  Qeetalt 
&lt,  wenn  m&n  die  SchraabeDlinie  nicht  nnr 
1  DDteihiüb  derselben  ohne  bestinunte  Oieme 

IT  A  der  Schiaobenlinie  so  angenommeQ,  dass 
ue  gehende  Ebene  parallel  mi  TE  ist.  Wäi« 
ilicben  V  B  ~  ein  anderer  Punkt  des  Gnmd- 
wähtt  worden,  so  hätte  diess  ui  der  Gestalt 
rt,  wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  den 
t  Qnprfln^chen  Lage  dnrch  c'  legt  nnd  die 
indBcbnitt  biuab  fortfuhrt. 

e  in  Fig.  92  dargestellte  Schrau- 
zu  ziehen,  wenn  der  Berührunga- 

Berütuiu^pnnkt,  so  denke  man  sich 
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reieck  CcÄ  in  eine  Ebene  aui 
e  vom  Cylinder  bis  zur  Mant 
Die  so  erhaltene  Ebene  muss 
berflhren;  die  Gerade  cAi,  i 
,  ist  eine  Tangente  des  Gr 
anuse  CAi  des  ebenen  Dreiect 
CA  der  Schraabenlinie)  stellt 
i  Punkte  C  vor  und  Ai  die 
rgibt  sich  zur  Constniction  d 
Begel.  Man  zieht  durch  die  '. 
:  eine  Tangente  cAi  an  den  i 
:^on  fQr  die  Tangente  der  £ 
=  (wc.  cA  (Nr.  211),  ^la'xfi 
deren  Herstellung  demnach  di 
linie  (mit  Ausnahme  des  Fui 

für  alle  jene  Punkte  der  i 
antellinie  des  Gylinders  liegen, 
ese  Mantellinie  unter  gleichen 
erlei  Ebene,  weU  sie  eine  gei 

Daher  sind  auch  ihre  V-Pr 
mach  die  Tangente  für  einen 
iz  >  %  ist,  so  kann  man  d 
berschreitenden  Kreisbogens  od 
r  einen  niedriger  liegenden  Pi 
1  mit  dieser  Tangente  eine  I 
zieht.  Auf  diesem  Wege  ist 
r  Tangente  im  Punkte  (c,  c")  g 

die  HE  um  die  Ganghöhe 
'  den  Grundschnitt  vertritt,  i 
te  Linie  a'c'  gar  nicht  zu  zie 
j,  Z  fallen  die  V-Projectionen 
en  g'g'',  a'e'  der  betreffende 
I-Spuren  der  Tangenten  in  de 
imgenten  des  Gnindkreises  Ue 
ic  ist,  als  Complement  des  A 
.   alle  Tangenten  der  Sei 
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■Neigang.  Dieser  uQTerELnderlicbe  Winkel 
g^n  irgendeine  zu  ihrer  Äxe  senkrechte 
;eigung. 

wie  CA]  die  Länge  des  Schranbenbogens  CA  \oi- 
ipt  jede  Tangente  der  Schianbenlinie,  von  der  HE 
±  gerechnet,  die  rectiflciTte  L&nge  des  zwischen  den- 
len  Stockes  der  Schranbenlinie. 

der  Tangente  im  Punkte  D  za  finden,  hfttte  man 
tndkreise  abwickeln  und  als  Tangente  des  Punktes  ä 
die  Tangente  in  E  den  Bogen  eA,  a.  s.  f .  Daraas 
Iren  slmmtlicher  Tangenten  der  Schranben- 
ente  des  Q  ran  dk  reis  es  liegen, 
lei  Beachtung  des  Torigen  ZoBatzes),  dass  diese  Erei»- 
Ivente  der  Schranbenlinie  selbst  ist.*  Ter- 
an  der  Schranbenlinie  sich  w&lzenden  Tangente  be- 

in  der  Lage  von  einander  abweichende  ETohenten; 
ler  ZDi  Aie  senkrechten  Ebene  an.  —  Zweien  Schran- 
ler  Ganghohe,  aber  gleichem  QnndkieiB,  entsprechen 

beliebige  Ponkte  einer  gegeheuen  Schraubenlinie  die 
n  Tai>gent«n  (und  mithin  auch  deren  V-Pn>jectionen> 
en  des  Gtrondkreisea  rectificirt  werden  mUBsno,  wenn 
Dge  des  gaiuen  oder  halben  Gnmdkreisamfanga  be- 
2U);  denn  es  verhält  sich  z.  B.  fitr  den  Pankt  (cC) 
i  Strecke  cAi  zum  halben  ümbng  des  Grandkreise» 
Punkte  (c,  e')  zur  halben  Ganghöhe. 

mit  der  H-Spnr  b^innender  Bi^en  AP  der 
halbirt,  so  ist  die  H-Distanz  des  Punktes  Q 
listanz  von  f ,  also  auch  gleich  der  Distanz 
Icher  die  Sehne  AP  halbirt.  In  der  HE 
<n  q  den  Bogen  Ap  des  Grundkreises,  und 
tion  V  die  Mitte  der  entsprechenden  Sehne  Ap 
n  Ap  gr^ser  als  der  ganze  Kreisumfoug  sein 
;eht  die  H-Projection  qv  der  Geraden  QV 
r  Schraubenaxe,  während  die  V-Projeetion  q'v' 
irailel  ist,  woraus  folgt,  dass  die  Q  F  die  Axe 
unter  rechtem  Winkel.     Zugleich  ist  ersicht- 

mahmsweise  hat  also  die  Schraubenlinie  eine  ebenr 


t 
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Winkel  Q  VP  ein  rechter  ist,  ii 
bei  horizontaler  Lage  seines  einen  Schenkels,  auf 
rediter  Winkel  qvp  projicirt.  Da  aber  durch  Faralle 
der  HE  jeder  beliebige  Funkt  der  Schraubenlinie  zu 
macht  werden  kann,  so  hat  man  den  allgemeinen  Si 
rade,  welche  durch  den  Halbirungspunkt  eii 
benlinienbogenB  und  den  Halbirungspunkt  ( 
ligen  Sehne  geht,  trifft  die  Schraubenaxe 
sowohl  auf  dieser  als  auf  der  Sehne  senkre 
kann  der  Bogen  kleiner  oder  grösser  als  ein  ümgai 


l 


Die  nächste  Betrachtung  soll  auf  einen  Umgang 
benlinie  beschränkt  bleiben,  dessen  Grenzpunkte  J?, 
stimmten  Mantellinie  des  Schraubencylinders  angehöre 
diese  Mantellinie  und  die  Schraubenaxe  bestimmt«  E 
durch  den  Halbirungspunkt  Q  des  Umgangs;  eine  zw 
sei  durch  die  Axe  senkrecht  zu  X  gelegt.  (Wird  u 
gang  Ton  einer  zu  Y  parallelen  Ebene  geschnitten, 
TOD  Q  bis  an  die  beiden  Schnittpunkte  reichenden  Sei 
gleichgross;  denn  im  Grundkreis  sind  die  Projectionen 
gleichgross,  weil  die  H-8pur  der  schneidenden  Ebene 
der  Ebene  X  senkrecht  steht.  Man  sehliesst  also  auf 
Satz,  dass  alle  zu  Y  parallelen  Sehnen  des  ümgai 
halbüi  werden  von  der  die  Schraubenaxe  rechtwmkel 
doD  Geraden,  welche  den  Punkt  Q  mit  der  Mitte  der 
Strecke  PF'  verbindet  (Nimmt  man  die  zu  Y  pai 
nahe  an  Q  und  iäbrt  mit  der  Annäherung  stetig  f 
auf  der  in  sie  fallenden  Secante  die  Sehnenlänge  im 
und  die  Secante  geht  schliesslich  in  die  dem  Funkt  Q  e 
Tangente  über,  welche  —  wie  schon  aus  Nr.  258  zu  er 
gleichfalls  auf  jener  Geraden  senkrecht  steht.) 

In  Fig.  92  kann  die  Ebene  .100  als  Ebene  . 
-ptojicirende  Ebene  der  Aie  als  Y  gelten;  die  8 
»i  durch  Ä2  vertreten;  dann  ist  Ö  mit  Q  identi 
Sehnen  FH,  EJ, . . .  BM,  ÄZ  sdnd  parallel  zu  F;  i 
>iningspunkte  enthaltende  Gerade  hat  zur  V-Frojection 
'ehende  Parallele  mit  dem  Gnmdschnitt.    Demnach  '. 
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lele  die  B^n  a'd'g'  und  ^h'^  symmetriBch ,  sind 
gruent. 

ber  als  Ebene  X  die  v-projicirende  Ebene  der  Axe, 
OG  zur  Ebene  Y  wird,  so  sollen  die  Endpunkte  der 
"  durch  die  Punkte  (d,d')  (d,d")  vertreten  sein;  dann 
K\  die  Gerade,  welche  die  Mitten  aller  zu  T  parallelen 
^,  projidrt  sich  in  den  Punkt  t.  Also  wird  jede 
1  den  Bogen  g'^  gelegte  Sehne  im  Punkte  fc*  halbirt, 
%,  dass  die  Bögen  g'h'  und  "Wz'  congruent  stad. 
ich  zerlegt  sich  in  Fig.  92  die  V-Projecfdon  a'^^  des 
jangs  (sowie  jedes  folgenden)  in  vier  congruente 

eine  durch  "W  gehende  Sekante  des  Bebens  g'z'  um  k' 
sie  zur  Tangente  wird,  so  kommen  die  beiden  andern 
eiche  die  Sekante  noch  mit  dem  Bogen  gemein  hatte, 
ig  in  h'  an.  Also  hat  die  Projection  der  Sehranben- 
einen  Wendepunkt,  ebenso  in  A'  und  überhaupt  in 
die  Axenprojection  o'o"  fallenden  Punkt.  Der  spitze 
ler  Wendepunktstangente  gegen  o'o"  gibt  die  wahre 
Ablenkungswinkels. 

IE  "Kk'  senkrecht  halbiiten  Sehnen  des  in  D  beginnenden  Um- 
dnich  ihre  T-ProjectioneD  nicht  nnr  ihie  wirklichen  Lftugen, 
die  wahren  Grössen  ihrer  Neignngewinkel  gegen  die  Schranbenaie. 
asa  jeder  dieser  (spitzen)  Wijikel  kleiner  ist  als  die  Ablenk- 
lie  Projection  jeder  solchen  Sehne  zwiechen  o'o"  und  die  dem 
V  entsprechende  Tangente  zn  liegen  kommt, 
nliche  gilt  von  den  Winkeln  der  Sehnen  FH,  EJ, . . .  g^en 
i  diese  Sehnen  and  der  Ponkt  O  wtlrden  sich  anf  die  Ebene  DOK 
jidren  wie  sich  K  nnd  die  znvor  erirthnten  Sehnen  auf  die  T£ 
Q.  Ueberhanpt  ist  der  Satz  zn  Terallgemeinem,  indem  sich  dnrch 
ler  VB  jeder  Piwkt  der  Schtanbenlinio  zmn  Punkt  K  oder  G 

Es  bedeute  T  die  Tangente  der  wahren  Schraubenlinie 
J)  (Fig.  92).  Die  v-projieirende  Ebene  Tä'  dieser 
ii  jedenfalls  eine  Berührungsebene  und  J)d'  eine  Nor- 
Ichraubenlinie.  Da  sich  aber  D  als  Wendepunkt  d' 
10  ist  (Nr.  253)  die  Ebene  Td'  Osculationsebene 
)5)  die  Gerade  Bd'  Hauptnormale  fOr  den  Punkt  D 


oktes  kann  jeder  beliebige  Punkt  P 
einer  Schraubenlinie  treten,  sofern  man  immer,  nachdem  eine  HE 
senbecht  zur  Schranbenaxe  genommen  ist,  eine  VE  senkrecht  zu 
der  durch  P  und  die  Axe  bestimmten  Ebene  annehmen  kann. 
Während  sonst  eine  Hauptuormale  für  eine  gewundene  Ourve  als 
Schnitt  einer  Osculationsebene  und  der  zugehörigen  Normalebene 
gefunden  wird,  lässt  sich  nach  Obigem  bei  der  Schraubenlinie  die 
Eaaptnormale  eines  Punktes  P  direct  bestimmen,  nämlich  als  ein 
ans  P  auf  die  Schraubenaie  gefälltes  Loth;  die  entsprechende  Os- 
ndationsebene  ei^bt  sich  dann  hinterher  aus  diesem  Loth  und 
der  Tangente  in  P. 

Die  H-Spur  einer  Osculationsebene  ist  der  zugehörigen  Haupte 
normalen  parallel,  mithin  senkrecht  auf  der  zugehörigen  Tangente, 
»der  diese  Tangente  stellt  eine  Böschungslinie  der  Ebene  vor. 
Daraus  fo^,  dass  die  H-Neigung  jeder  Osculationsebene  dem 
Steigungswinkel  der  Schraubenlinie  und  ihr  Winkel  mit  der  Aie 
dem  Äbleokut^winkel  gleich  ist.  (Man  konnte  diess  unmittelbar 
äehen  an  der  dem  Punkte  D  entaprechenden  Osculationsebene.)  — 
F&i  Punkte,  welche  auf  der  nämlichen  Mantellinie  des  Schrauben- 
cylinders  li^en,  smd  die  Osculationsebenen  paraileL 

t  Wollte  man ,  Dachdem  die  Tangente  T  das  Pankts  D  bestimmt  ist, 
die  HE  mit  einer  andern  Tertanscben,  welche  zu  T  senkrecht  liegt,  so  würde 
och  Z>  aof  dieser  neuen  HE  als  ein  Eflckkahrpnntt  projioiren. 

261.    Bei  Herstellung  der  Fig.  92  wurde  die  Eintheilui^ 
der  Ganghöhe  auf  der  V-Projection  &o"  der  Schraubenaie  vor- 
genommen und  die  durch  die  Theilpunkte  gehenden  Parallelen 
mm  Grundschnitt  hatten  nur  die  Bedeutung  von  HfUfslinien  in 
der  VE,    Man  kann  aber  auch  die  Schraubenaie  selbst  ent- 
sprechend eingetheilt  denken  und  jene  Parallelen  als  die  V-Pro- 
jecüonen  von  Linien  ansehen,  welche  die  Punkte  A,B,C...  der 
Schraubenlinie  mit  den  betreffenden  TheÜpunkteu  der  Aie  ver- 
"■'nden,  also  parallel  sind  den  Ereisradien  0A,0b,0c...  (als 
iren  H-Projectionen).    Jede  solche  Linie  fßgt  sich  an  die  Aie 
1  einem  rechten  Winkel  von  bestimmter  Lage;  aUe  diese  Winkel 
ssen  sieh  auffassen  als  successive  Stellungen  eines  in  passende 
ew^ung  versetzten  Eechtwinkels.     Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass 
in  eme  Schraubenlinie  auch  ohne  Hülfe  eines  Cylinders  entstehen 
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nämlich  der  Scheitel  und  der  eine  Schenkel 
ds  längs  einer  festen  äeraden  vorwärts  ge- 
;leich  um  diese  Gerade  die  Ebene  des  Winkels 
die  Drehung  dem  Fortrücken  des  Scheitels 
bleibt,  so  beschreibt  ein  auf  dem  zweiten 
genommener  Punkt  eine  Schraubenlinie,  deren 
liejeoi^e  vom  Scheitel  zurückgelegte  Strecke 
rollen  Umdrehung  der  Winkelebene  entspricht, 
en  Punkten  des  zweiten  Schenkels  beschrie- 
1  haben  demnach  einerlei  Ganghöhe.  Man 
er  Ganghöhe  auch  zuvor  festsetzen,  und  dann 
»rtionalität  zwischen  Drehung  und  Bfickung 
B,  wenn  V  den  vollen  Drehungswinkel  (SöO**) 

üückung  =  —  Ä  immer  eine  Drehung  =  ~   V 

;ross  auch  die  Zahl  n  sein  mag. 

triBchea  Gebilde  oder  ein  stanes  System  von  Pnnkten 
werden  ohne  Aeodenuig  »m  Gebilde  selbst.   Kimmt 

erinderliche  Gebilde  eine  Gerade  anf,  legt  diese  ver- 
Ger[iäe  und  lässt  Dtm  das  Gebilde  aich  so  b«w^en, 
eine  Schr&nbeDlinie  nin  die  feete  Gerade  beschreibt, 
andere  Pankt  des  Gebildes  eine  Schraabenlinie  mit 
TOD  der  nämlichen  G&nghche.    Zwei  tod  der  Aze 

inkte  beschreiben  dabei  congmente  Schraubenlinien, 

astanden  eine  und  dieselbe  Schraubenlinie. 

Punkten  X,  Y  einer  Schraubenlinie  seien 
Mit,  welche  diese  in  x,y  treffen;  an  irgend 
er  Schraubenlinie  sollen  wieder  X',  Y'  zwei 
y'  die  Pusspunkte  der  entsprechenden  Lothe 
der  Schraubenaxe  die  Strecken  xy  und  x'y' 
^  aus  der  Erzeugungsart  der  Schraubenlinie, 
ten  XY  und  X'  Y'  congruent  sein  müssen, 
XY  sich  über  die  ganze  Schraubenlinie  hin 
r  dass  die  Schraubenlinie  die  Eigenschaft  be- 
ll bewegt  werden  zu  kennen,  —  eine  Eigen- 
loch  mit  dem  Kreise  und  der  geraden  Linie 

iscbaft  ist  zugleich  angesprochen,  dass  die 
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ve  Ton  constanter  Krümmung  und  auch 
düng  iat* 

imnal  auf  den  Schraubeocjlinder  und  auf 
lügt  man  durch  eine  einfache  Betrachtung 
BjQmmungshalbmeBsers.  Die  Osculations- 
jhneidet  den  Schrauhencylinder  nach  einer 
jdiiefe  Parallelprojection  des  Qrundkreises) 
IS  (Nr.  249);  die  Aien  derselben  liegen  in 
l  DOJci  die  grosse  Aie  projicirt  sich  auf 
Ige  2  a  (=  der  Strecke,  welche  die  V-Pro- 
m  Schraubentangente  zwischen  aVundgr'^" 
ist  dem  Durchmesser  2r  des  Grandkreises 
"rojeetion  den  Punkt  d'.  Die  Ellipse  U  ist 
'arallelprojection  der  Schraubenlinie;  folg- 
251)  den  Krümmungshalbmesser  der 

!nn  man  den  Werth  —  construirt 
r 

es  Krümmnngsmittelpunkts  für  jeden  Punkt 

t  sich  dann  leicbt  angeben. 

ion  der  Schraubenlinie  auf  eine  zur  Schrau- 
Girundebene  gestaltet  sich  anders  als  die  in 
I*rojection. 

iort  zunächst  die  VE  parallel  so  verlegt, 
aubenaie  geht,  also  a'o'  mit  A  0  identisch 
n  die  versetzte  VE  um  den  Grundschnitt 
bis  sie  g^en  die  Scbraubenaxe  den  spitzen 
em  man  jetzt  von  einer  HE  ganz  absieht 
ne  VE  als  eine  Grundebene  überhaupt  be- 

n%  io  irelcher  ein«  Gerade  S  gezogen  iat,  am  ein 
tQB  der  S  eine  gebrochene  Linie  entsteht,  ao  laast 
m,  dasa  nicht  nur  die  Winkel  znischen  den  in 
rachharbrachBtftchen  onter  sich  gleich  sind,  aondem 
el,  den  z.  B.  die  Ebene  dea  ersten  nnd  zweiten 
I  des  zweiten  nnd  dritten  bildet,  immer  in  nnier- 
t.  DaroD  aasgehend  kann  mau  zu  obigem  Doppel- 
gen, indem  man  die  Basis  dea  Cylinders  in  einen 
lene  Linie  S  in  eine  Schranbenlinie  flbergeheD  l&sst. 


^ 
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trachtet,  hat  man  den  allgemeinen  Fall  vor  sich,  dass  eine  Schrau- 
benlinie auf  eine  Ebene  projicirt  werden  soll,  gegen  welche  die 
Axe  miter  dem  Winkel  a>  geneigt  ist ;  nur  die  unwesentliche  An- 
nahme konmit  hinzu,  dass  die  Spur  der  Schraubenlinie  in  der 
Geraden  liege,  welche  durch  die  Axenspur  senkrecht  zur  Projection 
der  Axe  geht.  Die  in  Fig.  92  vorkonmienden  Punkte  der  wahren 
Schraubenlinie  sollen,  obgleich  sie  neue  Frojectionen  erhalten,  mit 
den  alten  Buchstaben  bezeichnet  bleiben. 

Die  projicirenden  Ebenen  der  Axe  und  der  Sehnen  FH^ EJ,,., 
sind  die  nämlichen  welche  ursprünglich  deren  v-projicirende  Ebenen 
darstellten;  die  neuen  Frojectionen  dieser  Sehnen  sind  daher  wieder 
der  Axenprojection  parallel.  Die  durch  G  gehende  Gerade,  welche 
die  Mitten  der  Sehnen  enthält,  projicirt  sich  wieder  als  eine  Senk- 
rechte zur  Axenprojection.  Denmach  wird  die  neue  Frojection  des 
Umgangs  AGZ  durch  die  Frojection  der  genannten  Geraden  in 
zwei  symmetrische  und  congruente  Hälften  zerlegt.  Nicht  mehr 
congruent  sind  aber  die  Frojectionen  der  Bögen  GK  und  KZ; 
denn  die  Gründe,  auf  denen  in  Fig.  92  die  Congruenz  der  Bögen  g'l^ 
und  A;'  ss'  beruhte,  sind  nicht  mehr  vorhanden,  da  das  aus  K  auf 
die  Axe  gefüllte  Loth  sich  jetzt  nicht  als  ein  Funkt  projicirt. 
Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  neuen  Frojectionen  der  beiden  in  A 
und  in  G  entspringenden  vollen  Umgänge  nicht  congruent  sini 
Dagegen  gilt  noch,  dass  die  Frojectionen  zweier  aneinander- 
stossenden  vollen  Umgänge  —  wo  auch  der  Anfangspunkt  des 
ersten  genommen  werden  möge  —  congruent  sind;  denn  die  der 
Ganghöhe  h  gleichen  Stücke,  welche  auf  sämmtlichen  Mantellimen 
des  Schfaubencylinders  zwischen  zwei  solche  Umgänge  fallen,  pro- 
jiciren  sich  als  gleiche  Strecken  (=  h  cos  w). 

Man  sieht,  die  neue  Frojection  der  als  endlos  gedachten 
Schraubenlinie  hat,  wie  die  frühere,  unendlich  viele  zur  Frojection 
der  Schraubenaxe  senkrechte  Symmetralaxen,  welche  in  gleichen 

Abständen  {=^  -^h  cos  w)  aufeinanderfolgen;  aber  die  Bögen,  deren 

Scheitel  auf  der  Frojection  der  Mantellinie  A  Z  liegen,^  sind  anders 
geformt  als  die  Bögen,  deren  Scheitel  auf  die  Frojection  der  durch 
G  gehenden  Mantellinie  fallen.  (Hiemach  kann  man  die  sämmt- 
lichen Symmetralaxen  in  zwei  Gruppen  scheiden;  zwei  zur  näi  - 
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chste  Axen  sind  um  h  cos  m  von  ein- 
ander  entfernt.) 

Die  Frt^e,  ob  di«  neue  FtojectioD  der  Scbranbenlinie  Wendepunkte 
WD  könne,  ist  gldchbedeatend  mit  der  Frage,  ob  es  möglich  sei,  dsss  Os- 
itioDsebenen  auf  der  Gnmdebene  senkrecht  stehen.  Gibt  ea  eine  solche 
nktionsebene ,  so  haben  fQr  den  betreffenden  Punkt  der  Schranbenlinie 
igente  und  EaaptDonnale  dne  gemeinschaftliche  Projection,  worans  zu 
ihen,  dass  —  wenn  mn&chet  nnr  der  projicirte  ümgaug  AQZ  betrachtet 
d  —  keineefallB  die  auf  die  Ptojection  der  Schnubenaie  hlleode  Piojec- 
1  des  Punktes  K  einen  Wendepunkt  ergeben  kann,  da  fOi  diesen  Punkt 
Piojection  der  Haaptnonnalen  mit  dei  Aienprojection  msammenäUt, 
liiend  letztere  die  Projection  der  Schianbenlinie  schneidet.  Wäre  aber 
«  die  Projection  des  Punkts  J  ein  Wendepunkt,  so  mUsate  (aus  Gründen 
SjDunetrie  und  Congmeni)  ancb  die  Projection  von  E  ein  Wendepunkt 
i;  ea  wflide  demnach,  sobald  ffii  J  die  OscnlatioDsebene  senkrecht  zni 
indebece  st&nde,  auch  die  zn  JS  gehörige  (der  vorigen  nicht  parallele) 
mlationsebene  solche  Stellung  haben.  Denkt  man  sich  aus  der  Spur  der 
iraobenaxe  auf  ü^nd  eine  Oscnlationsebene  ein  Loth  ge Allt,  so  ist  [Nr.  260) 
spitze  Winkel  zwischen  diesem  Lothe  und  der  Aie  das  Complement  des 
lenkongswinkels  9,  also  dem  Steigungswinkel  »i  gleich;  sollen  nun  zwei 
ht  parallele  OscolationsebeneD  senkrecht  sur  Grundebene  zu  stehen  kommen, 
mOssen  die  beiden  ihnen  entsprechenden  Lothe  in  die  Omndehene  fallen, 
s  nur  möglich  ist  wenn  <p  |>  o>.  (Die  genannten  beiden  Lothe  bilden  dann 
icbe  Winkel  mit  der  Projection  der  Schraubenaie.) 

Nimmt  man  die  Gnmdebene  senkrecht  zu  der  Geraden,  welche  in  Punkt  ff 
I  Schranbenlinie  berahrt,  so  projicirt  sich  O  als  ein  BQckkefarpunkt 
;L  Nr.  360,  f).    In  diesem  Falle  ist  v  =  a>. 

Die  Projection  des  Umgangs  AQZ  wird  sich  selbst  schneiden,  also  einen 
ippelpankt  (auf  der  zugehörigen  Symmetralaie)  erhalten  ond  eine 
bleife  biklen,  wenn  die  Grundebene  senkrecht  steht  auf  einer  der  Sehnen, 
liehe  (wie  FH,  EJ, . . .)  zur  projicirenden  Ebene  der  Schraubenaie  parallel 
id.  Dann  ist  a  das  Complement  des  Winkels  y,  den  die  betrefiende  Sehne 
gen  die  Schranbenaie  bildet.  Da  aber  (Nr.  259,  f)  stets  7  <fi,  so  ist  das 
implement  von  y  grOsaet  als  das  Complement  von  v,  d.h.  (b>i(f.  Für 
i  Erechdnen  von  Doppelpunkten  besteht  also  die  Bedingung  ^<^ia 

Usst  man  der  Beihe  nach  die  Sehnen  FE,  EJ,  DK,...  als  senkrecht 
1  Gnmdebene  gelten,  so  wird  mit  jedem  Schritte  (wie  eine  Projection  der 
'  wbenlinie  auf  die  Ebene  BOK  zeigt)  der  Winkel  s  grosser;  oder  um- 
ihit:  wenn  voin  Werth  ip  an  der  Winkel  m  wftchst,  entfernt  sich  der 
bstschnitt  des  projicirten  ün^ganga  AQZ  mehr  und  mehr  von  der  Pio- 
tion  des  Pnnktea  ff,  so  daas  die  Unge  der  Schleife  zunimmt.  Gleichzeitig 
nt  aber  auch  die  Breite  der  Schleife  zu;  denn  denkt  man  die  Gmnd- 
te  z.  B.  zuerst  auf  EJ,  dann  auf  DK  senkrecht,  so  wird  eine  iwischen  EJ 
Q  liegende  Sehne  FS  im  zweiten  Falle  eine  kleinere  Gnmdneigong, 
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1  haben  als  im  ersten.  Solange  m  den  Werth  if 
^,  vird  die  dem  nächstfolgenden  Umgang  eut- 
die  erste  nicht  eneichen;  bei  remerem  Wachsen 
Bu  sich  znnSchst  berOhrcn ,  dann  schneiden ;  noch 
'  dritten  gekreuzt  werden,  oder  die  dritte  achneidet 
eist«,  Q.  B.  f.  Ansser  den  Selbstschnitten  dei  ein- 
treten demnach,  von  der  Berithmng  zwischen  der 
an,  noch  DoppelponUe  anderer  Art  auf,  Dftmlich 
i^iedeuen  Umgangsprojectionen  gemein  sind.  Die 
gedrängter,  je  mehr  m  sich  einem  rechten  Winkel 
die  Grundebene  senkrecbt  znr  Sehne  AZ  (also 
)  zn  stehen  kommt,  sämmtliche  Schleifen  zn  einem 


!  SehraubeDlinie  zu  projicirea,  wenn 
Jers  in  irgendeiner  Lage  gegen  die 
m  ist. 

er  SchraubenUnie  selbst  soll  die  Ganghöhe  h 
Cylinderkreises  gegeben  sein;  die  H-Spiir 
in  der  Spur  der  Ebene  E  angenommen, 
der  Aie  senkrecht  zu  dieser  gelegt  ist. 
lie  H-Spur  0  der  Schraubenaxe  ziehe  man 
fibene  E  (Nr.  27),  mache  OPo  =  0P„  =  r 
Schraubenlinie  gilt),  beschreibe  Über  P(,Pm 
eile  ihn  von  Po  a^s  in  m  gleiche  Theüe 

= ).   Der  Halbicreis  ist  die  Umklappung 

ä ;  aus  den  umgeklappten  Theilpunkten  er- 

ie  H-Projectionen  li,  l^, der  durch  die 

Pi,  Pa . . . .  gelegten  Mantellioien  des  Cj- 
t  für  die  zweite  Hälfte  der  Basis,  da  je 

gemeinsame  H-Projection  haben.)  Die 
enaxe  (als  Complement  für  die  H-Neigung 
line  Halbaxe  der  Ellipse,  welche  die  H-Pra- 
lis  darstellt,  und  man  findet  nun  leicht. 

pa, der  in  ^i,-^2, ...  umgeklappten 

de  (Nr. 243)  dieV-Projectionen_p'i,y27---- 
1er  Schraubenaxe  denke  man  sich  (oberhalb 
2  so,  dass  OQ  =  h,  bestimme  die  H-Pro- 
js  (Nr.  71,  2)  und  theüe  den  Abstand  öq 

Eine  durch  den  ersten  Theilpunkt  (von  0 
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ous  ^^-u^^^f  ^^•>.6"'  '■"'"jlele  mit  Opi  schneidet  die  (i  in  einem 
Punkte,  welcher  der  H-Projection  der  Schraubenlinie  angehört; 
einen  andern  solchen  Funkt  findet  mau  als  Schnitt  der  Is  und  einer 
durch  den  zweiten  Theilpunkt  der  Oq  gehenden  Parallelen  zu  Opa, 
u.s.f.  (Denkt  man  sich  die  ganze  Ellipse  FoPip^  ■  ■  PmPm+i- ■  Po 
gezeichnet,  so  geht  durch  den  [)»+  l]ten  Theilpunkt  der  0^  eine 
Parallele  mit  Opa,-\-i,  welehe  die  ^m+i  zu  schneiden  hat;  da 
aber  Opm+i  die  Verlängern!^  von  piO  ist  und  die  Ito+i  mit 
derU-i  zusammenfällt,  so  reicht  man  mit  den  Funkten  der  zu- 
erst bestimmten  Ellipsenhälfte  völlig  aus.)  —  Funkte  fOr  die 
Vertical-Projection  der  Schraubenlinie  erhält  man,  nachdem 

Miap'],p'2, die  V-Frojectionen  Z'i,Z'2, der  entsprechenden 

Mantellinien  bestimmt  worden  sind,  entweder  einfach  nach  Nr.  44, 
«der  auch  unabhängig  von  den  H-Projectionen  (ähnlieh  wie  vorhin). 

Anfl.  U.  Durch  Veränderung  des  Grundsystems  kann  man 
die  Lösung  auf  den  besondern  Fall  der  Fig.  92  zurückführen. 

Ist  die  gegebene  Aie  parallel  zur  VE,  ao  legt  man  durch 
ihre  H-Spur  0  eine  neue  HE  senkrecht  zur  Aie,  führt  unter  Be- 
nützung des  neuen  Grundschnitts  die  Construction  der  Nr.  257 
aus,  bestimmt  dann  in  der  alten  HE  die  Projectionen  für  die 
Theilpunfcte  der  Cylinderbasis  (Nr.  125)  sowie  die  Projectionen 
der  betreffenden  Mantellinien,  und  verfährt  schliesslich  nach  Nr,  44. 
Vird  dieee  den  Grundgedanken  des  Terfahrens  in  EOrae  darlegende  An- 
veistmg  nach  ihrem  Wortlaut  befolgt,  bo  hat  man  zneist  in  der  neuen  HE 
Jie  Axeospur  zu  bestimmen  (Nr.  125)  und  um  aie  den  Gnindkieia  zu  be- 
schreiben. Man  siebt  jedoch  slsbatd,  dasa  es  bequemer  ist,  die  alte  H-Pro- 
JMtion  der  Aie  ab  eine  zweite,  durch  PatallelTerschiebnng  erhaltene  Lage 
des  nrsptOnglichen  Grundschnitte  zu  behandeln  (vgl.  Nr.  181,  j-),  also  vie 
vtDU  die  Aie  in  der  VE  selbst  läge;  es  genOgt  dann,  in  der  neuen  HE 
■DU  die  ursprüngliche  V-Projection  der  Aienspnr  die  vordere  Hälfte  des  Grund- 
kreises  zu  beschreiben;  dieAbständeseiner  Theilpunkt«  vom  neaen  Grundschnitt 
gtben  an,  wie  weit  in  der  alten  HE  die  Projectionen  der  entsprechenden  Punkte 
Ton  der  mit  der  Axenprojection  zosammen&Ilenden  Geraden  entfernt  sind. 

Ist  aber  die  Axe  der  Schraubenlinie  mit  keiner  der  Grund- 
ebenen parallel,  so  hätte  man  zuerst  eine  neue  VE  parallel  zur 
h-projicirenden  Ebene  der  Axe  zu  stellen,  die  vorigen  Construc- 
tionen  auszuführen  und  zuletzt  eine  Frojections-Üebertragung  aus 
der  HOlfs-VE  in  die  ursprüngliche  VE  vorzunehmen. 


Siebentes  Kapitel. 

gui^  und  graphische  Darstellung  krununer 
Flftidien. 

.  Was  in  Nr.  190  fQr  krumme  Linien  ges^  wurde, 
It  sich  in  ähnlicher  Weise  auch  bei  krummen  Flächen, 
dich  eine  krumme  Mäche  einer  mathematischen  unter- 
unterworfen  werden  tcnneu,  so  muss  ihr  ein  bestimmtes 
Dgsgesetz  zu  Onmde  liegen,  in  Folge  dessen  ihre  Gestalt 
setzmässigkeit  und  Stetigkeit  zeigt.  Man  kann  sich  jede 
ramme  Fläche  durch  Bewegung  einer  Linie  oder  einer. 
lache  erzeugt  denken,  und  sie  ist  als  gegeben  zu  be- 
wenn  man  die  erzeugende  Linie  oder  Fläche  kennt  und 
itz,  nach  welchem  diese  ihre  Lage  (und  vielleicht  auch 
ensionen)  ändert;  dieses  Gesetz  selbst  ist  in  vielen  Fällen 
lurch  Hülfe  einer  g^ebenen  Linie  oder  Fläche  auszu- 

tsteM  z.  B.  eine  Cylinderfiache  im  aUgemeinen  Sinne  des  Worte, 
onb^ranite  Gerade  sich  parallel  mit  einer  b<6timinten  Bichtong 
ibewegt,  ohne  in  einer  Ebene  in  bleiben.  Um  aber  der  FtusU 
seibat  einen  beatäniinten  Gang  Tca-zaschreiben,  kann  mui  feetsetien, 
«weglicbe  Gterade  eine  gegebene  Cnrve  beständig  schneidet.  —  fit- 
eine unbegrenzte  Gerade  um  einen  festen  Punkt  in  ihr,  so  beschreiU 
ler  eine  Ebene  oder  eine  Eegelfläche  im  weitesten  Sinn.  Bio 
■  die  Bewegong  ist  anageeproclien,  wenn  die  Gerade  im  ersten  Falle 
Gerade,  im  zweiten  eine  gegebene  kmmme  Linie  schneiden  mosB. 

i.    Eine  Gerade  berührt  eine  krumme  Fläche,  wenn  sie 

der  Fläche  gezogene  Curve  berührt. 

ine  Fl&che  Ton  solcher  Natur,  dass  sich  auf  ihr  eine  gerade  Linie 
«t,  so  mnss  diese  Gerade,  in  Folge  obiger  Definition,  ontei  die 
i  der  Fl&che  gezfihlt  werden ;  denn  ee  ist  klar,  daas  anf  der  FUche 
iele  Cnrren  gezeichnet  werden  können  welche  jene  Gerade  berühren. 

Aufgabe,  durch  einen  gegebenen  Punkt  Ä  einer  Fläche 
igent«  an  sie  zu  legen,  ist  eine  unbestimmte,  da  durch 
mkt  unendlich  viele  Curven  auf  der  Fläche  gezogen  wer- 
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!nrve  {wekhe  man  sich,  der  All 
w^ea,  gewanden  denken  m^j,  A  T  ihre  Tangente,  und  wird  dnr 
litbjg  eine  Ebene  gelegt  welche  die  Fl&che  nach  einer  Carve  V 
30  ist  JT  zugleich  Tangente  für  V;  denn  das  Element,  welches  d 
mit  der  ^  T  genieb  hat,  mnas,  als  auf  der  Fläche  liegend,  auch  d 
iDgehSieii.  Es  folgi)  hieraas,  dass  man  alle  möglichen  Geraden, 
fliehe  in  A  berühren,  als  Tangenten  ebener  Cnryen  erhalten  ki 

um  von  einem  Punkte  P  ausserhalb  einer  knimmt 
iine  Tangente  an  sie  zu  legen,  denke  man  sich  die  F 
nner  durch  P  gehenden  Ebene  geschnitten  und  an  die 
jurve  eine  Tangente  aus  P  gezogen.  Da  man  jene  Sei 
inf  unendlich  verschiedene  Äxten  durch  P  legen  kann , 
Eoan  unendlich  viele  Tangenten,  welche  zusammen  eint 
'lache  bilden,  während  ihre  Berühmnggpnnkte  auf  der 
^he  eine  stet^e  Gurve  bestimmen.  Man  s^,  ein  sold 
lei  der  Fläche  von  P  aus  umschrieben. 

Soll  eine  Tangente  einer  krummen  Fläche  parallel 
j^benen  Geraden  G  sein,  so  kann  sie  wieder  unend 
[ri^en  haben;  denn  man  kann  die  Fläche  von  unendli 
Ebenen  schneiden  lassen,  welche  alle  durch  G  gehen  (( 
parallel  mit  G  sind),  und  die  mit  G  parallele  Tange 
ächnittcurve  gilt  als  solche  Lage.  Alle  diese  Lagen  der 
langente  bestimmen  eine  Cylinderfläche  und  ihre  Bei 
punkte  eine  stetige  Curve.  Der  Cylinder  ist  der  Fläche 
mit  G  umschrieben. 

Ebenso  bat  man  es  mit  einer  unbestimmten  Aufgabt 
Tenn  man  an  eine  krumme  Fläche  eine  Tangente  paj 
äner  g^ebenen  Ebene  E  legen  soll.  Denn  alle  mi^lic 
genten  einer  Curve,  nach  welcher  die  krumme  Fläche 
mit  E  parallelen  Ebene  geschnitten  wird,  genügen  der 
und  eine  solche  Farallelebene  kann  selbst  wieder  unend 
lagen  haben. 

267.  Der  geometrische  Ort  einer  Geraden, 
Lue  krumme  Fläche  in  einem  gegebenen  Funki 
lirt,  ist  im  Allgemeinen  eine  Ebene.  Denn  w 
mtlichen  durch  A  gehenden  Tangenten  nicht  in  eii 
'en,  so  müssten  sie  eine  Kegelfläche  bilden,  welcl 

mglcr,  aeictipl.  Oeomelrie.    4.  AuH  17 
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Kegelfläche  aber  muss  von  einer  durch  ihre 
jne  na^h  mehreren  Geraden  geschnitten  wer- 
!r  müsste  eine  Curve  C,  nach  welcher  eine 
übene  die  gegebene  krumme  Fläche  schneidet, 
rere  Tangenten  zulassen,  was  im  AUgemeinen 
indnur  dann  möglich  wäre,  wenn  der  Punkt  Ä 
Punkt  der  Curve  C  abgäbe.  Man  sieht  hier- 
gewöhnlichen Punkt  einer  krummen  Fläche 
mden  Tangenten  eine  Ebene  bestimmen,  und 
irührungsebene.  Allerdings  aber  kann  statt 
ne  ein  Berührungskegel  auftreten,  wenn  der 
n  besonderer  Punkt  der  Fläche  ist,  nämlich 
ir  für  jede  durch  ihn  gehende  und  auf  der 
egende  ebene  Curve  einen  mehrfachen  Punkt 
1  solchen  Falle  bildet  die  Fläche  in  dem  er- 
B  trichterförmige  Einsenkung.  **  Eine  ähnliche 
uch  in  der  Art  stattfinden,  dasa  der  tiefste 
1  Rückkehrpunkt  der  ebenen  Curven  ist, 
ihn  auf  der  Fläche  ziehen  kann,  ***  und  unter 
jibt  es  für  den  genannten  Punkt  nur  eine 
der  Fläche. 

imme  Fläche  sich  selbst  nach  itgeod  einer  Linie,  so 
tt  dieser  Linie  mehrere  Beröhrnngsehenen  der  Fläche 
im  FUcbentbeil  seine  besondere  BeiHbrungsebene  m- 

ürklänmg  von  einer  Berührungsebene  entspricht 
Lehrsatz:  Wird  eine  krumme  Fläche  F 
E  im  Punkte  Ä  berührt,  und  irgend 
h  A  gelegte  Ebene  schneidet  die  F  in 

nf  einer  Eegelfläche  gezogene  Gerade  kann  man  immer 
rächten;  die  durch  sie  bestimmte  Ebene  kann  aber 
T  KegelSäcbe  zugleich  auch  noch  andere  Gerade  mit 

efert  die  Fläche,  welche  durch  Drehung  eines  Kreises 

t. 

B.  die  Fig.  86  um  OT^  gedreht.    (Wäre  eine  Fläche 

lurve  um  die  Tangente  in  einem  gewöhnlichen  Funkt 

so  würde  sich  der  obenerwähnte  Kegel  gleichfalls  »uf 

^aciren.) 


Nr.  268—270. 


1  der  Grei'aden  e,  so  ist  e  eine  Tau- 
geDte  der  f  und  Ä  ihr  Berührungspunkt. 

268.  Eine  Normale  einer  krummeD  Fläche  ist  eine  Ge- 
ade,  welche  auf  einer  Berührungaebene  im  Berührungspunkt  senk- 
echt steht. 

Zwei  krumme  Flächen  berühren  sich,  wenn  sie  füx  einen  ge- 
oeinschaftlichen  Punkt  die  Berühnmgsebene  oder  die  Normale 
;emein  haben. 

Die  BerQhniDgsebene  aber  üt  geneinsaiu,  sobald  beide  Flächen  iü  dem 
emeinschäftlicheD  Pnokt  zwei  Ttuigenten  gemein  haben. 

269.  So  wenig  man  eine  Ebene  durch  Projection  ihrer 
Immtlichen  Punkte  darstellen  konnte,  so  wenig  ist  diess  bei 
iner  krummen  Fläche  möglieh.  Doch  muss  die  Art  der  gra- 
hischen  Bestimmung  einer  Fläche  immer  die  Mittel  gewähren, 
u  der  einen  Projection  irgend  eines  Fläehenpnnktes  die  ent- 
prechende  zweite  Projection  zu  finden,  oder  mit  andern  Worten: 
mn  muss  im  Stande  sein,  jeden  einzelnen  Funkt  der  Fläche  in 
"rojeetion  zu  legen,  also  auch  jede  Linie  die  auf  der  Fläche  ge- 
ogen  werden  kann. 

Da  bei  einer  kiummen  Fläche  in  Beziehung  auf  das  Sichtbarseia  ein- 
tlner  Theile  darselba  Fall  eintritt  wie  bei  einem  Polyeder,  so  hält  man 
icl  auch  hier  an  die  fQr  die  Darstellung  eines  KOrpera  gegebene  Regel-, 
UD  zeichnet  nämlich  solche  Linien,  welche  anf  der  Tom  Auge  abgekehrten 
«ite  der  kiuminen  Fläche  gezogen  sind,  punktirt  (vgl.  Nr.  149). 

Im  Folgenden  sollen  die  wichtigsten  Gattui^en  krummer 
dächen  aufgeführt  werden.  Doch  darf  man  diese  Aufzählung 
licht  etwa  für  eine  durchgreifende  Classifikation  der  krummen 
ilächen  halt«n;  denn  sehr  häufig  kann  eine  und  dieselbe  Fläche 
inter  mehrere  dieser  Gattungen  zugleich  eingereiht  werden. 

Oylinderfiächeu. 

270.  Eine  Cylinderfläche  ist  (Nr.  265)  der  geometrische 
3rt  emer  Geraden,  welche  eine  gegebene  Curve  schneidet  und  da^ 

äi  eine  gegebene  Richtung  hat.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass, 
IIb  die  Curve  eben  ist,  ihre  Ebene  jener  gegebenen  Richtung 
cht  parallel  sei,  indem  sonst  statt  der  Cylinderfläche  eine  Ebene 
1er  ein  Theil  einer  Ebene)  erzeugt  werden  würde.    Die  Curve 


"^ 
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ler  Leitende,  die  bewegliehe  Gerade  die 
älne  Lage  derselben  eine  Mantellinie, 
ist  gegeben,  wenn  man  die  Projectionen 
Seraden  kennt,  mit  welcher  die  Erzeugende 
ierade  soll  Richtlinie  heissen. 
.er  Cylinderfläche  eine  beliebige  krumme 
ellinien  schneidet,  so  kann  diese  als  eine 
tolle  der  ursprünglichen  Leitenden  gesetzt 
endlich  viele  Gurren,  welche  als  Leitende 
flinderfläche  auftreten  können. 
lie  Grenze  fSr  eine  prismatiscli  gebrochene  Fläch«, 
biend  an  Zahl  zu-  nnd  an  Breite  abnehmen, 
chnitte  einer  prismntisen  Fläche,  so  sind  anch 
'  Cylinderfläche  nntet  sich  congraent. 

iine  Cylinderfläche  ist  die  Leitende 
Itlinie  («i«,  m'n')  gegeben.  Man  soll 
illinie  projiciren. 

mit  mn  Parallele  abc,  welche  die  H-Pro- 
ineidet,  kann  als  H-Projection  einer  Man- 
imkte  b,  c  sind  die  H-Projectionen  der 
lie  Leitende  von  der  durch  aic  gehenden 
hnitten  wird;  die  zugehörigen  V-Projec- 
lürch  Senkrechte  zum  Grundschnitt,  und 
trch  b'  und  c'  gellten  Geraden  sind  die 
[antellinien ,  denen  die  gemeinschaftliche 
iht. 

parallel  mit  m'n')  beliebig  die  V-Projee- 
nie,  so  ei^eben  sich  für  diese  ebenfalls 
5nn  zu  dem  in  b'  projicirten  Punkte  der 
■Projection  sowohl  der  Punkt  bo  als  der 

er  in  Fig.  93  angenommenen  Gestalt  der  Leiten- 
utelllnie  die  gleichnamige  Projection  der  Leiten- 
,  80  kann  die  zweite  Projectioo  dieser  Kantel- 
aben, d.  h.  eine  mit  der  Erzeagenden  paralle' ' 
die  Cylinderfläche  nach  n  Mantellinien. 
B  H-Projectionen  zweier  Mantellinien  d'  ■ 
len  berühren,  ohne  diese  Projection 
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chneiden,  so  geben  sie  die  Orenzen  ab, 
Projeetionen  aller  übrigen  Mantellinlen 
i  den  horizontalen  Umriss  der  Cy- 
lind  es  die  Linien  rs,  tu.  Desgleichen 
iss  der  Fläche  das  mit  m'n'  parallele' 
■Projection  der  Leitenden,  wenn  diese 
inie  wäre;  da  sie  aber  in  Fig.  63  eine 
ihen  die  Linien  v'^',w'x'  des  verticalen 
ankte. 

Leitenden  eine  geschlossene  Curve  mit 
1  neben  den  erwähnten  Tangenten  (den 
uh  andere  Tangenten  geben,  welche  die 

Auch  diese  können,  in  relativem  Sinn, 
werden,  insofern  eine  ümrisslinie  flber- 
t,  mit  deren  Erreichtmg  die  Projection 

Erzeugenden  die  Sichtung  ihrer  Pa- 

r  Leitenden  einen  Rückkehrpunkt  und 
slinie,  so  wird  diese  in  der  Regel  nicht 
bückkehrpunkte  sind  aber  auch  die  End- 
^ens  zu  zählen,  wenn  ein  solcher  (mit 
■ection  einer  gewundenen  Curve  auftritt, 
an  die  Leitende  eine  niehl^eschlossene 
n  ein  absoluter  Umriss  entweder  gar 
istirt. 

in  Fig.  93  der  liorizontale  Umriss  die  H-Pro- 
Kheiden  in  Beiielinng  aaf  die  HB  den  sieht- 
HDsichtbaien,  und  zwai  ist  hier  dei  Tbeil  rot 
^e  von  v'v>'  zeigt)  dei  Funkt  V  tiefer  liegt 
sind  die  H-Ptojectiooen  aUer  jener  Mantel- 
der  Leitenden  schneiden,  pnnktirt  m  zeichnen, 
«ne  ist  das  Stück  W TV  Aar  Leitenden  sieht- 
MI.    Die  Y-Projection  einer  HanteOinie  wird 

lOer  pimktirt  gezeichnet,  wenn  der  Schnitt  ihrer  H-Projection  und  der 

■Projection  der  Leitenden  auf  den  Bt^n  virv  fSllt. 

212.   Autg.    Eine  Cylinderfläche  ist  durch  die  Lei- 
nde  vw,v^v;')  und  die  Richtlinie  (mn,m'n')  gegeben.^*** 


1 


e  ProjectioD    eines  Punktes  A  der 
m  eiae  Projeetion  bekannt  ist 
ine  die  Projeetion  der  durch  Ä  gehenden 
md  bestimme  die  verlaagte  zweite  Projec- 

rojeetiofld  gegeben,  so  zieht  man  zuerst 
sugehörigen  V-Projectionen  »'6',  a"c',  und 
Lkten  a'  und  a",  in  deren  jeden  sich  der 
projiciren  kann. 

)D  a'  gegeben,  so  ündet  man  mittels  der 
jOtjitj  und  mit  deren  Hälfe  die  Funkte  0,00. 
r  o')  gelegte  Projeetion  der  Mantellirie  die  ^ieh- 
endeD  in  n  Fnnlcten,  so  lässt  die  Aufgabe  n  L(«- 

6  Spuren  einer  Cylindei-fläche  zu 
e  Leitende  und  die  Bichtlinie  ge- 

;tre  eine  hinreichende  Anzahl  Mantelliniea 
r  jede  einzelne  beide  Spuren  (Nr,  34)  und 
hnamigen  Spuren  eine  stetige  Curve. 
IT  einer  Cylinderfläche  ist  eine  Parallel- 
iden. 

ende  Ebene  einer  Mantellioie,  deren  ProjectioD 
lält  zugleich  die  Tangente  dei  Leitenden  fflr  den 
on  der  Mantellinie  geschnitten  wird;  und  da  die 
Tangenten  der  Cylinderfläche  zahlt  (Nr.  266),  bo 
e  eine  BerOhrnngsebene  des  Cj-Unders.  Ihre 
rojectionen  der  Tangente  der  Leitenden,  and  w«U 
236  Ober  das  Frojiciren  einer  Tangente  aacb  Ar 
lasst)  Tangenten  an  den  gleichnamigen  Cjlinder- 
mag  der  letzteren  la  benutzen  ist. 
mmer  eine  Tangente  der  Leitenden  nnd  die  dnich 
lende  Mantellinie  eine  Berflhmngsebene  des  Cjlin- 
eoe  ist  Tangente  der  gleichnamigen  Cylinderspar. 

tende  einer  Cylinderfläche  eine  Ellipse  (den 
n),  eine  Parabel  oder  Hyperbel,  so  ist  auch 
J)  jede  ihrer  Spuren,  überhaupt  jeder  ebene 
!  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  den  Fall 
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ie   schneidende  Ebene    parallel 

deren  Leitende  eine  Ellipse  ist,  kann 
ikt  man  sich  n&mlich  die  Fläche  inni 
ühnitten,  die  Aien  der  Schnittellips 
tmeo  parallel  zu  den  Mantellinien  gel 
netralebene  für  die  Flache  und  i 
ilftche  mit  einer  zur  Syminetralebe: 
im  also  eine  schneidende  Ebene  F  di 
It  in  die  durch  die  kleine  Aie  gehei 
1  Schnitts,  dessen  zweite  Aie  mit  d 
lan  kann  non  immei  zwei  Li^n  dei 
es  neoen  Schnitts  einander  gleicl 
Kreis  wird.  (Sollt«  E  seihfit  ein 
e  beiden  erw&bnten  Lagen  der  F  za 

ilten  auf  parallelprojicirenden 

nliche  Gebilde,  welche  auf  eim 
gegebener  Bicbtung  der  Projec 
)  Frojection  haben,  stehen,  in» 
renden  Fläche  (Cylinderfläche 
jenseitiger  Beziehung,  doch  nie 
it,  dass  das  eine  Gebilde  aus 
nte.  Eine  solche  Abbängigkei 
erstellen,  dass  man  festsetzt, 
tstrahl  liegende  Funkte  sollen 
Is  gemessenen  Entfernungen  toi 
tanzen"  in  einem  erweiterten  Si 
che  Funktpaare  gleichbleibende 
tich  je  zwei  zusammengehörige 
erlei  Seite  der  Gnmdebene  ode 
an  derselben  liegen.  Jedem  gege 
m  ein  zweites,  welches  das  am 
urzer  dessen  Ableitung)  heisser 
gegebenes  Gebilde  kann  auf  unendlich  viele  abgeleite 
nacli  der  Wahl  der  Gnmdebene,  der  Bichtungslinie  ui 
stallten  Verhältnisses. 

Ist  @)  eine  Ableitung  des  Gebildes  6,  so  erhält 


ing  Ton  6,  wenn  man  Grundebene  imd  RichtiuigsUiiie 

äas  AbleitungsYerhältniss  aber  umkehrt. 
len  im  Eaume  mehrere  Gebilde  nebeneinander  zur  Be- 
90  wird  für  ihre  Ableitungen  in  der  Eegel  dieselbe 
),    dieselbe  Bichtui^linie    and    dasselbe  Yerhältniss 

t  DOii  Dtimittelbftr  folgende  g&tee  (deren  Beweüe  sich  tod  seibat 

^bleitnng  einer  Geraden  ist  eine  Gerade,  welche  mit  der  eistcD 

nein  bat. 

Lbleitnng  einer  Ebene   ist  eine  Ebene,  welche  doich  die  Spat 

M. 

&.bleitangen  zweier  Geraden  werden  sieh  schneiden,  oder  parallel 

cht  in  einer  Ebene  liegen,  je  nachdem  das  eine  oder  das  andere 

Tflng  liehen  Geraden  stattfindet. 

ibleitnngen  zweier  Ebenen  sind  parallel  oder  nicht,  je  nachdem 

lieben  Ebenen  parallel  sind  oder  sich  schneiden. 

Terhaitnisa  zweier  Strecken,  welche  anf  einer  Geraden  oder  ancb 

D  Geraden  geDonmien  sind,  findet  sich  zwischen  den  abgeleiteten 

'erftndert  wieder.    (Hat  also  eine  Figur  einen  Mitt«lpnnit,  so  ist 

g  desselben  ein  Mittelpunkt  ftlr  die  Ableitung  der  Fignr.) 

in  im  Baume  zwei  ähnliche  Figuren  so,  dass  ihre  entsprechenden 

let  sind,  so  nnd  anch  die  Ableitangen  der  Fignren  unter  sicli 

Ableitung  einer  Cnrventangente  berührt  die  Ableitung  der  Curre 
tnng  des  nwprflnglichen  Bertthrnngspnnkta. 
.  eine  krumme  Fl&che  von  einer  Ebene  berührt,  so  berührt  die 
Sbene  die  abgeleitete  Fläche  in  der  Ableitung  des  BerQhrunga- 

:eichnet  m  den  Werth  des  Ableitungsrerhältnisses ,  so 
ass  (wenn  p  die  gemeinsame  Projection  des  Punktes  P  ■ 
Ableitung  ^  bedeutet)  ^p  =  m.Pp  ist,  so  kann  man 
Vorzeichen  der  Zahl  m  noch  ausdrücken,    ob  die  . 
imd  5p  auf  einerlei  Seite  der  Grundebene  liegen  oder  I 
em   man  im  letztem  PaUe  die  Zahl   als  negative  ■ 

=  —  1  und  die  Richtungslinie  senkrecht  auf  der  Gnmd- 
liegt  jedes  Gebilde  mit  seiner  Ableitung  symmetrisch 
Grundebene.  Ist  »»  =  —  1  bei  schiefer  RichtungsUnie, 
nan  (unter  Erweiterung  des  Begriffs  der  Symmetrie) 


1 


B  liegen  gegen  die  Grundebene  ,8yin- 
Qgsliflie".* 

±  m  immer  kleiner  werden,  so  nahem 
eiteten  Gebildes  von  der  einen  oder  an- 
der Grundebene  und  würden  für  »n  =  0 
Man  könnte  also  die  Frojection  eines 
Ableitungen  des  Gebildes  (als  Grenzfall) 

Eegelfläohen. 

■ixe  ist  (Nr.  265)  der  geometrische  Ort 
irch  einen  gegebenen  Funkt  geht  und 
Bidet  (die,  wenn  sie  eben  ist,  in  ihrer 

gegebenen  Punkt  enthalten  darf).  Der 
ttelpunkt  oder  die  Spitze  der  Zegel- 
B  die  Leitende,  die  veränderliche  Ge- 

und  jede  ihrer   einzelnen  L^en   eine 

elfläche  besteht  aus  zwei  Mänteln,  welche 
Lngen. 

lie  Grenze  fOr  eine  pyramidal  gebrochene 
iraehsender  Anzahl  immer  kleinere  Ean- 
Qun  parallele  Schnitte  einer  pyramidal 
;he  Polygone  sind,  so  müssen  auch  die 
irallele  Schnitte  einer  Eegelfiäche  zum 
[che  Gurren  sein  (vgl,  Nr.  198). 
raUat&ndigen  Kegelflftche  sind  im  AUgenieineD 
aicb  wie  die  OberflAcheii  eines  Vietkants  und 

gegeben  durch  die  Ppojectionen  ihrer 

Q. 

be  EegelQäcbe  gibt  es  unendlich  viele 
ie,  welche  alle  Mantellinieu  schneidet, 
leo  werden  kann. 

i  zoerst  (S.  107,')  mit  Bezug  auf  ebene  6e- 
— ..vu  |^uijguu.^j  Dinauiiv  nordeu  Und  hat  sich  ajAter  an  ebenen  CuiTen 
«eigt.  So  li^en  z.  B.  aa  einer  von  einem  Duicbmesser  getheilten  Ellipse 
"üi  Hälften  gegen  diesen  Dnrchmesser  symmetrisch  nach  der  Richtung  des 
iqugirten  Darahiaessers. 
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beliebige  Mantellinie  einer  Kegel- 
<renn  deren  Spitze  (/»,»«')  und  Lei- 
sn  sind. 

reh  m  eine  beliebige  Gerade,  welche  die 
itimme  die  zu  &,c  gehörigen  V-Projec- 
'b',m'c',  so  sind  (mb,m'b'),  {mc,m'c') 

ta  Gestalt)  Ton  der  mbc  nicht  in  zwei,  sondern 
'Qide  die  durch  meb  gefShite  projiciiende  Ebene 
linien  gemein  babeu. 

h  in  der  einen  oder  der  andern  GE  ans 
jerade  ziehen,  welche  die  Projection  der 
{falls  diese  Projection  in  Grenzpunkte 
Dkten  streifen,  so  bilden  solche  Gerade 
e.  Es  kann  ümrisslinien  in  absolutem 
;eben.  Ein  ümriss  kann  auch  ein  ein- 
.  271,  Zus.) 

1  ffli  die  Cjlindetfläche  in  Betreff  des  Sichttar- 
ist.  gilt  anch  hier.  Doch  ist  hiezu  noch  zu  be- 
e,  welche  nnterbalb  der  Spitze  M  onsichtbar 
bai  wird,  niid  orogekehrt.  Nur  die  absoluten 
Länge  nach  voll  aoszDzielien. 

ir  einen  Projection  (a  oder  a')  eines 

legelfläche  liegenden  Punktes  die 

finden. 

wie  in  Nr.  272. 

puren  einer  gegebenen  Eegelfläche 


1  Spur  einer  Kegelfläche  ist  die  Central- 
a  auf  die  Grundebene,  wenn  die  Spitze  M 
lt. 

ratende  durch  einen  beliebigen  Punkt  P 
und  durch  diese  und  M  eine  Ebene,  so 
i  die  Centralprojection  der  Tangente  und 
Centralprojection  der  Leitenden)  in  der 
'  (nämlich  in  der  Centralprojection  von  P) 
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i  wird  ganz  ähnlich  bewi 

l-Projectionen  bewiesen  wu 
Ausdrücke  „geschlossene" 
ingeren  Sinne  gebraucht  (\ 
Igelfläche  eine  nicht^eschlos 
«itende  eine  geschlossene  ( 
lie  Spitze  M  der  Kegelfläc 
ae.  Fällt  ein  Punkt  U  i 
e  durch  ihn  gehende  Mani 
nd  hat  keine  wirbliche  Sj 
'  Nähe  der  MU  liegende! 
von  m  fällt,  und  zwar  in 
ie  an  Jf  CT  kommt,  so  sag 
jndlicher  E^itfernung. 
i  kann  sieh  der  MU  von 
rn;  daher  wird  die  Spur 
arüaufende  Zweige  haben. 
jne  E  die  Leitende  in  zwei 
r  beiden  Mantellinien  MJJi 
1  Ui  und  Uz)  in  unendl 
T  Leitenden,  welcher,  oberh 
?ntralprojection  ein  Curvenf 
n  Bogen  unterhalb  E  ein  t 
idKche  Zweige  hat.  Die  Ci 
welche  an  die  Leitende  durc 
erühren  (nach  Zus.  I.)  die 
endlichen  Entfernungen  (nä 
)rojectionen  von  Ui  und  U, 
r.  202),  der  beiden  Aföte 

3e  überzeugt  man  sich,  dass 
inde  von  der  Ebene  E  in 
<va  der  Kegelfläche  n  unen 
ät  n=  1  (d.  h.  geht  man 
ück),  imd  der  in  die  E! 
lossenen)  Leitenden  ist  ki 
der  letztem,  so  wird  die  ( 


iz  in  die  Ebene  E  falleß  und 
kh;  in  diesem  Falle  gibt  es  d 
)ige  der  Kegelspur  keine  Asym] 
Terhalt,  wenn  U  ein  Doppelpunkt  o 
erkannt  werden. 

Spur  einer  EegeMäche  kann  ein 
lieh  die  Leitende  nicht  geschlos 
il  Tor,  wo  die  K^elfläche  eine 

eine  nichtgeschbssene  Spnr  hi.., 

iem  mit  einem  andern,  dessen  eine  Grundebene  durcii 
geht,  und  betrachte  die  Curve,  welche  vorhin  als 
,  als  neue  Leitende;  dadurch  ist  die  erste  Leitende 
vrorden,  und  man  hat  eine  Segelfläche  mit  nichtge- 
eitenden  aber  geschlossener  Spur  vor  sich. 
ist  zu  ersehen,  dass  eine  Kegelääche  auch  in  solchen 
h  selbst  zurttckkehren  kann,  wo  die  Leitende  eine 
ene  Curve  ist. 

aber  der  Begriff  einer  „geschlossenen  Curve"  im 
me  gefasst  (Nr.  192,  f),  so  hat  man  einf^xrh  den 
ie  Spur  einer  Kegelfläche  (und  mithin  die  Fl&che 
ßhliesst  oder  nicht,  je  nachdem  das  Eine  oder  das 
tx  Leitenden  der  Fall  ist. 

Kegel  zweiter  Ordnnng. 

ine  Kegelfläche  heisst  .von  der  zweiten  Ordnung', 
Leitenden  eine  Linie  zweiter  Ordnung  hat. 
ne  einer  solchen  Leitenden  L  gelte  als  Grundebene; 
£8  des  Kegels,  ©  die  Spitze  eines  aufrechten  Kegels, 
lUs  die  L  zur  Leitenden  hat  (vgl.  S.  220 ,  vor  Zus&ti). 
m  die  Gerade  S©  als  Kiehtungsünie  für  Parallel- 
und  ©  als  die  Ableitung  (Nr.  275)  von  S,  so  ist 
X  die  Ableitung  des  K^els  SL  (indem  aus  jeder 
[es  letztern  sich  diejenige  Mantellinie  des  ersteren 
che  mit  jener  durch  denselben  Punkt  der  L  geht). 
linkten,  in  denen  eine  beliebig  gegebene  Ebene  £ 
ien  der  K^elfläche  SL  schneidet,  entsprechen  auf 
be  ©L  abgeleitete  Funkte  welche  in  einer  Ebene  S 
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Nr.  281. 


liegen  (Nr.  275,  2).  Der  aufrechte  Kegel  aber  wird  von  der  Ebene® 
nach  einer  Linie  zweiter  Ordnung  geschnitten  (S.  219,  220);  also 
muss  auch  der  Schnitt  der  Ebene  E  und  der  Kegelfläche  SL  eine 
Linie  zweiter  Ordnung  sein  (Nr.  249). 

Um  sich  zu  fiberzengen,  dass  jede  der  drei  Linien  zweiter  Ordnung  als 
ein  ebener  Schnitt  des  Kegels  S  auftreten  kann,  darf  man  nur  umgekehrt 
diesen  als  Ableitung  des  Kegels  @  ansehen ;  denn  am  aufrechten  Eegel  ist  diese 
Möglichkeit  jedenfalls  vorhanden,  und  die  entsprechenden  Schnitte  beider 
Kegel  sind  stets  von  gleicher  Art.  (Mithin  kann  jede  Eegelfläche  zweiter 
Ordnung  mit  Hülfe  einer  elliptischen  Leitenden  erzeugt  werden.) 

Mit  Obigem  ist  zugleich  nachgewiesen,  dass  jedeCentral- 
projection  einer  Linie  zweiterOrdnung  wieder  eine  solche 
Linie  ist,  wenn  auch  nicht  nothwendig  von  der  gleichen  Art. 

281.  Jede  durch  die  Spitze  (den  Mittelpunkt)  der  Kegel- 
fläche gelegte  Ebene,  welche  also  mit  der  Fläche  entweder  keinen 
weitern  Punkt  oder  zwei  Mantellinien  gemein  hat,  heisst  eine 
Diametral-Ebene;  jede  durch  die  Spitze  gelegte  Gerade,  welche 
nicht  auf  die  Kegelfläche  selbst  fällt,  ein  Durchmesser. 

Wird  die  Grundebene  parallel  zu  einer  willkürlich  gewählten 
Diametralebene  jETi  angenommen,  so  ist  die  Spur  der  Kegelfläche 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  hat  also  jedenfalls  einen  Mittelpunkt  0. 
Der  durch  diesen  Mittelpunkt  gehende  Durchmesser  Di  enthält 
zugleich  die  Mittelpunkte  aller  andern  mit  Hi  parallelen 
Schnitte  der  Kegelfläche,  wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man 
um  ihn  eine  Ebene  sich  drehen  lässt  und  die  in  dieser  Ebene 
entstehenden  Schnittfiguren  betrachtet;  die  nämliche  Betrachtung 
zeigt  aber  auch  noch,  dass  alle  mit  Di  parallelen  Sehnen 
der  Kegelfläche  von  der  Hi  halbirt  werden.    Die  Diametral- 
ebene Hl  und  der  Durchmesser  Di  heissen  einander  zugeordnet 
(conjugirt).  —  Wäre  zuerst  der  Durchmesser  Di  willkürlich  ge- 
wählt, durch  die  Halbirungspunkte  zweier  ihm  parallelen  Sehnen 
ies  Kegels  eine  Diametralebene  Hi  gelegt  und  parallel  zu  dieser 
rieder  eine  Grundebene  angenommen  worden,  so  müsste  —  wie 
ich  leicht  indirect  aus  dem  Vorigen  beweisen  lässt  —  die  Spur 
1er  Dl  in  den  Mittelpunkt  der  Kegelspur  treffen. 

Wählt  man  zwei  neue  Diametralebenen  H^^Hs  so,  dass  sie 
irch  Dl  gehen  und   ihre  Spuren  conjugirte   Durchmesser  der 
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Hj  TOD  der  H^  nach  einem  Durch- 
,  von  der  Hi  nach  einem  Kegeldurch- 
d,  so  sieht  man  augenblicidich,  dass 
ebnen  der  Eegelfläche  durch  die  H^ 
Z>3  parallelen  Sehnen  durch  die  H^. 
,  dass  Da  die  Mittelpmikte  der  mit  H2 
\  die  Mittelpunkte  der  mit  H^  pa- 
muss. 

lieh  viele  Gruppen  von  je  drei  Diame- 
nheit  bilden,  dass  immer  die  eine  dem 

nach  welchem  sich  die  beiden  andern 

;n  2>i,  J>2,  2^3  fällt  immer  einer  in's  Innere 
ir  einer.  Von  den  iJrei  Ebenen  Hj,  Sj,  ffj 
el  nach  Mantellinien,  die  dritte  hat  blos  die 


r  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  gibt  es 
on  solcher  Stellung,  dass  er  den  Winkel 
en,  mit  denen  er  in  einerlei  Ebene  liegt, 

de  Art  erweisen.  Man  wähle  die  Grondebene 
len  Eegelääche  eine  Ellipse  wird,  lege  durch 
!r  Ellipse  Tangenten  an  diese  nnd  dnrch  je 
pitze  8  eine  Ebene;  beide  Ebenen  schneiden 
es  Kegels  fallenden)  Geraden  I).  Wird  die 
lage  D^j  gedreht,  ao  achneidet  jede  Zwischen- 
itellinien;  in  einer  solchen  Zwischenlage  und 

ein  E^eldurchmesser  so  gezogen,  dass  er  den 
illinien  halhirt.  Der  geometrische  Ort  dieser 
V,  welche  die  Mantellinien  SP.SÖ  verbindet 
I  zwei  Abtheilungen  scheidet.  Sind  nun  P",  §' 
)se,  welche  auf  verschiedenen  Seiteo  der 
.  Beziehnng  auf  diese  Funkte  das  ganze  Ter- 

(während  der  Drehung  einer  Ebene  um  die 
»')  eine  zweite  Fl&che  F",  welche  die  F  noth- 
imesser  A  schneiden  muss;  von  diesem  weiss 
n  zwei  Diametraleheoen  AB  und  AB'  die 
tt.    Senkrecht  zu  A  werde  eine  neue  Grund- 

balbirt  die  Spur  0  der  A  die  beiden  Sehnen 

Ebenen  AB  und  AB'  liegen;  folglich  ist  0 
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ii«gebpar  E'  (nnd  diese  ist  wiedi 
;elflache  liegt,  tdqss  auch  0  an 
Hierans  aber  folgt  st^leich,  dasi 
Ibene  den  Winkel  dar  betreffend! 
)  dei  EegeIMche  noi  einen  Di 
nn  die  Annahme  eines  zireiten 
in  der  Ebene  A'^  zwei  verschied) 
iskels  möglich  wftieo.  (Hithin 
¥,F-  immer  in  der  nämlichen 
geirählt  sein  mochten.) 
A  beisst  Axe  der  Eegelääc 
lebene  ist  ihm  zugeordnet, 
ipse  E,  deren  Ebene  senkn 
iametralebenen,  so  hat  man 
fein  ander  senkrechten  Diai 
Jymmetralebene  für  die 
1  den  beiden  andern  nach  1 
i  auf  A)  geschnitten,  welc 
ssen.  Wo  der  Name  Axe 
Der  die  innere  gemeint.  — 

zweier  mit  der  Aie  in   eil 
llen  in  Symmetralebenen; 
;te  der  Fläche. 
ergibt  sich,  dasa,  wenn 

eine  Ellipse  annimmt  nnd 
3ction  der  Kegelspitze  gelter 
}3enaien  a,  ß  und  an  der  Q 
chen  zweiter  Ordnung  erb 
)t  möglich  sind.     Durch  p 

ändern  sieh  an  einer  diese 
;;  daher  ist  durch  zwei  so 
estimmt.  (Für  a  =  ß  gehi 
rch  die  K^laie  gehen  da 
on  denen  je  zwei  rechtwinkel 
B  gelegten  Symmetralebene 

) 

loften  conjngirter  Darchmesser  k 
iemals  gegenseitig  halbiien,  wen 


1 


ht  man  jetzt,  dass  die  beiden  Mäntel  einer  Kegel- 
Ordnung  congruent  sind.  (Vgl.  Nr,  276.) 

e  Leitende  einer  Kegelfläche  sei  ein  Kreis,  dessen 
'  Linie  zwischen  seinem  Mittelpunkt  und  der  Kegel- 
senkrecht steht.  Eine  durch  diese  Linie  senkrecht 
le  geführte  Ehene  ist  eine  Symmetralehene  für 
e;  sie  schneide  die  Peripherie  des  Kreises  in  den 
';  dann  ist  die  Halhiningslinie  des  Winkels  PSF 
Kegelfläche.  Die  durch  die  Axe  gelegte  zweite 
le  treffe  den  Kreis  ia  Q,Q-  (so  dass  QSQ-,  PSF' 
luptschnitte  sind.)  Dreht  man  jetzt  den  Kegel  um 
lie  Mantellinien  des  einen  Kauptschnitts  ihre  Lagen 
riauseht  haben,  so  vollzieht  sich  zugleich  ein  Äus- 
n  den  Mantellinien  des  andern  Hauptschnitts,  sowie 
Punkten  Q,  Q";  die  neue  LE^e  des  Kegels  selbst  fallt 
völlig  zusammen,  der  Kreis  auf  ihm  hat  aber  eine 
men,  welche  mit  der  ursprüngUchen  die  Punkte  Q,  Q' 
während  den  ursprünglichen  Punkten  P  und  P'  zwei 
i  (auf  SP'}  und  5p'  (auf  SP)  entsprechen.  Fo^- 
ir  schiefe  Kreiskegel  nicht  blos  von  den  mit  seiner 
en  Ebenen  nach  Kreisen  geschnitten,  sondern  noch 
weiten  System  unter  sich  paralleler  Ebenen. 
■  Kreis  aus  dem  ersten  System  und  ein  beliebiger 
eiten  Systems  liegen  immer  auf  einer  Kugel- 
m  Mittelpunkt  der  Ebene  PSP'  angehört.  (Beim 
eiskegel  fallen  beide  Systeme  zusammen.) 
1  zwei  auf  dem  Kegel  liegende  Kreise  sich  in  Qa, 
ch  ihre  Tangenten  in  ^o  bestimmte  Ebene  eine  Be- 
(Nr.  267)  sowohl  fOr  den  Kegel  als  iiir  die  durch 
legte  Kugel;  und  da  die  Mantellinie  SQo   zu  den 

'ei  in  verschiedenen  Ebenen  liegende  Kreise  geht  stets  dne 
na  sie  eine  Sehne  oder  Tangente  geraein  haben;  aasserdem 
ihte  Ebenen  sich  ganz  aneserhalb  beider  umfange  schneiden 
lel  sind),  wählend  zngleicb  die  durch  den  einen  Mittelpankt 
liden  Kieiaebenen  geführte  Ebene  auch  durch  den  zweiten 
t  und  die  Peripherien  so  schneidet,  dass  sich  durch  die  'ner 
n  Ereis  l^en  lässt. 
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s  in  Qo  zählt  (Nr.  266),  so  i8t  sie  auch  Tan- 
Anwendung  auf  die  Punkte  Q,  Q'  lelirt  diess, 
tschnitt  {PSP'),  auf  dessen  Ebene  sämmt- 
eokrecht  sind,  der  kleinere  ist;  denn  von 
littsebeoen  fallenden  OrCsstkreisen  der  Kugel 
*  SP'  geschnitten,  der  andere  von  jSQ,  S^' 

jetzt  an  einer  beliebigen  Kegelfläche  zweiter 
i  Hanptschnitt  wieder  mit  QSQ',  den  kleinern 

1  in  der  Ebene  des  erstem  ein  Kreis  so  be- 
B  Mantellinien  SQ,SQ'  in  QjQ"  berührt,  so 
ehung  dieses  Kreises  um  die  Eegelaxe  eine 
Kugelfläche  erzengen,  welche  von  SP  in  P  und  5p',  yon  S^  in  ^ 
und  P'  geschnitten  wird.  Zwei  Ebenen,  durch  PP'  und  ?ß5p' 
senkrecht  zu  PSP'  gelegt,  schneiden  die  Kugel  nach  Kreisen, 
welche  (wie  ihre  Durchmesser  PP;  ^sp')  symmetrisch  zu  einander 
egen  die  Ebene  QSQ'  liegen  und  in  dieser  Ebene  eine  gemein- 
chaftliche  Sehne  OCi'  haben.  Ein  Kegel,  der  den  Kreis  Aber  PP' 
or  Leitenden  und  S  zur  Spitze  hat,  tbeilt  mit  der  gegebenen 
[egelfläche  den  Hauptschnitt  PSP'  imd  die  Ebene  des  zweiten 
lauptschnitts;  auch  muss  er  (nach  dem  Vorigen)  durch  den  Kreis 
iber  9ß5ß'  gehen,  und  die  ihm  zugehörigen  Mantellinien  SO,  SO' 
leröhren  die  Kugel.  Da  aber  innerhalb  der  Ebene  QSQ'  von  S 
ta  keine  anderen  Tangenten  an  die  Kugel  gezogen  werden  können 
h  die  schon  vorhandenen  SQ,SQ',  so  haben  die  beiden  Kegel 
.Dch  den  zweiten  Hauptschnitt  gemein,  sind  mithin  völlig  iden- 
iäch.  Polglich  ist  jede  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  ein 
[reiskegel.  Zwei  nicht  parallele  Kreissetmitte  heissen  „anti- 
(arallel". 

t  Zwei  in  einer  Ebene  h  gezogene  Gerade  SP,  SI"  können  immei  als 

[lnn«ier  Hanptschnitt  eines  Ereiskegela  gelten,  eine  zwischen  ihnen  entbal- 

ae  Strecke  PP'  als  Durchmesser  (nnd  Orthogonalprojection  auf  h)   des 

jtkreises  K;  Li^e  nnd  QrOsse  des  Durchmessers  fBr  einen  uitipttrallelen 

reisMhnitt  erhält  man  als  eine  yom  Hanptschnitt  begrenzte  Strecke  $^-, 

eich«  mit  SP'  den  Winkel  P  bildet    Man  kann  aber  auch  PP"  nnd  ¥*' 

h  unmittelhar  (tot  SP  und  SP')  zeichnen  ab  Sehnen  eines  beliebigen 

eises,  und  dann  stellen  sowohl  die  Linienpaare  P5(J',  i*  $  als  auch  P%  P-  ^• 

lie Hanptschnittslinien  eines  Kegels  vor,  anf  welchem  die  zn  PP'  nnd  p^' 

Cirigen  Kreise  liegen. 

"agier,  descMpt.  a«ometrle.    4.  AnfL  lg 
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iptsatz  der  vorigen  Nun 
bene  Linie  zweiter  Ordnung  läsat  sich 
ctioQ  eines  Kreises  ansehen,  wobei  das 
um  beliebig  im  Baume  angenommen 
'ie  aus  Eigenschaften  des  Kreises  durch  paral- 
ischaften  der  Ellipse  gewonnen  werden,  so  durch 

Eigenschaften  der  Kegelschnitte  überhaupt, 
!  kennt,  welche  bei  der  letzteren  Art  des  Pro- 
Ib  und  Nr.  28  enthalt«nen  Sätzen  entsprechen, 
oneo  gelten  jene  frtlhern  Sätze  unverändert  nur  daam, 
len  Geraden  parallel  zqt  Grnodebene  Ueg«n.  Im 
ihre  Stelle  folgende  Satze  von  weitsrer  Bedeutung, 
rojectionen  beliebig  vieler  Parallelen  schnei- 
'onkt;  denn  die  projicirenden  Ebenen  der  parallelen 

aämmtlich  nach  dei  Linie,  welche  durch  das  ProjeC' 
o  den  Geraden  geht.  Diese  Linie  heisst  der  Flncbt- 
id  ihre  Spnr  (in  welcher  die  Projectianen  der  Geisden 
nchtpnnkt. 

parallele  Gerade  als  solche,  welche  sich  iu  einem  DD' 
[te  schneiden  [Nr.  54],  so  ist  in  obigem  Satze  anch 
Riffen,  wo  die  Projectionen  parallel  werden,  indem 
in  unendliche  Entfemnog  tsüt.  Ist  aber  ein  Flnchf- 
len,  so  gilt  er  als  die  Projeetion  des  nnendlich  fernen 
die  im  Baume  gegebenen  Geraden  sielen.) 
nehrere  Gerade,  ohne  parallel  in  sein,  in  einer  Ebene 

Ebene,  nnd  tritt  zn  jeder  Geraden  eine  Gmppe  ihi 
^ea  die  Flnchtpnakte  fär  sämmtlicbe  Gruppen  avf 
fi  Pluchfstrahlen  liegen  in  einer  Ebene.  Kürzer  am- 
neue  Satz : 

Ebene  gedachten  nnendlich  fernen  Punkte 
ine  Gerade.    (Diese  Gerade  ist  [Nr.  54]  die  Projec- 
ne  bestimmten  unendlich  fernen  Geraden.) 
iner  Geraden  (in  beliebiger  Anfeinandeifolge)  vier 
i  bleibt  der  Werth 
?.^_e         oder        ^^1^« 
man  an  die  Stelle  der  Punkte  ihre  Gentral- 


cüon  irgend  einer  Strecke  PQ  ist  nicht  immer  d: 
oen  p,q  der  Endpnnkte  P,Q  enthaltene  Strecke 
inn  eine  durch  das  Projectionscentnmi  parallel  ; 
bene  die  Strecke  PQ  in  einem  Punkte  U  schnei^ 


es  Beweiees  kann  man  (da  dmch  paiallelea  Ter- 

die  Verhältnisse  zwischen  den  Streck 

Pnnkte  A,  P,  B,  Q  b^renit  sind,  sich  ni 

lene  mit  einer  andern  vertansclien,  wel 

n  ihr  dnrch  A  geht.    Frojiciien  sich  anf  dieser  neuen  Qmi 

Punkte  B,F,<i  ans  dem  Centrnm  8  nach  h,p,q,  so  hat  man  ( 

Seiten  des  Dreiecks  ABh  einmal  von  SF,  das  anderemal  von  SQ 

««rden): 

BF.Ap.hS  =  hp.AP.BS 
BQ.Aq.i%  =  bq.AQ.BS 
BP.Ap       bp.AP 
^  ^  BQ.Az~bq.AQ 

Ap  Aq  _AF  Aq 
bp  '  bq  ~  BP'SQ' 
t  Ist  AP:BP=AQ:BQ,  d.h.  Uegen  die  PnnkteP.Q  hi 
mt  den  Punkten  A,B,  so  gilt  das  Nämliche  von  den  Frojf 
Punkte.  Je  weiter  dabei  die  Projection  q  von  A  und  b  entfern 
so  näher  kommt  das  Verhältnis^  Aq:bq  (und  also  anch  das 
Tethältnias  Ap:bp)  dem  Werthe  1;  projicirt  sich. der  Pi 
anendliche  Entfernung,  so  fällt  die  Projection  von 
Uitte  zwischen  den  Projectionen  von  A  nnd  B.  Um| 
(wie  sich  anch  ditect  leicht  beweisen  lässt)  der  Satz:  Proj 
central  die  Endpunkte  einer  Strecke,  ihren  Mittel^ 
den  unendlich  fernen  Fnnkt  ihrer  Bichtnng,  so  liege 
jectionen  der  beiden  ersten  Punkte  harmonisch  mit 
beiden  andern.' 

«0  projicirt  sich  U  in  nnendliche  Entfenmng;  die  Projection  dei 
Strecke  PQ  ist  die  durch  p  und  q  gehende  nnendliche  Gerade, 
DU  die  eigentliche  Strecke  p  q  ausgespart  ist;  diese  Strecke  p  q 
die  Projection  der  unendlichen  Geraden  PQ  mit  Äosnahme 
liehen  Strecke  PQ.  (Man  erkennt  dieea,  indem  man  eine  Ger 
Frojectionscentrum  sich  so  drehen  läset,  dass  sie  nach  und  nacb 
sinhl  fOi  alle  Punkte  der  durch  P  und  Q  bestimmten  Gerader 
Es  gilt  aber  der  obige  Sats  (und  sein  Beweis)  auch  in  sot 
«D  einer  endlichen  Strecke  eine  nnendliche  Picijection  sukonui 
Satz  spricht  nicht  ron  den  Projectionen  der  Strecken  selbst,  soni 
den  Projectionen  der  Punkte,  und  bei  den  Massrergleichnngen  ki 
"u  die  kflrzesten  Wege  zwischen  den  Punkten  gemeint  sein.    { 

lach  fOr  künftige  Sätze  bemerkt,  bei  denen  sich's  um  die  Pi 

ittecken  handelt.) 

*  Die  Strahlen,  welche  ans  einem  beliebigen  Punkte  nach  t 

unnonisch  hegenden  Funkten  gehen,  heissen  selbst  barmonis« 

wh  Obigem  werden  sie  von  jeder  in  ihrer  Ebene  gezogenen  ( 
«monischen  Punkten  geschnitten. 
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des  Kreises,  welche  mau  durch  CentralprojectiOD 
;elschnitte  übertragen  will,  können  häufig  selbst 
nfacheren  Kreiseigenscbaften  ebenso  hergeleitet 
.  man  sich  zu  überzeugen,  dass,  wenn  ein  Kreis 
n  antiparallelea  ist,  jeder  Punkt  innerhalb  des 
»n  für  den  Mittelpunkt  des  zweiten,  jeder 
es  ersten  als  Projection  eines  in  der  Ebene  des 
unendlich  fernen  Punkts  erscheinen  kann, 
che  den  kleineren  Haupteclmitt  eines  zum  Leitkreia  K 
^hmen  soll  (and  also  senkrecbt  zu  Ebene  K  zo  denken 
ia  K  nach  dem  Dorchmesser  PP-,  (Vgl.  Hr.  283,  f.) 
elben  seien  zwei  gegen  P  und  P'  hannonisch  liegende 
T)  und  oq  (ansserhalb  K)  angenommen.  Zeichnet  man 
id  P'  gellenden  (sonst  beliebigen)  Kreis  und  legt  in 
I'  so,  daas  sie  in  a  halbirt  ist,  so  projicirt  sich  ans 
n  den  Punkten  P,P',  %%'  bestimmtfin  Kegels  der 
$'  gehörigen  nnd  jedes  mit  $!P'  parallelen  Eefel- 
r  unendlich  ferne  Pnnkt  der  $$'  (oder  einer  ihr  Pa- 
7B,  •).  Pflr  Ättfauchiing  eines  der  Kreise  K'  kommt, 
Q  nicht  in  Betracht;  ist  aber  Oq  gegeben,  so  hat  man 
mtsprecbende  Lage  Ton  a  zn  bestimmen. 

Beispiele   mögen    die  Verallgemeinenmg  von 
ieigen. 

1  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  eine 
1  willkürlich  angenommenen  Funkt  f, 
r  Lage  der  Geraden  der  Funkt  bestimmt, 
.rmonisch  gegen  die  Schnittpunkte  der 
s  Kegelschnitts  liegt,  so  ist  der  geo- 
eses  Punkts  eine  Gerade;  sie  heisst  die  . 
P,  und  P  ihr  Fol.  —  Liegt  P  innerhalb 
8,  SO  fällt  die  Polare  ganz  ausserhalb 
P  ausserhalb  der  Curve,  so  wird  diese 
beschnitten  und  die  Schnittpunkte  sind 
inkte  der  von  Pausgehenden  Tangenten, 
fär  alle  Kegelschnitte  gelten,  sobald  sie  für  den  Kreis 
en  folgen  sie  aber  nnmittelbar  ans  Nr.  284,  wenn 
Projection  eines  antiparallelen  Kreises  K',  einen  inoer- 
menen  Pnnkt  als  Projection  des  Mittelpunkts  Yon  S\ 
[enden  Pnnkt  als  Projection  eines  in  der  Ebene  K' 
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Punkts  anBieht.    Ans  BetracLtungen  sm  Kreise  K' 
Siessen  dann  sogleich  noch  folgende  S&tze. 

2)  Werden  durch  zwei  Punkte  eines  Kegelschnitts, 
welche  mit  einem  als  Fol  angenommenen  Funkte  in  ge- 
rader Linie  liegen,  Tangenten  an  die  Curve  gezogen, 
«0  schneiden  sich  diese  auf  der  Folaren  von  P. 

3)  Zieht  man  durch  den  Pol  P  beliebig  zwei  Gerade, 
and  zwischen  den  Funkten,  wo  sie  dem  Kegelschnitt  be- 
gegnen, die  vier  noch  übrigen  Verbindungslinien,  so 
schneiden  aich  diese  paarweise  auf  der  Polare  von  P. 

Nach  dem  letzten  Satze  Icaim  man  mittele  des  Line&lB  allein  nicht 
nu  zn  einem  als  Pol  gegebenen  Punkt«  die  PoUre  leicht  conatruiren,  son- 
dern anch,  wenn  der  Punkt  ansserhalb  der  Carte  liegt,  die  Berübrangspankte 
der  von  üuc  ausgehenden  Tangenten  bestimmen. 

Dem  Satae  2  znfolge  wird  die  Polare  eines  anf  dem  Kegelschnitt 
Gqiffliden  Pols  durch  die  Tangente  im  Pol  certreten. 

In  jedem  der  Satze  2  und  3  liegt  mittelbar  der  Satz: 

4)  Ist  in  Beziehung  auf  einen  Kegelschnitt  die  Ge- 
rade L  die  Folare  des  Funkte  P,  so  geht  die  Folare 
jedes  auf  L  genommenen  Funkts  durch  P,  und  der  Pol 
fQr  jede  durch  P  gehende  Gerade  liegt  auf  L.  (Sind  also 
drei  als  Pole  genommene  Punkte  in  gerader  Linie,  so  schneiden 
äch  ihre  Folaren  in  einem  Punkt;  und  umgekehrt.) 

Li^en  zwei  Gerade  gegen  einen  Kegelschnitt  so,  daas  jede  durch  den 
Pol  der  andern  geht,  so  heissen  sie  conjugirte  Linien.  Projiciren  sich  die 
beiden  Pole  in  nnendliche  Entfernung,  so  wird  das  Linienpaar  zu  einem 
Paare  conjngirter  Durchmesser;  sonach  erscheinen  die  S&tie  über  conjn- 
^rte  Durchmesser  als  besondere  Fälle  der  FoIorit&tBsStze. 

Anmerk.  Als  ein  , Kegelschnitt*  (erzeugt  mittels  einer  durch  die 
Eegelapit^e  gelegten  Ehene]  kennte  anch  ein  Paar  sich  sehneidendei  Geraden 
bezeichnet  werden,  selbst  ein  Paar  paralleler  Geraden  (sofern  die  Kegelspitze 
in  unendlicher  Entfernung  gedacht  wird);  in  gewissen  Fällen  findet  auch  wirk- 
lich far  eine  Linie  zweiter  Ordnnng  eine  Stellvertretung  durch  ein  Paar 
Qeroder  statt.  Man  therzengt  eich  leicht,  dass  die  Sätze  I — 4  noch  gelten, 
'enn  der  Name  K^elschnitt  in  diesem  ungewöhnlichen  Sinne  genommen 
ird  (wobei  die  Tangenten  mit  dem  Kegelschnitt  selbst  zosammen&llen). 

286.    Unter  .Sechseck"    sei  im  Tolgenden  jede  geradlinige 

^gur  verstanden,  welche  entsteht,  wenn  man  sechs  Funkte  einer 

'bene  in  einer  beliebig  bestimmten  Ordnui^  verbindet  (so  dass 

■■  Verbindungslinien  sich  auch  kreuzen  kiünnen).    Je  die  erst« 


"'^ 


e  zweite  und  fönfte,  die  dritte  und  seefaste  Seit« 
eiten*  heissen;  in  ähnlichem  Sinne  ist  der  Auadmck 
zn  verstehen, 

^cb  ein  Sechseck,  in  welchem  je  zwei  Q^^enaeiten  panllel 
en  von  beliebig^er  Gestaltung).  Avs  den  DlliDlicheD  seoh» 
le  ein  neoes  Sechseck  dadnich  gebildet ,  dua  nun  in  <l«r 
Backen  zwei  benachbiirte  miteinander  vertanscht,  indem  man 
glichen  Sechsecks  ABCDEF  z.B.  das  Sechseck  ÄÜBDEF 
liden  sich  an  diesem  neuen  Sechseck  die  Gegenseiten  ÄC,  DE 
leiten  BD,  FA  in  Q,  so  ist  PQ  parallel  dem  Gegen^ 
C,  EF,  welches  &ta  nene  Sechseck  mit  dem  alt«n  geseilt 
b  (wenn  0  den  Schnitt  von  A  C  und  BD  bezeichnet: 
A:OB  =  OP:OD,  weü  AB\\ED; 

'Q-.OA^ODiOC,  neilFAWCD; 

\Q:OB^01':OC. 

a  ProjectioD  der  ganzen  Fignr  schneiden  eich  die  Gegen- 
glichen Sechsecks  auf  einer  Geraden  (Nt.  284,  £),  die  Gegea- 
1  Sechsecks  anf  einer  andern  Geraden  (Nt.  284,  i).  Da  man 
Dch  so  piojiciren  kana,  dass  die  Protection  von  PQ  in  nn- 
ing  ßllt  (also  die  G^enseiteu  des  zweiten  Sechsecke  paar- 
iden),  80  mftssen  anch  die  Gegenseiten  eines  Sechsecks  neb 
n  schneiden ,  welches  sich  ergiht,  wenn  man  in  der  Ecken- 
T  irgend  einen  neuen  Tausch  zwischen  Nachbarpnnkten  vor- 
saccesaives  Vertaascben  besachbartcr  Ecken  kann  man  m 
en  Eeihenfolge  der  sechs  Funkte  ^,  £..  .f  gelangen ^ 
latz:  Ist  ein  Sechseck  ao  gestaltet,  dass  die  Schnitt- 
ei  Paar  Gegenseiten  auf  einer  Geraden  liegen,  so 
ieselbe  Eigenschaft  an  jedem  andern  Sechseck 
Dämlichen  Eckpunkten. 

b  man  in  einen  Kreis  K  ein  Sechseck  S  so,  dass 
der  vierten,  die  zweite  der  fünften  parallel  ist, 
,  wie  leicht  zu  zeigen,"'  die  sechste  der  dritten 
1.  Schneiden  sich  also  zwei  Paar  Gegenseiten  eines 
ä  K'  beschriebenen  Sechsecks  S'  ausserhalb  des 
lUBS  die  Verbindungslinie  G  beider  Schnittpunkte 
littpnukt  des  dritten  Gegenseitenpaares  enthalten; 
n  jede  der  Figuren  KS  und  K'S'  als  Projectit  i 
lalten  (indem  man  den  Mittelpunkt  von  £~  in  de  t 
jicirt  sich  denkt).  Hieraus  und  aas  dem  Yora  - 
t: 

twei  parallelen  Sehnen  eines  Kreises  Vßgea  gleiche  BOg 
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1  Kegelschnitt  ein  beliebig 

liegen    die  drei  Schnittp 

in  gerader  Linie. 

if  Punkte  eines  Kegelschnitts  gegeb 

deaselben  gefunden  werden  können 

I       dnich  das  Lineal  allein),  so  ist  durch  ffinf  Punkte  eise  Lir 

Ordnung  bestimmt. 

Der  obige  Satz  gilt  noch,  wenn  man  eine  Seite  des  Sechseck 
dend  klein  werden  ISs^t  nnd  ihre  Hicbtnng  durch  die  Tangente  i 
kann  also  fOr  einen  gegebenen  Punkt  eines  Kegelschnitts  die  T; 
stmiren,  wenn  ansser  ihm  nur  noch  vier  Ponkte  der  Peripherie  1; 
Beschreibt  man  um  eine  Linie  zweiter  Ordnung 
Sechseck  nnd  verbindet  der  Beihe  nach  die  Berührt 
aufeinanderfolgender  Seiten,  so  dass  daneben  ein  einbei 
Sechseck  entsteht,  so  ist  der  Schnittpunkt  zweier  Gegei 
letztem  der  Fol  für  die  Gerade  zwischen  zwei  Oegei 
unbeschriebenen  Sechsecks.  Ans  Nr.  285 , 4  (und  dt 
Satee)  fo^: 

2)  Die  drei  Verbindungslinien  zwischen  Ge 
eines  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  f 
achneiden  sich  in  einem  Punkt. 

Ana  fünf  Tangenten  eines  E^elschnitta  lassen  sieb  hiem 
Tiele  andere  Tangenten  desselben  finden.  —  Lftsat  man  zw«  aufeina 
Snten  des  umschriebenen  Sechsecks  in  eine  Qeiade  &llea,  so 
Berflbrangspnnkt  dieser  Geraden  den  sechsten  Eckpunkt  dea  auf 
tedncirten  Polygons;  der  obige  Satz  lehri;  dann  für  jede  der  fün 
den  Berflhmnggpnnkt  finden.  ~  Durch  fDnf  Tangenten  ist  ein 
bestimmt.* 

Änmerk.  Der  Satz  1  gilt  auch,  wenn  der  Kegelschnitt 
Qerade  vertreten  wird.  (Denn  sind  in  einem  Sechseck,  dessei 
nrei  Geraden  li^en,  zwei  Paar  Gegenseiten  parallel,  ao  ist  auc 
Pur  parallel.) 

Der  Satz  2  gut  noch,  wenn  die  Linie  zweiter  Ordnung  durch 
gedachte  Qerade  vertreten  wird ,  welche  zwischen  Grenzpnnkte: 

*  Durch  weitere  Beductionen  kann  man  als  Ersatz  foi  das  ei 
Jene  Sechseck  die  Seiten  eines  Vierecks  nnd  die  Tangenten  in  z 
Ecken,  oder  die  Seiten  eines  Dreiecks  nnd  die  Tangenten  in  seinei 
I  erhalten,  —  als  Ersatz  für  das  ambeschriebene  Sechseck  die 
'iereckg  und  die  Bertihruugspnnkte  zweier  Seiten  desselben,  ode 
inee  Dreiecks  und  die  BerOhinngspunkte  seiner  drei  Seiten.  Je 
ille  mtspricbt  ein  Satz. 


ler  die  eine  Aie  bis  in  Null  abgt 

Aos  nach  entgegengesetsten  Seite 
an  welcher  bei  unTsiinderter  leelli 

herabkommt) ,  nnd  wenn  man 
le  jene  Geraden  in  den  Oreniponl 
1  die  Seiten  eines  Sechseks 
schneiden  sieb  die  drei 
:n  einem  Pnnkt  Die  Bicbtigki 
Eelegenheit  {Nr.  232)  an  einem  S 

welchem  diei  Seiten  durch  einen 
h  fernen  Punkt  lanfen.* 

der  Sätze  in  Nr.  285  and  Nr 
ler  K^Mäche  zweiter  Ordnu 
laft  auszusprechen,  hat  mai 
le  zu  setzen,  statt  einer  Tai 
liner  anderen  Geraden  eine  D 
en  Durchmesser  der  Kegelfläf 
Kegelschnitt  li^,  eine  Mant 
,  B.  dem  ersten  Satze  dei  Nr.  28! 
[iebigen  Dnichmesser  einer  I 
lene,  und  wird  in  jeder  Lag 
t,  welche  mit  dem  Dnrchi 
n  die  Ebene  fallenden  Mant 
;rischeOrt  der  Geraden  eine 
iigeoidnete  Diametralebene.  Odi 
It:  Die  drei  Geraden,  nach  de 
eiten  an  einem  in  eine  Kegel 
len  Sechskant  schneiden,  lie 

ärade,  welche  sich  paarweise  in  den  Punkten  A,B,  C 

jo  li^en,  dass  sie  zugleich  emen  g^ebenen  Ee- 

len.    Wird  der  Kegelschnitt  von  der  AB 

er  BC  in  A',A",  von  der  CA  inj?' 

immer 

B"    BC'.BC"     CA'.  CA" 


.C"  '  BA\BA"-  CB-.CB" 


=  1. 


t«  Beweis  ist  unabhängig  von  den  besondem  Bei 

:  auf  Seite  216  die  das  Sechseck  bestimmend 


_     281     —  Nr. 

t  man   die  Geraden  A'B",  B'C",  C'A'\ 
ffelche  beziehui^sweiae  die  AB,  BC,  CA  in  den  Punkten  C«,  Af,,  Bo 
sehneiden,  so  hat  mau,  insofern  das  Dreieck  ABC  von  jeder  der 
drei  erstgenannten  Geraden  durchkreuzt  erscheint  (Nr.  232, 4): 
AB"  .CA'  .BCo  ^  ACo  .BA- .  CS- 
BC" .AB-.CA^,  =  BAa  .  CB'  .AC" 
CA" .  BC- .  ABo  =  CSo  .  AC .  BA" 
voraus  folgt 
AB- .  AB"    BO.BC"     CA' .  CA"  _ACo. BA^  .  CB^ 
AC'.AC-  '  BA'.BA"'  CB' .CB"  ~  AB^.CA^  .BC^ 
Da  aber  die  Strecken  A'B",  B'  C",  CA"  Seiten  eines  in  den 
Kegelschnitt  beschriebenen  Sechsecks  sind,  denen  die zvSAB^BC,  CA 
liegenden  Strecken  C'C",  A'A",  B'B"  als  Gegenseiten  entsprechen, 
so  fallen  die  drei  Funkte  Co,  A<  -^o  ^^  ^ine  Gerade  (Nr.  286,  1), 
und  insofern  man  das  Dreieck  ABC  auch  von  dieser  Geraden  ge- 
schnitten sieht,  ist  die  recht«  Seite  obiger  Gleichung  =  1. 

Dei  Satz  kum  auch,  unter  BenStzang  eines  an  sich  bemerkemwertheD 
Htd&atzea,  unmittelbar  ans  einer  der  bekanntesten  Eigenschaften  des  Kreises 
hergeleitet  werden.  Dieser  Hül&atz  lautet:  Sind  C,  Ä',  B'  drei  belie- 
bige Punkte  auf  den  Seitenlinien  AB,  BC,  CA  eines  Dreiecks, 
soindert  sieb  das  Verbfiltniss  .4B' .  CA' .  BC:AC'.BA'.GB'  nicht, 
veno  man  die  Fignr  beliebig  (central  oder  parallel)  projicirt  ond 
die  eecbs  Bnchstaben  ^1,^'....  anf  die  Frojectionen  der  nr- 
sprflnglichen  Punkte  bezieht.  Er  bedarf  fOi  den  besondem  Fall, 
«0  C,  A'  B'  in  gerader  Linie  liegen,  keines  Beweis«;  trift  aber  die  A'B' 
die  AB  nicht  in  C,  sondern  in  C,  so  findet  sich  der  Wertb 
A^  AO^  ,  BC'.A<i- 
Blf'BC'  AC'.BI&' 

m  allen  ProjecMonen  dei  Figur  unverändert  wieder  (Nr.  284,8),  und 
vnin  man  diesen  nnveränderlichen  Wertb  doicb  ki  bezeichnet,  e^bt  tdch 
US  den  beiden  Belationen 

AB'.CA'.BH'      ,  ,      BC'  .A^-       . 

Alf.BA'TÖB'-^     ™''      AC'.BS'-"' 
dis  neue,  zugleich  fOr  jede  Frojection  der  Fignr  giltige  Belation 
AB'.CA'.BC       . 
AC'.BA'.CB'  ~    '' 
Ebenso  hat  man,  wenn  &at  AB,  SC.  04  drei  andere  Punkte  C",  B",  4" 
Webig  angenommen  werden, 

AB".OA".BC"       , 


AC".BA'-.GB' 

md  hieraus  durch  Maltiplication 


AB'.  AS"    BC.BC-    CA'.C 
AC  .AG-''  BA-.BA"'  CB'.C 

aber  die  diei  Punktpaare  C, 
icht  ganz  willkflrlich ,  sondern 
Seiten  dnrch  einen  EceiB  sehn 
n  der  letzten  Oleichnng  als  Ha 

=  1 ,  ond  dieser  Werth  des  1 
«  Fignr  beliebig  projiciit  ist,  die 
neu  der  nrsprOnglicben  Panktt 

t  Ton  den  drei  beliebigen 
gegebenen  Kegelschnitt  sc 
rch  Drehung  um  f  so, 

mt  und    die  Entfemungei        .  ,  _  -    - 

taun  man  die  Werthe  der  Verhältnisae  GA'-.CB' 
i"  dem  Werthe  1  so  nahe  bringen  als  man  dut 
h  ist  man  berechtigt,  fOr  jedes  dieser  Yerhältoisae 
einzusetzen,  wenn  C  in  unendlicher  Entfemui^  Ter-  1 
h.  B'£"  II  A'Ä"  geworden  ist.    Für  diesen  beson-  , 
t  also  die  Gleichung 

AB'.  AB-       BA'.BÄ"  \ 

AC  .AC"  ~  BC-.BC- 
C  C"  eine  beliebige  Parallele  gezogen,  welche  den 
n  6'  und  6",  die  B'B"  in  %,  die  A'A"  in  SB 
t  man  (der  letzten  Gleichung  zufolge)  auch 

AB-.AB"  _  fSA'.^A" 

AC-.AC"~  Sg'.SS" 
t  der  Satz:  Schneiden  irgend  zwei  Sehnen  CG", 
Segelschnitts  sich  (verlängert  oder  nicht)  in.A,   I 
r  Werth  1 

AB- .  AB" 

AC-.AC-  I 

wenn  man  beide  parallel  verschiebi  I 

egelschnitt  eine  Parabel,  so  kann  man  die  Punkt    I 
1  sehr  grosse  Entfernung  fallen  machen,  wenn  mai 

dann  K=l  wird,  wenn  die  Punkte  C,  C",  A',  A",  B',  B 
AB,  BC,  CA  dnrch  zwei  Gerade  bedeuten,  folgt  nnmitte 
«e  in  Nr.  232,  ,. 


ind  6'®"  n^ezu  parallel  zur  Axe  nimmt, 
tr  letzt«n  Gleichung  in 
ÄB"_^Ä'.^A-    AC" 

c     ~      ©6'     '  ass" 

tigung,  dass  der  VerhflJtnisswe 
kommt,  je  grösser  AC"  und 
Ige  AO  irgend  ein  Durc 
arabelsehne  £'£"  sich  pa: 
^  AB-. AS"  ^    , 

AC 
■e  enthalten  als  besondere  E^lle  die 
nesOleichnngen  der  Eegelschnit 

t  die  in  ^  zusammentreffenden 
mitts  gleiche  Winkel  mit  ein 
[  sein),  so  kann  durch  die 
[reis  gelegt  werden.  Dt 
i9  der  Axe  die  Sehnen  A'A", 
id  die  Stücke  33.4',  ^A"  den  Sti 

,      AB'.  AB' 
1,    mithm  auch     ^^.^p,, 

B-.AB"  =  AC'.AC". 

die  in  Nr.  240  fflr  die  E 
ition  des  Krümmungsm 
;en  Kegelschnitte  gilt. 

Drehuig3&&elieii. 

an  eine  gerade  oder  krumme 

'  irgend  eine  Weise  in  unveri 

nur  die  Gerade  A  festgehalt 

einer  Bewegm^  um  A  fähig 

abreibt.  Eine  solche  ElElche  heif 

Rotationsfläche),  die  Gerade  A  d 

iie,  die  Linie  L  die  Erzeugende  der  Plilche.    D 

iine  durch  die  Drehungsaxe  geführte  Ebene  auf  di 

orbringt,  wird  ein  Meridian  der  Fläche  genannt 


i  springende  Gigeng 
linkt  der  Erzeugend 
auf  der  Drehungsa 
es  Punktes  von  de 
at  seokrecbt  auf  d( 
e  zur  Drehaxe  sen 
;e  schneidet  (oder  s 
der  solche  Ereis  h< 

>rehimg8aKe  beliebi 
i^erscMedenen  Farall 
^ehfiren.  In  jedem 
chen  beiden  Meridii 
in  daher  dieser  B( 
0  ist  er  zugleich  ii 
in  die  eine  Ueridia 
ler  Meridiancurve  in 
ikt  der  andern  Mei 

selbst  ganz  zusam 
äche  sind  also  c 

Drehääche  nicht  i 

er  als  eine  neue 
ind  eine  auf  der  I 
ime  schneidet,  an 
letzen;  jede  Drehui 
zu. 

nes  anfrechteo  £reisc;. 
!a  ParaJLelogramms,  di 
rehung  einer  Schraube 
Sizeugende  (und  a 
schnitten,  so  muss 
tpunkt  gezogen  wer 
tgen  der  g^ebenen '. 

in  einem  Punkte 
,  nur  diese  in  I 
demfalls  gar  kei 
t  der  Erzeugenden 


der  andere  ihrer  Punkte  einen  zweiten  Kreia- 
der  den  nämlichen  Gentriwinkel  hat  wie  der 
1  man  den  ersten  Kreisbogen  unendlich  klein 
weite  nicht  Null,  sondern  ebenfalls  unendlich 
klein.) 

D^egen  wird  selhstverstftndlich  eine  beliebte  Lage  der  ur- 
eprOnglicb  Ehrzei^enden  von  unendlich  vielen  Lagen  einer  neuen 
Sraengenden  geschnitten,  oder  sogar  von  allen.  Letzteres  ist 
der  Fall,  wenn  die  ursprüngliche  Erzeugende  ao  gestaltet  ist  dass 
sie  von  sämmtlichen  Meridianehenen  geschnitten  werden  kann. 

290.  Die  Aze  einer  Drehungsääche  ist  Symmetralaxe  für 
den  Meridian;  denn  sie  haibirt  die  in  die  Meridianebene  fallen- 
den Durchmesser  aller  Parallelkreise  senkrecht 

Soll  daher  die  Fläche  dnich  den  Meridian  erzeagt  Verden ,  so  reicht 
immer  eine  seiner  ayimnetiischen  Hftlften  aus. 

Jede  Meridianebene  einer  Drehungsääche  ist  Symmetralehene 
ßr  jeden  einzebien  Farallelkreis,  also  auch  für  die  Fläche  seihst. 

Ist  eine  Drehungsfläche  so  beschaffen,  dass  sie  ausserdem 
noch  die  Ebene  eines  Parallelkreises  als  Symmetralehene  hat, 
80  erhält  dieser  Parallelkreis  den  Namen  Aequator. 

Id.  die  Aeqaatoriale1)ene  können  auch  mehrere  Patallelkreise  fallen. 
Dreht  sich  z.  B.  ein  Kreis  am  eise  Gerade ,  velche  in  seiner  Ebene  liegt 
(dme  ihn  zd  treffen,  so  gibt  es  fflr  die  erzeugte  Fläche  einen  ftnssem  und 
ein«i  innerii  Aeqnalorialkreis.  * 

291.  Soll  man  für  eine  Drehfläche  die  gegebene  Erzeugende 
toit  ii^end  einer  anderen  vertauschen,  so  muss  im  Allgemeinen 
sQgenommen  werden,  die  Fläche  sei  bereits  durch  jene  erste  er- 
leugt.  Man  kann  aber  auch  eine  zweite  Erzengende  unmittelbar 
ans  der  ersten  herleiten,  ehe  noch  die  Drehfläche  selbst  vorhanden 
ist.  Bildet  man  nämlich  eine  Linie  L',  welche  niit  der  ursprüng- 
lich gegebenen  Erzeugenden  L  symmetrisch  gegen  eine  beliebig 
iorch  die  Drehaxe  geführte  Ebene  M  liegt,  so  muss  die  X'  ganz 
auf  die  Drehfläehe  fallen  (Nr.  290),  kann  also  als  eine  neue  Er- 
lengende  genommen  werden;  dabei  könnte  die  L'  nur  dann  mit 

*  Die  Fläche  selbst  heisst  ein  Wulst. 


it  bewegten  L  äbereinkonm: 
re,  was  hier  nicht  vorausgese 

j  festgehalten,  wEibiend  die  L'  sich  bewegt,  bo  ist  jed« 
:  L'  wieder  symmetrisch  mit  L  gegen  eine  nene 
3  Mol  denn  bei  der  ersten  Lage  der  L'  halbirt  die  Ebene  9f 
r  ihr  senkrechten  Flächensehnen  zwischen  L  nnd  L',  BondeiD 
llelkreisbogen  zwischen  denselben  Grenzen,  und  da  bei  der 
'  die  Centriwinkel  dieser  Bogen  nm  gleichviel  waclisen  oder 
lasen  die  Halbimngspnnkte  der  neuen  Bogen  wieder  in  mer 
^  liegen.  Man  baitn  die  Ebene  JUq  willkürlich  wählen  and 
i  Lage  der  L'  darnach  bestimmen;  schneidet  dabei  die  Mq 
Ponkte  P,  so  mnss  anch  die  entsprechende  L^e  der  I' 
bewegt  die  L'  sich  stetig  weiter,  während  die  X  in  Bake 
sich  die  JUq  nm  die  Äze  nnd  der  Fnnkt  P  läuft  stetig  anf 


X  die  graphische  Darstfillui^  einer  DrehungsflSche 
ickmässigsten ,  die  HE  senkrecht  zur  Drehnngsaie 
0  dass  die  H-Spur  der  letztern  zugleich  ihre  H-Pro- 
'araus  fliessen  folgende  VortheÜe:  1)  Jeder  Parallel- 
H-Projection  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in 
Drehaxe  fällt  und  dessen  Halbmesser  dem  Halb- 
hren  Parallelkreises  gleich  ist.  2)  Die  V-Projection 
reises  ist  eine  zum  Grundschnitt  parallele  Gerade, 
age  dem  Durchmesser  des  Parallelkreises  gleich- 
in der  V-Projection  der  Drehaxe  senkrecht  halbirt 

H-Projection  jedes  Meridians  ist  eme  Gerade, 
üe  H-Spur  der  Drehaxe  geht.  —  Im  Nachfolgenden 
hl  des  Grundsystems  immer  beobachtet  werden. 

Meridian,  welcher  parallel  zur  VE  ist  und  sich 
rer  unverändert  projicirt,  heisst  der  Hauptmeri- 
ne  V-Projection  ist  zugleich  der  verticale  üm- 
le.  Emen  horizontalen  TTmriss  erhält  man  als 
tines  grössten  oder  eines  kleinsten  FaraUel- 
)lche  Parallelkreise  Oberhaupt  vorhanden  sind, 
einerlei  Sinn  anfeinanderfelgenden  Parallelkreise  fortwährend 
während  abnehmen,  so  hat  die  Drebangsfläche  keinen  hori 

—  Ein  Farallelkreis  heisst  in  relativem  Sinne  ein  giOsst« 
renn  er  grosser  oder  kleiner  ist  als  diejenigen,  welche  i 


ihm  zaoftchst  liegen.  —  Ein  A 
Parallelkreis  (doch  nicht  nmgek 
Uelkreis  führt  auch  den  Nam 

Qe    DrehuDgafläche    ha1 
Aie  und  (vuw,v'u'u!')  zur  Erzeugenden, 
einen  Punkt  der  Fläche,  dessen  eine  Frojec 
ist,  den  Parallelkreis  projiciren. 

Anfl.  Ist  die  H-Projection  a  des  Funkte 
Qndet  man  zuerst  die  H-Projection  des  Farallelk; 
oiit  oa  um  0  beschriebenen  Ereis.  Dieser  schnei' 
Hnem  Funkte  b,  m  welchem  man  als  V-Projectio 
erhält.  Die  Y-Projection  des  Farallelkreises  ^It 
gehende  Parallele  mit  dem  Grundschnitt. 

Ist  die  T-Frojection  a'  gegeben,  so  zieht  mai 
Parallele  zum  Grundschnitt,  welche  die  V-Frojec 
genden  in  b'  schneidet,  sucht  die  zu  b'  gehörige 
tmd  beschreibt  mit  ob  den  Kreis  um  o. 

(Die  Grenzen  für  die  Y-Projection  des  Fa 
geben  sich  im  ersten  und  zweiten  Falle  aus  der 
aber  die  Erzeugende  der  Hauptmeridian,  so  sind 
diesem  vorhanden.) 

t  Sind  im  ersten  Falle  la  6  mehrere  V-Projectionen  i 
mehrere  FarallelkTeise,  welche  einerlei  H-Projection  haben 

Können  im  zweiten  Falle  zn  5'  mehrere  H-Project 
achneidet  eine  durch  b'  senkrecht  zur  Dieh&ie  senkrecht 
Drehfiäche  in  mehreren  concentrischen  Parallelkr^een. 

Je  nach  (üeatalt  der  Erzengenden  kann  es  übrigens  in 
ili  den  Punkt  b ,  im  zweiten  Fall  schon  für  den  b'  mel 
w  dam  die  Zahl  der  möglichen  Farallelkreifie  noch  wicbi 
Hr.  237  wohl  ta  beachten.) 

294.  Anfg.  Zu  der  einen  Projection  e 
Tegebenen  Drehungsfläehe  liegenden  Puul 
'rojection  zu  finden. 

Anfl.  Man  projicire  den  durch  den  Punk 
■allelkreia  (Nr.  293)  und  bestimme  die  zweite  P 
äner  Senkrechten  zum  Grundschnitt. 

Aus  Nr.  293,  f  folgt,  dass  man  : 


üoDen  finden  kann,  oder  dass  mehrere  Punkte  der 
iftliche  Ptojection  haben  können. 

Jie  Are  einer  Drehungsfiache  ist  {o,o'o"), 
vuw,  v'u'w');  man  verlangt  die  Projec- 
n  Lage  der  Erzeugenden,  welche  durch 
■ten  Punkt  der  Fläche  geht. 
eibt  man  um  o  einen  Ereis  mit  ob,  welcher 
idet,  so  ist  b  6  die  Grösse  des  Bogens,  welchen 
zeugenden  durchlaufen  muss,  damit  er  in  die 
Im  nun  zu  finden,  wohin  andere  Funkte  der 

wenn  diese  die  Yorgeschriebene  neue  Lage  ein- 
he  man  durch  o  eine  beliebige  Gerade  ovw, 
D  so,  daas  arc,  I\  =  archh,  beschreibe  um  o 
vuw  in  verschiedenen  Funkten  «,(,..  schnei- 

=  arcill,  (WC.  u3^(wc.mI7/, ;  dann 

:  btu . . .  tu  die  S-Frojection  fflr  die  neue  Lf^e 
ind  ihre  V-Projeetion  ergibt  sich,  wenn  man 
[ehörigen  V-Projectioueu  sucht  (Nr.  294)  und 

?ällen  wird  die  Auflösung  einfacher.  So  ist 
I  H-Frojection  der  Erzeugenden  ein  Halbkreis, 
VW  durch  0  geht ;  *  daher  erhält  mau  ihre 
idurch,  dass  man  die  Lage  von  oDtt  wie  vor- 
=  ov,  ovo^ow  macht  und  über  bVo  einen 

verhalt  sich's,  wenn  die  Erzeugende  eine  Ge- 

g.  97.     (S.  Nr.  298.) 

Den  Meridian  einer  gegebenen  Dreh- 

jiciren,  welcher  durch  einen  gegebenen 

geht. 

)'o")  die  Drehungsaae,  (vuw,  v'u'w')  die  Er- 

aelbat  ist  ein  halber  Umgang  einer  Scbraaben- 
Drehnnggaie  parallel  ist.  Die  erzeugte  Fläche  ist 
t  einer  nnendlicb  an^edehnten  Fläche  zn  betrachten, 
ollatändige  Scbranbentinie  iat,  nnd  welche  in  nn- 
ter  sich  congmente)  Stücke  zerlegt  «erden  kann. 


J 


m  des  Punktes,  für  welchen  der  Meri- 
80  ist  die  Gerade  oc  die  H-P 
lir  verschiedene  Punkte  in  dl 
rojeddonen  {Nr.  294)  uad  Verl 
swng,  80  nat  man  aucn  oie  T-Projection  des  Meridians. 

297.  Anfg.  Den  verticalen  UmrisB  einer  Drt 
fläche  zu  zeichnen,  deren  Aie  und  Erzeugende  g 

aind. 

Aufl.  Diese  Aufgae  ist  nur  ein  besonderer  Fall  der 
indem  der  verticale  Umriss  die  V-Projection  desHauptme 
ist;  die  H-Projection  des  Hauptmeridians  ist  aher  para 
Gnmdschnitt. 

Znsatz.  Kennt  man  die  T-Frojectionen  für  eine  E 
Lagen  der  Erzeugenden,  welche  den  Hauptmeridian  schni 
ergibt  sich  der  verticale  Umriss  als  Umhüllungscur' 
Projectionen  (vgl.  Nr.  222). 

Liegt  nämlich  anf  der  Fläche  eine  Carve  C  so,  dasa  sie  dt 
meridian  in  einem  Punkt«  P  schneidet,  so  musa  die  V-Projection 
den  Terticalen  Umiisa  der  Fl&che  in  p'  berühren.  Denn  zieht  i 
Tmgenten  an  den  Hanptmeridian ,  die  Corve  G  and  den  dnrch  P 
Pirallelkreis,  so  liegen  die  drei  Tangenten  in  einerlei  Ebene  (Nr.  2' 
aber  ist  die  gemeinscbaftliche  r-projicirende  Ebene  der  er 
Tangenten,  da  die  dritte  senkrecht  zur  VE  steht.* 

298.  Nach  diesen  allgemeiuen  Betrachtungen  über  Di 
fl&cben  soll  hier  noch  die  Fläche  etwas  näher  untersucht 
deren  Erzeugende  eine  Gerade  ist,  welche  mit  der  Dreha 
in  einerlei  Ebene  liegt.  Diese  Fläche  gehört  —  wie  sie 
wigen  wird  —  zu  denjenigen  Flächen,  welche  mau  Hj 
loide  nennt,  weil  sie  mit  Hülfe  einer  Hyperbel  erzeugt 
tSnnen. 

Die  Erzeigende  und  die  Drehungsase  {o,o'o")  den 
i'ih  durch  eine  Gerade  OT  verbunden,  welche  beide  's 
hneidet.     Da  diese  die   kürzeste  Entfemui^  zwischen 

*  Nor  wenn  die  Tangente  der  C  mit  der  Parallelkreistangeni 
nftllt,  wird  ansnahmsweise  die  V-Projection  der  C,  welche  dann 
p'  einen  RUckkehrpnnkt  hat  oder  in  allen  ihren  Pnnkten  dop 

den  Umriss  stoasen  ohne  ihn  zn  berühren. 

■uglet,  desorlpt  Oeometrie.    i.  Aofl.  19 
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ist  sie  der  Halbmesser  des 
is).  Ist  die  Erzeugende  ir 
V,  v'w')  gegeben,  so  ist  di 
ung  der  Pnntt  o'\  die  H-Projection  ist  die 
e  ot,  und  die  H-Projeetion  des  Kehlkreiaea  ist 
I  beschriebene  Ereis.  Dieser  kleinste  Parallel- 
der  Aequator  der  Fläche;  denn  zwei  Ebenen, 
und  unterhalb  des  Punktes  (o,  o')  in  efnerlei 
annimmt,  schneiden  die  Fläche  in  gleichen  Pa- 
sich folgendermasseu  erweisen  lässt.  Liegt  o'  ia 
m  Parallelen  v'm',  w'n',  welche  die  Eiehtungen 
)nen  zweier  Parallelkreise  VM,  WN  vorstellen, 
also  auch  tV=  tw  und  oV=  ow;  die  mit  oV 
men  Ejeise  lallen  demnach  in  einen  zusanunen, 
Punkten  {Viv")  und  {w,w')  erzeugten  Parallel- 
WN  haben  einerlei  H-Projection,  sind  folglich 

tion  Tiil  des  Aequators  kann  als  ein  innerer 
iss  des  Hyperboloids  angesehen  werden;  ein 
.  der  unendlichen  Ausdehnung  der  PlEiche  nicht 

L  die  Erzeugende  (sammt  der  Linie  OT)  um  die 
,  bleibt  die  Projection  des  rechten  Winkels  VTO 
•  Winkel,  indem  der  Schenkel  OT  immer  pa- 
ibt;  daher  wird  die  H-Projection  des  Aequators 
tionen  aller  möglichen  Lagen  der  Eizet^enden 
!ge  der  Erzeugenden  heisst  eine  Mantellinie, 
um  0  beschriebene  Kreis  ist  die  H-Spur  oder 
des  Hyperboloids  und  zugleich  die  H-Projecüon 
WNy  welcher  der  Deekkreis  heissen  mag.  Be- 
den Punkt  S  als  die  H-Spur  irgend  einer  L^e 
ier  einer  Mantellinie,  so  erhält  man  die  H-Pro- 
tellinie,  wenn  man  eine  Tangente  an  die  H-Pro- 
itors  zieht.  Ton  S  aus  sind  aber  an  diesen 
ten  möglich,  und  nur  eine  derselben  ist  braucb- 
lich  (Sr),  welche  auf  der  H-Projection  des  Deck- 
kte  u!  aus  einen  dem  Bogen    VS  gleiche  i 
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let;  denn  es  ist  klar,  dass  der  Punkt  Y  im 
er  Punkt  W  im  Deckkreiae   immer    gleiche 
eurücklegen.     (Wenn  daher  der  Punkt  S  bis 
trückt,  80  kann  Sr  nicht  mit  wFzusammen- 
it  die  Lage  der  zweiten  Tangente  ein,  welche 
ich  ausser  der  uiF"  an  den  Kreis  htl  ziehen 
gehörige  V-Projection  s'r'  ist  leicht  anzu- 
''-Projection  von  8  in  den  Qnmdschnitt  und 
Q  ü  in  w'n'  fallen  muss. 
bemerkt)  arc.  vor  =  arc.  VS,  so  lässt  sich  Sr 
lie  H-Projection  ktl  des  Aequators  nicht  ge- 
larf  nur  von  V  und  w  ans  auf  dem  Gmnd- 
Bögen  nach  einerlei  Bichtung  hin  abschneiden 
und  die  Endpunkte  S,r  dieser  Bögen  verbinden.    Gibt  man  diesen 
beiden  gleichen  Bögen  nach  und  nach  immer  grössere  Werthe 
and  sacht  zu  den  verschiedenen  Lagen  der  Verbindmigslinie  Sr 
die  entsprechenden  V-Projectionen,  so  gewährt  der  Inbegriff  der 
aof  diese  Weise  projieirten  Mantellinien  ein  Bild  des  Hyperboloi- 
des selbst  (s.  Fig.  98). 

£ann  man  die  Lage  der  Eraevgenden  belielng  wählen,  so  erhält  taan 
uoe  gefällige  Figur  dadurch,  dass  man  zaerst  den  Orondkieia  beschreibt, 
Um  in  gleiche  Thdle  theilt  und  die  Verbindmigsliiue  ii^nd  zweier  Theil- 
ponkte  als  die  H-Piojectioii  der  Etzeogenden  betrachtet.  Eine  solche  An- 
nähme  li^  der  Fig.  98  zq  Grunde ,  deten  Entstehimg  wohl  keiner  weitem 
Bilänterong  bedarf.  Dabei  ergibt  sich  die  H-Ptojection  des  Aeqnators  als  . 
UmhailnngscnrTe  für  die  H-Frojectionen  nnd  der  verticale  Umrias  al3  Um- 
hUhmgscnrve  für  die  T-Fiojectionen  der  Mantellinieo. 

So  wenig  die  Li^e  VW  der  Erzeugenden  von  irgend  einer 
iwfflfen  Lage  geschnitten  werden  kann  (Nr.  289,  f),  so  wen^ 
kann  es  eine  ihr  parallele  Lage  geben ;  denn  die  Lage,  deren  H-Fro- 
jection  ©r  parallel  zu  Vie  ist,  projicirt  sich  anf  die  VE  nicht 
nach  v'w',  sondern  nach  der  Linie  m'«',  welche  mit  v'W  sym- 
metrisch gegen  o'o"  liegt.  Diese  Linie  m'n'  kann  aber  zugleich 
als  V-Projection  einer  in  der  h-projieirenden  Ebene  der  VW  ent- 
haltenen Geraden  MN  angesehen  werden,  welche  mit  VW  sym- 
metrisch gegen  die  Meridianebene  OT  liegt,  also  auf  die  Drehungs- 
&he  Mit  und  als  eine  neue  Erzeugende  zu  benützen  ist  (Nr.  291). 
e  erste  Erzeugende  VW  von  jeder  Meridianebene  ge- 
19* 


ar  von  der  ihr  parallele 
ird  sie  auch  von  jeder  Li 
wobei  (unter  Annahme   

ihr  pMallele  Lage  (r©,  v'w')  mitbegriffen  ist. 
nem  anf  dem  Hyperboloide  liegenden  Punkte, 
n  g-  ist,  die  V-Projeetion  gesucht  werden,  so 

Stelle  des  in  Nr.  294  ai^egebenen  Verfehrens 

setzen. 

die  H-Spur  (den  Örundkreis  VSM)  des  Ejper- 
-Projeetion  htl  des  Aequators;  an  letztere  ziehe 
eine  Tangente  rqS;  diese  Tangente  stellt  die 
it  Mantellinien  (nämlich  einer  L^e  der  ersten 
r  zweiten  Erzeugenden)  dar,  welche  in  S  und  r 
len  und  den  Deckkreis  in  zwei  Punkten  schnei- 
jeetionen  in  die  Punkte  r  und  S  fallen.  Die 
-•',  iT'e'  dieser  Mantellinien  (welche  sich  bei 
g  auf  h'l'  schneiden  mössen)  werden  von  einer 
[dschnitt  gefällten  Senkrechten  in  den  Punkteng' 
von  denen  jeder  als  die  zu  g  gehörige  V-Projec- 
nnktes  gelten  kann. 

ist  an  den  Kreis  htl  noch  eine  zweite  Tau- 
ch, auf  welche  sich  das  fia  Sqr  beobachtete 
Is  anwenden  lässt;  durch  Benützui^  dieser 
muss  man  aber  offenbar  wieder  auf  die  vorigen 
imen. 

lei  der  hier  betrachteten  Fläche  die  verschiedenen 
enden  so  leieht  projiciren  lassen,  so  kann  man 
der  Parallelkreise,  auf  welche  Nr.  296  und  294 

Construction  des  verticalen  Umrisses  be- 
ection  p'  des  Punktes  P,  wo  eine  Mantellinie  SB 
uptmeridians  J.O-B  schneidet,  gehört  dem  üm- 
aich  ist  die  s'r'  Tangente  des  Umrisses  in  p' 
..).    Dabei  zeigt  sich,  dass  die  Linien  v'u/,  m'n 

Umrisses  sind. 
Umriss  selbst  (oder  die  Meridiancurve)  ist  eün 

in  fotgendei  Art  beweisen.    Sind  c,c'  die  Projectioiii 


leliebig  liegenden  Fmiktea  C,  so  ü 
ijectioD  einer  durch  C  gehenden  Hi 
a.  In  dem  rechtwinkeligen  Drei 
fojidrt,  iat  der  Winkel  bei  i>  d 
'.  Die  beiden  Katheten  dieses  Di 
E-Projection  cd,  die  andere  die  G 
n  sich  demnach  =  t'i'-.li'f  (wo 
lalbmeaser  des  Aeqnatftrs  durch 
d  e'c'  dnrch  y  bezeichnet: 
cd:Sf=  a:0 


Diese  Gleichung  zeigt  aber,  das 
Aie  h'V  und  deren  imaginJlre  A 
ägt  sich,  dass  die  Asymptoten  die 
<a  als  v'w'  und  m'n'. 
m'n'  v-projieirten  Asymptoi 
[antellinien  VW,  MN  paralJ 
idian  der  Drehungsääcbe  g( 
llinigen  Erzeugenden  nachtrS 
;n  im  Mittelpunkt  0  der  If 
Senkrechte  OT  za  errichten 
ilbaxe  zu  nehmen  und  durc 
m  legen.  —  Man  kann  sich 
irbindnng  (mittels  OT)  mit  i 
Lbst  denken  und  das  so  zu 
n.  Drehung  setzen ;  dann  blei 
lessiven  Lagen  der  beiden  £ 
ibreiben  einen  aufrechten  En 
;h  den  Meridian  besehrieben 

- ,   und  welcher  der   asympto 

s  letztern  heisst. 
*  Die  bisher  gefundenen  Besultate  lassen  sie! 


Auf  der  Fläche,   welche   durch   Umdi 
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aaginäre  Axe  ei 
i  Geraden  möglic 

Systems  kSonen  nie  in  einerlei 
in  Bchneidet  jede  Gerade  des  einen 
i  des  andern  (daninter  eine  in  nnend- 
rch  jeden  Punkt  des  Hyperboloids 
le  des  einen  Systems  und  eine  Ge- 
ems  ziehen. 

linie  des  von  den  Asymptoten  be- 
assen  sieh  zwei  Farallellinien  anf 
erboloids  ziehen;  und  umgekehrt:  zu 
3  Hyperboloids  lässt  sich  eine  Pa- 
.ntel    des    asymptotischen    Kegels 

dass  irgend  drei  zu  einerlei  System 
in  des  Hyperboloids  nie  einer  und 
allel  sein  können;  denn  wäre  diess 
i  Mantellinien  des  asymptotischen  Kegels 
3he  den  erwähnten  Mantellinien  des  Hy- 
n  einerlei  Ebene  liegen,  und  ihre  H-Spuren 
ehten  Ebene  (d.  h.  drei  Punkte  der  kreis- 
rden  dann  in  gerader  Linie  liegen,  was 


jabe.  Gegeben  sind  die  Projectionen  für 
t)enen  geneigte  Axe  A  eines  Drehungsby- 
tion  und  H-Spur  für  eine  Mantellinie  Jtf 
3gels,  und  die  H-Projection  für  einen  in 
n  Punkt  P  des  Aequators.  Man  yerlangt 
der  durch  P  gehenden  MeridianhyperbeL 

Bücknngsfläclien- 

bene  Curve,  sich  selbst  ähnlich  oder  auch 
!  Lage  80  ändert,  dass  ihre  Ebene  stets 
eben  Lage  parallel  bleibt,  währenil 
sserdem  an  irgend  ein  bestimmtes  (Jesel 
em  zugleich  die  Aendenmg  ihrer  Dimei 
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so  beschreibt  die  Peripherie  eine  krumme  Fläche, 
Rückungsfläche  nennen  kann.  Die  fortr&ckende 
Erzeugende. 

.  B.  jede  Drehongsfläche  auch  als  BäcknngsflOche  denken, 
len  Kreis  entsteht,  dessen  Mittelpnnkt  in  einer  gegebenen 
;t,  während  »eine  Ebene  senkrecht  za  dieser  bleilit  nnd 
li  so  ändert,  dass  die  Peripherie  stets  eine  g^bene  Linie 

*ankte  einer  constanten  Erzengenden  in  zwei  parallelen 
reibt  anch  jeder  andere  Funkt  eine  Gerade,  welche  mit 
parallel  Iftnft,  und  die  Bflckongsflache  ist  eine  Cylinder- 

>nde  doTch  n  Funkte  bestimmt,  so  wird  man  als  Bückungs- 
fläche  erbalten,  wenn  man  irgend  n  Punkte  der  (verSn- 
den  in  n  Geraden  fbitschreiten  lässt,  welche  sich  in  einem 
E'fii  eine  Ereiskegelfläche  kann  man  mit  zwei  solchen 
,  wenn  man  zugleich  festsetzt,  die  in  ihnen  laufenden 
Ündpnnkte  eines  Durchmessers  und  die  Ereisebene  bleibe 
l6  beider  Geraden. 

Flächen  zweiter  Ordnung, 
h  parallele  Bückung  einer  Linie  zweiter  Ordnung 
nach  einem  Gesetz ,  bei  dessen  Ausspruch  gleichfalls  eine  Linie 
zweiter  Ordnung  (oder  ein  stellvertretendes  Paar  von  Geraden) 
wesentlich  betheiligt  ist,  kommen  diejenigen  krummen  Plädien 
nun  Vorschein,  welche  man  Flächen  zweiter  Ordniing  nennt. 
Die  hierher  gehörige  Kegelfläehe  ist  bereits  froher  (Nr.  280 
bis  283)  zur  Betrachtung  gekommen.  Die  Cylinderflächen 
der  zweiten  Ordnung  zerfallen  in  drei  Arten,  indem  die  ursprüng- 
liche Leitende  (welche  unter  dem  neuen  Gesichtspunkte  zur  Er- 
zeugenden der  durch  Rückung  gebildeten  Fläche  wird)  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  sein  kann. 

Ausserdem  gibt  es  noch  die  folgenden  Flächen  zweiter  Ord- 
nimg. 

1)  Ein  Ellipaoid  entsteht,  wenn  eine  veränderlidie  Ellipse 
^ch  so  bewegt,  dass  ihre  Ebene  senkrecht  auf  der  einen  Axe  einer 
festen  EHIipse  bleibt,  die  Endpunkte  ihrer  einen  Axe  in  der  Peri- 
pherie der  festen  Ellipse  fortlaufen  und  ihre  beiden  Äsen  ein  ge- 
gebene Verhältniss  zu  einander  behalten  (so  dass  also  die  Ellipse 
sieh  fortwährend  ähnlich  bleibt).  —  Die  bewegliche  Ellipse  hat 


wenn  ihr  Mi 

1  Ellipse  mit. 
ewegliehe  Ellipse  in  einf 

ein  Drehungs-Bllipsoid,  indem  sie  durch 
üUipse  um  eine  ihrer  Axen  entstehen  kann.  M 
ie  feste  Ellipse  ein  Ereis,  so  entsteht  als  beson- 
Ellipsoids  die  Kugel. 

Faches  (oder  ungetheiltes)  Hyperboloid  wird 
]  wie  das  Ellipsoid  erzeugt ;  man  hat  Mos  an  die 

Ellipse  eine  feste  Hyperbel  zusetzen,  auf  deren 
le  die  Ebene  der  erzeugenden  Ellipse  senkredit 
rhält  letztere  ihre  geringste  Ausdehnung,  wenn 

in  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  föllt.  Ist  die 
se  ein  Kreis,  so  hat  man  das  einfache  Dreh- 
)id,  welches  sich  durch  Drehung  einer  Hyperbel 
Ire  Axe  bilden  kann  und  schon  in  Nr.  298  be- 

aber  die  Ebene  der  erzeugenden  EUipse  auf  der 
lellen  Hyperbelaie  senkrecht  bleiben,  so  ist  die 

beiltes  (oder  zweitheiliges)  Hyperboloid.  — 

ende  Ellipse  ein  Kreis  ist,  kann  die  Fläche  auch 
einer  Hyperbel  um  ihre  reelle  Axe  beschrieben 

iptisches  Paraboloid  erhält  man  auf  ähnliche 
Sllipsoid,  wenn  man  die  feste  Ellipse  mit  einer 
icht.    Auch  diese  Fläche  kann  zu  einer  Drehnngs- 

äter  eine  zweite  Erzeugungsart  dieses  Faraboloids 
irden,  darin  bestehend,  da^  eine  Parabel,  deren 
auf  der  Ebene  der  festen  Parabel  ist,  mit  ihrem 
■  Peripherie  der  festen  Parabel  fortrückt,  wobei 
il  mit  der  Ase  der  letztem  bleibt  und  die  AseE 
vom  Scheitel  aus  in  einerlei  Sinn  in's  Unendliche 
iber  die  Äsen  beider  Parabeln  nach  entgegen- 
in  gerichtet,  während  die  iibrigen  Bedingiingei 
1,  so  beschreibt  die  bew^liche  Parabel 


»lisches  Faraboloid,  welc 
8  eine  zur  Aie  der  festen  Pai 
I  später  zeigen  wird)  nach  e 
Lche  kann  nie  durch  Umdrel 
3ene  nie  nach  einer  geschh 
ihnitten  werden  kann, 
oid  nnd  den  beiden  Fyperb 
^a  Curve  anch  Mittelpunk 
}  nachzuweisen  ist,  jede  dur' 
Ibirt.  Eine  solche  Sehne  hei; 
äen  Faraboloiden  (für  welche 
.  man  unter  einem  Durchmef 
ter  Axe  der  festen  Parabel  pai 
auptdurchmesser  oder  die 

genannten  drei  ^'lachen  mi1 
idnrehmesser  oder  Axen,  näm 
re  nnd  eine  dritte,  welche  a 
Q  des  Ellipsoids  sind  sämmt 
Id  hat  zwei  reelle  und  eine 
rboloid  eine  reelle  und  zwei 
ich,  dass  fOr  jede  dieser  fO 
e  eine  Symmetralebene  ode 
m  drei  Flächea  mit  Mittelpu 
Hauptebenen,  deren  jede  d 
enen  dieser  Flächen  sind  a 
beiden  Paraboloide  gibt  es  ai 
eine  Hauptebene,  welche  dui 
ind  auf  der  Ebene  derselben  : 

in  einfaches  Hyperboloid, 
iwei  Hauptebenen  den  Grnndebenen  para! 
Inrch  die  Frojectionen  der  festen  Hyperbel 
und  der  kleinsten  Ellipse  (vuw,  v'w')  gegeb 
^ür  einen  Punkt  A  der  Fläche,  dessen  eii 
lan  kennt,  die  zweite  Frojection  finden, 
Anfl,    Ist  die  H-Projection  a  des  Punktes 
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denke  man  sich  die  H-Projection  a6c  für  diejenige  Lage  der  Er- 
zeugungsellipse gezeichnet,  welche  durch  A  geht.  Die  Ellipsen  abc 
und  uvw  sind  ähnlich  und  liegen  so  gegeneinander,  dass  die  Mittel- 
punkte und  die  Eichtungen  der  Axen  ineinander  fallen.  Daraus 
folgt,  dass  überhaupt  zwei  entsprechende  Punkte  (d.  h,  zwei 
Punkte,  welche  als  entsprechende  Ecken  ähnlicher  einbeschriebener 
Polygone  betrachtet  werden  können)  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkte  o  in  gerader  Linie  liegen  müssen,  und  dass  die  Ent- 
fernungen dieser  Punkte  von  o  sich  verhalten  wie  die  grossen  oder 
auch  wie  die  kleinen  Axen  der  Ellipsen.  Dem  Punkte  a  in  a6c 
entspricht  der  Punkt  u  in  uvw\  verbindet  mau  u  mit  dem 
Scheitel  v  und  zieht  a6  ||  wv,  so  ist  h  der  Scheitel  der  Ellipse  dbc. 
Der  Punkt  h  führt  nun  auf  die  (zum  Grrundschnitt  parallele)  V-Pro- 
jection  Vc*  oder  6"c"  der  durch  A  gehenden  Ellipse;  und  ist 
diese  einmal  gezogen,  so  findet  man  sogleich  auch  die  zu  a  ge- 
hörige V-Projection  a'  oder  a".  —  (Die  Ellipse  abc  braucht, 
wie  man  sieht,  nicht  wirklich  gezeichnet  zu  werden.) 

Ist  die  V-Projection  a*  von  A  gegeben,  so  zeichne  man  zu- 
erst die  V-Projection  Vofc'  der  durch  A  gehenden  Erzeugungs- 
ellipse ABG^  verbinde  die  Ellipsenscheitel  B^V  und  denke  sich 
den  in  o"  v-projicirten  Punkt,  wo  die  JBF  die  imaginäre  Axe 
der  Fläche  trifft,  als  Spitze  eines  Kegels,  dessen  Leitende  die 
Ellipse  ABC  ist.  Dieser  Kegel  muss  durch  die  Ellipse  FtTTT 
gehen ;  denn  er  wird  von  der  horizontalen  Ebene  YW  nach  einer 
Ellipse  geschnitten,  welche  die  Strecke  VW  zur  Axe  hat  und 
der  ElHpse  ABG  ähnlich,  folglich  identisch  mit  der  Ellipse  TCW 
ist.  Die  durch  A  gehende  Mantellinie  des  Kegels  schneidet  die 
Ellipse  VJJW  in  einem  Punkte,  dessen  V-Projection  u*  ist,  und 
dieser  V-Projection  entspricht  als  zugehörige  H-Projection  ent- 
weder u  oder  %;  daher  ist  die  H-Projection  jener  Mantellinie 
entweder  oua  oder  ou^a^^  und  es  gehört  zu  a'  entweder  a  oder  oq. 

Zusatz.  Die  Lösung  der  Aufgabe  nimmt  denselben  Gang, 
wenn  statt  des  einfachen  Hyperboloids  in  ähnlicher  Weise  ein 
getheiltes,  dessen  reelle  Axe  senkrecht  zur  H-Ebene  steht,  ge- 
geben ist,  oder  ein  Ellipsoid,  oder  ein  elliptisches  Parabo- 
loid  mit  vertical  stehender  Axe. 


lin  hyperbolisches  Paraboloiä. 

n  Grundebenen  parallel   si: 

^^^^o..,I.^.  . .)  a^o  leste  uiid  (««!,.,  Ml'«' Ml". .)  als  erz 

Parabel;  für  einen  Punkt  A  desselben  ist  die  e 

jection  gegeben;  man  verlangt  die  zweite  Proje 

Anfl.    Ist  die  H-Projectioii  a  gegeben,  so  projicirl 

durch  A  gehende  Lage  der  Erzeugungaparabel  in  die 

der  mit  vw  parallelen  Cteraden  at  und  ihr  Scheitel  i 

V-Projection  ist  congment  mit  w'v'w",.  und  hat  die 

TOD  v'tf  zur  Aie.    Würde  diese  V-Projection  wirklich  g 

so  Jände  man  sogleich  die  zu  a  gebOrige  Y-Frojection  a' 

des  Punktes  A.    Man  kann  diese  letztere  aber  erhal' 

dass  man  die  Parabel  a'fa"  constniirt;  denn  denkt 

die  Parabel  AT  durch  parallele  Rüekm^   in  die  H 

nach  VW  versetzt,  und  zwar  so,  dass  der  Scheitel  {t,  f 

radlinigen  Weg  {tv,t'v')  besehreibt,   so  beschreib 

mit  (tv,  t'i>')  parallele  Gerade  und  kommt  in  einen  Pua 

Parabel  VW  zu  liegen,  dessen  H-Projeetion  w  mittels 

parallelen  atv  gefunden  wird.    Bestimmt  man  die  zu  u 

V-Projection  w'  (oder  w"),  so  erhält  man  die  zu  v't 

ion  w'a'  (oder  w!"a")  der  von  A  durchlaufener 

auch  die  zu  a  gehörige  V-Projection  a'  (oder 

lie  V-Projection  a'  von  A  gegeben,  so  ziehe  man . 

t'  =  w'a',  bestimme  die  zu  f  gehörige  H-P 

ziehe  ta  (oder  toOg)  ||  GS  und  fälle  a'oOo-L 

er  Ofl)  die  H-Projection  von  A. 

.  Von  den  Flachen  zweiter  Ordnung  (soweit 
Ler  Cylinderfläcben  sind)  sollen  zunächst  diejenj 
t  werden,  welche  zugleich  zu  den  Drehung 

ch  @  sei  irgend  eine  Ebene  bezeichnet,  welche 
e  zweiter  Ordnung  nach  der  Curve  E  schneidet 
E  senkrechte  Meridian.  Die  Ebene  dieses  Mei 
lacbfolgenden  Betrachtungen  als  eine  Grunde 
nie  der  Ebenen  6  und  !Di  ist  eine  Symmeti 
e  E  (und  zugleich  die  Projection  dieser  Curvi 
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P  der  Curve  E  sei 
ridian  5Jt  in  den  Pui 

wo  der  Kreisdurchmesser  MN  die  vorhin 
)  trifft,  die  Projection  des  Punkta  P;  setzt 

die  Symmetralase  der  E  den  Meridian  in 
leibt  (Nr.  288,  f)  das Yerhältni8S|/=:-4i).j)B 
unltt  P  auf  der  Curve  E  verrückt  (oder  MN 
i,  dann  aber  anch,  wenn  sowohl  AB  als  MN 
a;  woraus  erstlich  folgt,  dass  die  Cnrve  £ 
)el  ist,  zweitens  aber,  dass  alle  der  Curve  E 
ihr  ähnlich  sind.  Der  HalbinrngspunM  0 
.punkt  der  E;  die  Mittelpunkte  aller  Pap 
'  einem  Durchmesser  der  Meridiancurve  1H. 
as.  Denn  ist  Ap  .pB  entweder  =  {n  — ä)  ia+x) 
nachdem  p  zwischeo  A  and  B  oder  auf  einei  Ter- 
i  liegt  (Der  eiste  Fall  findet  statt,  wenii  die 
d  odei  ein  Paraboloid  ist,  odei  wenn  an  einem 
Punkte  A  nnd  S  aof  demselben  Zweig  der  Meii- 
1  »m  einfachen  Hyperboloid  diese  Punkte  anf  ver- 
liana  fallen;  der  zweit«,  wenn  A  nnd  S  am  ge- 
iedenen  Zweigen,  am  einfachen  Hyperboloid  dem- 
,e  angehören.)  Bezeichnet  man  das  erw&hnte  nn- 
nit  ^ :  a^,  so  ergibt  sich  als  Qleicbnng  der  E 


-  oder 


-t 


«i«  ^-^  ■■ 


laxe  der  Curve  E  wird  den  Meridian  ÜK 
A  schneiden,  wenn  sie  am  Paraboloid  pa- 
tferidians,  oder  an  einem  der  beidön  Hyper- 
sr  Asymptote  des  Meridians  ist.  (Der  da- 
indet  für  diese  PäUe  in  unendlicher  Ent- 
man  Ap  durch  x,  so  bleibt  im  ersten 

^^    oder    ^ 
Ap  X 

,  t)  nicht  blos  bei  Aenderui^  des  Punkts  ^ 

lern  auch  bei  paralleler  Verschiebung  d' 
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iridianaie  parallelen  Schnitte  des  Drehungs- 
congruente  Parabeln,  und  zwar  zugleich 
ian  der  Fläche,  da  die  Ebene  @  aach  durch 
gelegt  werden  kann.  —  lu  den  beiden 

andern  Fällen*  lehrt  eine  Betrachtung,  ähnlich  der  in  Nr,  288,  f 
für  die  Parabel  angestellten,  dass  bei  paralleler  Terschiebimg 
der  MN  der  Werth  y^ix  ebenfalls  unveränderhch ,  mithin  die 
Corve  E  eine  Parabel  ist.  Wie  aus  Nr.  228  folgt,  gibt  dieser 
constante  Werth  far  die  betreffende  Parabel  die  Läi^e  des  Para^ 
meters  (2  c)  an.  Die  durch  Parallelverschiebung  der  6  entstehen- 
den Parabeln  sind  aber  hier  nicht  unter  sich  congruent. 

um  den  Gnmd  dieses  Unterschieds  nachzuweisen,  ist  etwas  weiter  aus- 
zuholen.   - 

Han  lege  zonEUshst  durch  zwei  Punkte  p,ip'  der  MN  zwei  gleichlänfige 
Sehnen   ApB,   A'p'B'   der   Hyperbel   (als  Projecticnen    zweier  Flächen- 
Khnitte  E,E');  dann  ist  (nach  der  ersten  Gleichung  in  Nr.  288,  f) 
pM.pN  _  p'M.p'N 
pA.pB  ~  p'A'.p'B' 
oder  pM.pN  _  p'M.p'N    pB 

pA  p'A'       '  p'B' 

Von  den  Asymptoten  der  Hyperbel  gelte  die,  welcher  die  Punkte  B,B' 
niher  liegen  als  die  Pnnkte  A,A',  für  diejenige,  mit  welcher  sfäter  die  AB 
und  A'B'  parallel  werden  solten.  Wird  diese  Asymptote  Ton  den  Ge- 
laden AB,  A'B'  beziehungsweise  in  !B,!B',  von  der  Geraden  MN  in  Q  ge- 
schnitten, so  hat  man  p^:p"B'^pQ:p'Q,  nnd  diese  Proportion 
iDDsa  fortbestehen,  wenn  durch  Drehung  der  sich  parallel  bleibenden  Ge- 
raden Ap. .,  A'p' . .  um  die  Punkte  p,jj'  der  Winkel  58  noch  so  sehr  ver- 
rii^fert  wird,  wobei  die  Strecken  p^,p'^'  stetig  wachsen.  Solchem  Wachs- 
thnin  gegenflber  sind  aber  znletzt  die  L&ngennnterschiede  S!6,  S'S'  zn  ver- 
nachlässigen", so  dass  man  berechtigt  ist,  das  Verh&Itmss  p^-p'Q  aoch 
auf  die  unendlich  gross  gewordenen  Strecken  pB.p'B'  zu  beziehen.  Bnsgt 
man  jebEt  (unter  Voraussetzung,  dass  B  nnd  £'  unendlich  fem)  die  Gleich- 
ung (!)  auf  die  Porm 

pM.pN    p'M.p'N  ^ 
pA  p'A'  PV-PV, 

*  Man  wird  sich  fflr  jeden  der  beiden  Fälle  eine  besondere  Figur 
eichnen,  da  MN  entweder  zur  reellen  oder  zur  imaginären  Axe  der  Hyperbel 
iokrecht  zn  stehen  kommt,  je  nachdem  jene  oder  diese  als  Drehaie  gedacht 
<t  (Die  in  der  Folge  verwendeten  Sachstaben  gelten  fär  jede  der  Figuren.) 
•*  Wird  die  zweite  Asymptote  von  pA  nnd  p'A'  in  91  nnd  %'  ge- 
eflen,  so  ist  (Nr.  202,  Anm.,  2)  B56  =  A'S,  B'^'  =  A'W,  und  diese  Werthe 
rachwinden  raehr  und  mehr  gegen  die  wachsenden  ji®,p'SI'. 


(J) 


Bo  gibt  sie  (da  äu  Terhältnüs  pQ-P'Q  fibereins 

niaa  zwischen  den  AbatäDden  der  Linien  Äp . .,  A'p' . .  von  der  Afiymptate) 
den  Sats:  Wird  ein  (einfaches  oder  getheiltes)  DrelmngBhypBilio- 
loid  TOD  zwei  Ebenen  S,  g'  geschnitten,  welche  parallel  sind 
aiTiü-  *==™„fnto  des  in  ihnen  senkrechten  Meridianschnitts,  so 
Parabeln,  deren  Parameter  sich  verhalten  wie 
der  Ebenen  6,6'  von  jener  Äejmptote.* 
kche  ein  eiaiaches  Drehungshyperlioloid,  so  kann 
aas  die  Symmetralaie  der  Curve  E  den  Meri- 
an  211  gar  nicht  schneidet.  Dieser  Fall  tritt 
B.  ein,  wenn  die  Symmetralaxe  ein  imaginärer 
urehmeaaerOg' der  Meridianhyperbel  ist.  Bezogen 
if  diesen  Durchmesser  und  den  ihm  conjagirten 
eilen  Durchmraser  CD  hat  die  Gleichung  der 
enu  man  die  mit  CD  parallelen  Goordinaten 
Oq  parallelen  durch  x,  die  Länge  OC  durch  / 
)rm 

^-2-,=  l.    .  (N,.248). 

die  Parallelsehne  VW  seien  Ebenen  senkrecht 
)  gelegt.  Diese  Ebenen  schneiden  die  Fläche 
ipsen  und  die  Curve  E  in  zwei  Punkten,  welche 
trojiciren.    Bedeutet  ß  die  Qninddistanz  des  in  0 

erhanpt  in  der  Ebene  nm  zwei  Punkte  p,p'  zwei  pa- 
tde  ApB,  A'p'B'  eich  drehen,  welche  eine  gegebene 
treffen  so  ist  das  veränderliche  Yerhftltniss  j)£:}i'S' 
erhältniaa  der  Strecken,  welche  anf  der  Geraden  jij>'.' 
B  an  den  veränderlichen  Pnnkt  Q  reichen,  wo  dirae 
. .  getroffen  wird.  Die  Cnrve  SK  erstrecke  sich  in'a  ün- 
es  fOr  Q  eine  Grenzlage  geben,  wenn  SR  eine  Asymptote 
'bei.  WoUt«  man  aber  in  den  obigen  Betrachtungen 
jine  Parabel  (ala  Meridian  eines  Drehnngs-Paraboloida) 
eine  Asymptote  nicht  wirklich,  sondern  nnr  in  nnend- 
(vgl.  Nr.  279,  Zus.  2,  indem  man  die  Parabel  ala  Cen- 
Preises  anß'asst},  so  würde  Q,  wenn  die  iimj>  and  ji'  ge- 
ehr  nnd  mehr  dem  Parallelisrnns  mit  der  Aie  zustreben, 
long  rücken,  also  das  Verhältnisse  Q:j)'Q  oder ;£:;>'£' 
nnehmen.  Demnach  würde  die  Gleichung  (J)  nur  be- 
ihnnga-Paraboloid  die  znr  Axe  parallelen,  in  Ap  nnd  A'p' 
■abeln  gleiche  Parameter  haben,  mithin  cop""""*  "ni 


distanz  des  in  q  projicirten  Punktes  (wo- 

Btalbaien  der  beiden  Ellipsen  sind),  und 

Jleiehung  0  und  x  speciell  als  die  Coor- 

diDSten  des  Punkts  V  genommen,   so  folgt  aus  dieser  Gleichung 

nnd  aus  der  Proportion  e:Y  =  y:ß  (Nr.  233)  die  neue  Gleichung 

^-^,  =  1.  m 

welche  (in  rechtwinkeligen  Coordinaten)  die  Gleiehnng  der  Gurre  E 
ist.  Diese  Curre  ist  also  eine  Hyperbel,  deren  imaginäre  Axe 
in  Oq  liegt  und  deren  reelle  Aie  zß  mit  der  in  0  projicirten  Ase 
der  Ellipse  CD  zusammen^t. 

Der  Meridian  des  einfachen  Drehungsbyperboloids  wird  aber 
Ftm  der  Symmetralase  der  E  auch  dann  nicht  geschnitten  werden, 
wenn  diese  irgendeinem  im^inären  Durchmesser  Oq  parallel  ist 
und  den  conjugirten  reellen  Durchmesser  CD  zwischen  seinen 
Endpunkten  trifft,  wie  die  Gerade  rj),  Haben  jetzt  die  in  p 
nnd  r  projicirten  Pmikte  P  und  B  der  E  die  Grunddistanzen  1/ 
und  i,  und  setzt  man  Or  =  j,  während  die  übrigen  Buchstaben 
die  vorigen  Bedeutungen  behalten  (so  dass  auch  j>r  =^  x),  so  gelten 
innächst,  insofern  die  Punkte  P  mid  M  auf  den  Ellipsen  VW 
nnd  CD  liegen,  die  Gleichungen 

r«  *  «» -  '•  ß'    r'~ 

Ans  ihnen  und  der  ob^en  Proportion  folgt 

T'-!,'  =  ß'-h',    oder     |!_5  =  i!-I, 


und  da  zwischen  x  und  T  zugleich  die  Gleichung  (IT)  besteht, 
so  erhält  man  (durch  Addition  der  zuletzt  gefundenen  und  der  11) 
für  die  Curve  E  (in  rechtwinkeligen  Coordinaten)  die  Gleichung 

ß^      «2       ß^' 
Dividirt  man  noch  durch  den  rechts  stehenden  Bruch,  so  nimmt 
diese  Gleichui^  (unter  Benützung  abkürzender  Bezeichnungen)  die 

Form  y^       x^ 
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,us  den  eigentlichen  We 

rird,  das8  !S:9I  =  ^:«.  Die  Ciirve  E  ist  also  wieder 
el  und  ähnlich  der  durch  die  Gleichung  {II)  darge- 
)  im^Qären  Aien  und  die  reellen  Äsen  beider  Hy- 
1  parallel.  Wird  pr  parallel  yerschoben,  so  bleibt 
ntt  r  der  neuen  Hyperbel  auf  dem  zu  Oq  geordneten 
chmesser  CD.  Die  Asymptoten  aller  solchen  Hyperbeln 
rei  Ebenen,  welche  sich, _ symmetrisch  gegen  die  Me- 
in der  Linie  CD  schneiden. 

F'erschieben  kann  so  weit  gehen,  dass  r  in  i>  ^t; 
=  0  und  die  Gleichung  (III)  geht  über  in 

g_£!  =  o      od»      »  =  +  1. 

einer  durch  die  Tangente  DT  senkrecht  zum  Meri- 
«n  Ebene  ist  also  so  beschaffen,  dass  für  jeden  Punkt 
die  von  D  aus  auf  DT  gemessene  Abacisse  zu  der 
nkrechten  Ordinate  ein  unveränderliches  Yerhältuiss 
.  er  besteht  aus  zwei  geraden  Linien,  welche  sich 
len  und  symmetrisch  gegen  TD  liegen.    Diese  beiden 

Mantellinien  des  Drehungahyperboloids  sind  pa- 
/^  rallel  mit  den  Asymptoten  der  vorangegai^nen 
'  hyperbolischen  Schnitte  (wie  aus  dem  Verhält- 
,       niss  ß\a  hervorgeht,  durch  welches  der  Asymp- 

toteowinkel  für  jede  dieser  Hyperbeln  bestimmt 
teilen  den  Grenzfall  einer  Hyperbel  vor,  deren  reelle 
Null  abgenommen  hat.  Die  ihnen  parallelen  Mantel- 
symptotischen  Kegels  (Nr.  298)  können  keine  andern 
als  die,  nach  welchen  der  Kegel  durch  die  Ebene  Oj 
jrird;  die  letztem  Schnittlinien  geben  also  lEe  Asympto- 
Hyperbel  O^- 

nan  die  mit  Og  parallele  Ebene  noch  über  D  hinaus, 
if  die  Verlängerung  von  CD  fällt,  so  kommt  man  auf 
(unter  a)  betrachteten  Fall  zurück;  r  bleibt  immer 
mkt  des  hyperbolischen  Schnitts,  die  reelle  Axe  ist 
parallel  zu  Oq.  Die  reellen  Axen  solcher  unter  sieh 
jhnitte  sind  wieder  pamllel,  ebenso  die  imaginären 
n  auch  die  Asymptoten,  und  zwar  müssen  die  letzter^i 
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are  parallel  sein,  nach  welchem  die  Ebene  TD 
denn  dieses  Paar  ist  auch  der  zweiten  Hy- 
ptirueiijuuiuii  <u»  uieuzfall  beizuzählen. 

Die  Ebeoe  TD  ist,  obwohl  aie  das  Hyperboloid  nach  zwei  - 
Geraden  schneidet,  eine  Berührungsebene  desselben,  indem  diese 
Cleraden  unter  die  Tangenten  der  Fläche  zu  rechnen  sind  (vgl. 
Nr.  266  und  267).*  Da  die  entsprechende  Berühnmgsebene  im 
Punite  C  der  vorigen  parallel  ist,  CD  jeden  reellen  Durchmesser 
der  Meridianhyperbel  und  SOJ  selbst  jeden  Meridian  der  Drehungu- 
fläche  bedeuten  kann,  so  liegen  überhaupt  die  Berührungs- 
punkte zweier  parallelen  BerOhrungsebenen  des  Hyper- 
boloids auf  einem  reellen  Durchmesser,  der  zugleich  die 
Mittelpunkte  aller  den  Berührimgsebenen  parallelen  Schnitte  ent- 
hält Ein  solcher  Schnitt  mag  ein  innerer  heissen,  wenn  seine 
Sbene  zwischen  den  beiden  Berührungsebenen  liegt,  andernfEÜls 
ein  äusserer.  Alle  diese  Schnitte  sind  Hyperbeln;  die  äussern 
sind  unter  sich  ähnlich,  ebenso  die  Innern.  Legt  man  eine  ihnen 
parallele  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  und  ver- 
bindet jede  der  Linien,  nach  denen  die  Ebene  den  asymptotischen 
K^el  schneidet,  durch  eine  neue  Ebene  mit  dem  Durchmesser, 
■welcher  die  Mittelpunkte  der  Parallelschnitte  trägt,  so  fallen  in 
diese  Ebenen  die  Asymptoten  aller  Parallelschnitte;  während 
aber  die  Curven  der  äussern  Schnitte  in  dem  einen  Paare  der 
Ton  den  Ebenen  gebildeten  Scheitelwinkel  liegen,  finden  sich  die 
Ourven  der  innem  Schnitte  im  andern  Paar.  Bei  jeder  Schnitt- 
cnrve  wird  der  Ausdruck  ,  Asymptotenwinkel'  nur  auf  diejenigen 
Schenkel  bezogen,  zwischen  denen  die  Curve  liegt. 

t  Der  Durchmföser,  auf  welchem  bei  jeder  der  vier  betrach- 
teten Drehungsflächen  die  Mittelpunkte  paralleler  Schnitte  liegen, 
lieisst  diesen  Schnitten  zugeordnet  (conjugirt);  und  umgekehrt 
ist  jeder  Schnitt  dem  nach  seinem  Mittelpunkte  gehenden  Durch- 
messer conjugirt.  Ist  der  Durchmesser  ein  reeller  (wie  am  Ellip- 
soid  und  Paraboloid  immer),  so  ist  die  durch  seinen  Endpunkt 
parallel  zu  den  conjugirten  Schnitten  geführte  Ebene  für  jede  der 
rier  Flächen  eine  Berührungsebene,  denn  sie  enthält  sowohl 
eine  Tangente  des  betreffenden  Meridians  TO  als  eine  Tangente 

*  NäheTes  üb«  diesen  scheinbaren  Widerspruch  später. 

Ooglar.  descMpt  Oeometrle.    4.  AntL  20 


—     306     ~ 

I  Schnitts,  der  den  Durchmesser  zur  Projection  auf  die 
bene  hat;  so  in  voriger  Figur  die  Meridiantangente  DT 
im  Punkte  D  projicirte  Tangente  der  Ellipse  CD.  — 
nit  einer  gegebenen  Ebene  60  ist  für  die  drei  in's  Un- 
lich  ausdehnenden  Flächen  keine  BerührungBebene  mög- 
1  die  60  das  Paraboloid  nach  einer  Parabel,  das  getheilte 
id  nach  einer  Hyperbel,  das  einfache  nach  einer  Ellipse 
(Wird  eines  der  beiden  Hyperboloide  von  der  ®o  "ach 
ibel  geschnitten,  so  gibt  es  parallel  mit  @o  statt  einer 
en  Berührungsebene  eine  asymptotische  Ebene,  welche 
e  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  berührt  und  bei 
üelegenbeit  noch  zur  Sprache  kommen  wird.) 

Denkt  man  in  der  schon  benützten  Fignr  die  Gera- 
nd  WD  gezogen,  so  werden  sich  diese  in  einem  Punkte  S 
der  q  0  schneiden.  Ein  Kegel,  welcher  S  zur  Spitze 
und  die  Ellipse  VW  zur  Leitenden  hat,  wird  von 
der  Ebene  CD  geschnitten  nach  einer  der  Ellipse 
VW  ähnlichen  Ellipse  über  der  Aie  CD,  d.  h. 
nach  der  anf  dem  Hyperboloid  liegenden  Ellipse  CD 
ttckt  die  Ellipse  CD  auf  dem  Hyperboloid  parallel  gegen 
so  ändert  sich  der  durch  beide  Ellipsen  gehende  K^;el, 
!e  aber  bleibt  auf  gO;  seine  Mantellinien  werden  sämmt- 
leichzeitig  zu  Tangenten  des  Hyperboloids,  sobald  CD 
^fallen  ist.  Bleibt  aber  die  Ebene  CD  in  der  ursprüng- 
rch  den  Mittelpunkt  0  gehenden  Lage,  während  VW 
egen  CD  rückt,  so  erfahrt  der  Kegel  abermals  eine 
nderung;  beim  Zusammenfallen  der  FTT  mit  CD  sind 
mmtliche  Mantellinien  Tangenten  des  Hyperboloids  ge- 
igleich  aber  unter  sich  parallel  (da  die  Tangenten  des 
in  C  und  D  parallel  sind),  d.  h.  der  Kegel  ist  in  einen 


ähnliche  Betrachtung  lehrt,  dass  auch  am  getheilten 
;d,  am  Paraboloid  und  am  Ellipsoid  durch  je  zwei  pa- 
ptische  Schnitte  ein  K^el*  gelegt  werden  kann,  dessen 

ibt  sogar  immer  zwei  solche  Eegel,  tod  denen  deijenige,  desfien 
chen  den  ebenen  Schnitten  liegt,  ansseT  Acht  bleiben  m^,  de 
m  BerflhrnngBkegel  fOhrt. 


Spike  3ul  dem  conjugirten  Durchmesser  liegt  und  der  in  einen 
berührend  umschriebenen  übergeht  beim  Zusammenfallen  beider 
Schnitte;  erfolgt  am  Ellipsoid  dieses  Zusammenfallen  in  einer 
durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Ebene,  so  verwandelt  Bich  der 
Dinschriebene  K^el  in  einen  Gylinder.  Ferner  überzeugt  man 
dcb  auf  demselben  Wege,  dass  die  au^esprochenen  Sätze  auch 
ftr  die  hyperbolischen  Schnitte  der  Hyperboloide  (wenn  diese 
Schnitte  am  einfachen  zwei  äussere  oder  zwei  innere  Bind)  Geltui^ 
haben;  geht  dabei  die  Ebene  zweier  zusammengefallenen  Schnitte 
durch  den  Mittelpunkt,  so  verwandelt  sich  der  berührend  um- 
schriebene Eegel  in  einen  hyperbolischen  Cylinder. 

Der  durch  zwei  Parallelschnitte  gehende  Kegel  wird  femer 
auch  dann  durch  einen  Cylinder  vertreten,  wenn  die  Ebenen  bei- 
der Schnitte  auf  beiden  Seiten  des  Flächenmittolpunkts  in  gleichen 
A.b3tänden  von  diesem  liegen ;  als  Eichtlinie  des  Cylinders  erscheint 
der  den  Schnitten  conjugirte  Durchmesser. 

t  Wenn  bei  zwei  ähnlichen  Ellipsen  oder  Hyperbeln  die  gleicbnamigen 
Aien  in  dieselben  Geraden  fallen  (so  dass  alao  ancli  der  Uittelpankt  gemmo- 
uhafUich  ist) ,  so  soll  die  gegenseitige  Lage  beider  Corven  eine  „aiial  ent- 
sptechende"  (oder  in  Abkflranng  eine  „entsprechende")  heissen.   Niramt  man 

Darchmesser ,  welcher  einer  Reihe  von  elliptischen  oder  hjperbolischen 
PanUelschnitten  an  einer  der  betrachteten  Flächen  conjngirt  ist,  als  Kich- 
tuigdinie  schiefer  Piojectionen  and  eine  jener  Schnittebenen  als  beiOgliche 
Qnndebene  bd,  so  haben  die  Projectionen  jener  Paxallelachnitte  (soweit  dieM 
am  ein&chen  Hjperboloid  ähnlich  dnd)  unter  sich  solche  „entsprechende 
Lagen". 

306.  Durch  Di  sei  ein  beliebiger  Durchmesser  des  Drehungs- 
eUipsoids  oder  ein  reeller  Durchmesser  in  einem  der  Drebongshy- 
perboloide  bezeichnet;  ^i  bedeute  eine  durch  den  Mittelpunkt  der 
fläche  gelegte  Ebene  („Diametralebene"),  welcher  jener  Durch- 
messer conjugirt  ist,  "Jt  eine  beliebig  durch  D^  geführte  Ebene.  Da 
die  durch  die  Endpunkte  von  Di  gehenden  Berflhrungsebenen  paiaUel 
mit  El  sind  und  die  Ebene  ^  ihnen  nach  parallelen  Tangenten 
der  in  91  fallenden  Schnittcurve  begegnet,  so  ist  Di  auch  für 
diese  Curve  ein  Durchmesser,  und  derjenige,  nach  welchem  die 
Ebene  31  durch  die  Hi  geschnitten  wird,  ihm  conjugirt.  Aber  3t 
ima  nach  und  nach  jede  durch  Di  gebende  Ebene  vorstellen, 
woraus  man  sieht,  dass  die  Hi  alle  mit  D,  parallelen  Sehnen 


Ispte 
den 


le  halbirt.     Diess  fo^ 

:wei  mit  Hi  parallele  Scbnitte,  welche  anf  JF),  vom 
«Ipunkt  aus  gleiche  Stflcbe  nach  beiden  Seiten  hin  ab- 
luf  einem  Cylinder  li^en,  dessen  Mantellinien  mit  D, 
d;  und  aus  diesem  Grunde  erweist  sich  der  vorige  Satz 
9n  Fall  ala  richtig,  dass  Di  einen  imaginären  Durcb- 
3  Drehungshyperboloids  bedeutet,  wobei  die  Diametral- 
velcher  er  conjugirt  ist,  das  einfache  Hyperboloid  nach 
:e,  das  getbeilte  nach  einer  Hyperbel  schneidet, 
enke  zwei  einander  eonjugirte  Durchmesser  D^,  D^iea 
1  welcher  die  Diametralebene  Hi  die  Fläche  schneide' 
B  am  einfachen  Hyperboloid  elliptisch  sein  soU),  g& 
nrch  Dl  und  D^  eine  Ebene  Es ,  durch  Di  und  Di 
H2  gelegt,  so  dass  Di,  Dg  eonjugirte  Durchmeesa 
mittcunre   der  E3,   ferner  Di,  D3    eonjugirte  Dnreh' 

durch  die  H2  erzeugten  Schnittes  werden.  Jedi 
'allele  Ebene  schneidet  die  Fläche  nach  einer  Gurre  ( 
enen  Hi,  H^  nach  Geraden  d',  d",  welche  conjughh 
ir  jener  Curve  sein  müssen,  da  d"  die  mit  d'  parallelei 
birt  und  von  d'  halbirt  wird;  also  liegt  der  Mittel' 
C  in  Dg,  oder  Dg  ist  derjenige  Fiächendurchmesser 

Diametralebene  Ha  conjugirt  ist.  Ebenso  ist  D^  dei 
lene  B^  conjugirt. 

ebungsparaboloid  versteht  man  unter  einer  Diametral- 
Ebene  welche  der  Aie  parallel  ist.  Schneiden  zwei 
;en  Hi,  Ha  sich  nach  dem  Durchmesser  Di  des  Para- 

eine  ihm  eonjugirte  Ellipse  nach  zwei  einander  zuge- 
rchmessem$2,3)3  derselben,  m  halbirt  die  Ebene  A®9 
parallelen  Sehnen  des  Paraboloids,  die  Ebene  Di  3)3  d« 
■allelen  Sehnen. 

(Vählt  man  in  der  Ebene  einer  Curve  K  einen  Punkt  Ä 
in  mit  jedem  Punkt  A  der  Curve  und  bestimmt  ani 
il  SA  den  Punkt  A'  so,  dass  SA: SA'  ein  eonstantea 

m :  m'  ausdrückt,  so  ist  der  Inb^riff  aller  Punkte  A' 
irve  K  ähnliche  Curve  E'.    (Denn  wäre  die  Ebei 

Grundebene,  K  die  Spur  eines  E^elsf  S  die  Proje 


und  sollte  der  E^el  durch  eine  zur  Gnmd- 
e  geschnitten  werden,  so  würde  die  ang^ebeue 
ojectioQ  des  Schnittes  liefern,  und  diese  dem 
gruente  Projection  ist  «^  K.)    Der  Punkt  S 
tspnnkt.  —  Man  nehme  für  K  irgmd  eine 
5gabte  Cnrve  an  und  verl^e  S  auf  diese  ^e ; 
mdrehung  tun  die  Aie  die  Curven  K,  K'  zwei 
der  Beschaffenheit,  dass  anf  jedem  von  S  aus- 
n  A,A'  treffenden  Strahl  SAA'  die  Propor- 
taon  öA. :  üa.'  =  m:m'  besteht.    Beachtet  man  zunächst  diejenigen 
Strahlen,  welche  in  eine   durch   S  beliebig  geführte   Ebene  ® 
Mea,  so  folgt,  dass  die  Flachen  F,F'  von  der  6  in  ähn- 
lichen Curven  geschnitten  werden.*) 

Sind  aber  die  Flächen  F,F'  von  der  zweiten  Ordnung, 
so  erweitert  sich  der  Satz  dahin,  dass  überhaupt  jede  Ebene  E, 
welche  sowohl  mit  der  einen  als  der  andern  dieser 
Flächen  zum  Durchschnitt  kommt,  beide  in  ähnlichen 
Curven  schneidet.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Ebene  parallel 
zu  der  vorhin  mit  ®  bezeichneten,  so  wird  jede  der  FUlchen  für 
dch  von  den  zwei  Ebenen  nach  ähnlichen  Curven  geschnitten, 
woraus  der  erweiterte  Satz  folgt.  Die  zu  den  beiden  Schnitt- 
ebenen senkrechte  Meridianebene  nimmt  von  jeder  Schnittcurve 
one  Axe  auf  (Nr.  304). 

Dabei  ist  0 ,  falls  die  Flächen  Ellipsoide  oder  Hyperboloide 
and,  auf  die  gegenseitige  Lage  der  nach  dem  neuen  Satze  er- 
Bcheinenden  Schnittcurve  von  Einfluss,  ob  der  Aehnlichkeitspunkt  8 
aof  der  Drebase  beliebig  angenommen  wnrde,  oder  ob  er  in  den 
Mittelpunkt  0  der  ersten  Fläche  F,  der  dann  auch  Mittelpunkt 
der  zweiten  Fläche  F'  wird,  gelegt  ist.  Im  letztem  Falle  haben 
die  beiden  Schnittcurven  der  E  , axial  entsprechende'  Lage 
(Nr.  305,  t))  deuB  ^ß'*  Durchmesser,  welcher  der  zu  E  parallelen 
Diametralebene  in  Bezug  auf  F  conjugüii  ist,  hat  dieselbe  Be- 

*)  DanebeD  kann  noch  der  Satz  bemeiklich  gemacht  werden :  Läset  man 
i^end  einen  ebenen  Schnitt  der  einen  FiBche  als  Leitende  eines  Segels  gelten, 
itx  seine  Spitze  in  S  hat,  so  schneidet  dieser  Kegel  die  andere  FlOche  noch 

'inei  ebenen  Gorre,  so  dass   beide  Schnittcuiren  sich  ähnlich  und  ihre 

''iMnen  parallel  sind. 
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Cur  F',  weshalb  auf  ihm  die  Mittelpunkte  der  zu  f 
hörigen  Schnittcuiren  zusammenfallen.  Im  andern 
(wo,  wenn  D  der  Mittelpunkt  der  ersten  Fläche  F 
punkt  B'  der  zweiten  aus  SB:  SD'  ^ mim'  sieh 
)  konnten  die  beiden  Durchmesser,  welche  in  F 
tellai^  E  conjugirt  sind,  nnr  daim  identisch  w^- 
senkrecht  zur  Drehaxe  wäre, 
heilte  Drehongshyperboloid  hat,  wie  das  ungetheilte, 
totischen  Kegel,  welcher  bei  der  Drehung  des 
dessen  Asymptoten  miterzeugt  wird.  Lässt  man 
n  des  Meridians  unverändert,  während  die  reelle 
me  Werthe  annimmt,  so  bleiben  die  zugehörigen 
also  die  Drehnngsflächen  selbst  sich  ähnlich,  auch 
derselben  jene  Äxe  ungemein  klein  geworden  ist 
i  eine  von  zwei  ähnlichen  Hyperboloiden  dem  ge- 
in  asymptotischen  Kegel  so  sehr  angenähert  werden 
1  seine  Schnitte  von  den  Schnitten  des  Kegels  nicht 
lidea  lassen,  so  ist  zu  schlieesen,  dass  ein  getheiltes 
id  sein  asymptotischer  Kegel  von  jeder  Ebene  nach 
entsprechend  liegenden  Curven  geschnitten  werden. 
einfaches  Hyperboloid  und  seinen  asymptotischen 
bnliches.  In  Betreff  hyperbolischer  Schnitte  dieser 
r  Satz  schon  in  Nr.  304,  c  begründet ;  zugleich  ist 
ngeze^,  dass  sich  in  diesem  Falle  der  Sats  anf 
itte  des  Hyperboloids  beschränkt, 
tezug  auf  ein  Drehungshyperboloid  eine  Diametral- 
en Durchmesser  B  conjugirt,  so  sind  sie  auch  con- 
g  auf  den  zugehörigen  asymptotischen  Kegel. 

[nmt  man  in  einem  nicht  durch  Drehung  entstan- 
d,  Hyperboloid  oder  elliptischen  Paraboloid  die 
in  Nr.  301  als  feste  Leitlinie  für  die  veränderliche, 
engende  Ellipse  gedient  hat,  zugleich  als  Meridian 
durch  Drehung  zu  bildenden  Fläche  an,  so  ist  die 
ine  Ableitung  aus  der  zweiten  (Nr.  275),  wobei 
r  gemeinschaftlichen  Cnrve  die  Gnmdebene ,  die 
senkrecht  zu  ihr  und  das  AbleitungBverhältniss  dem 


1 


—   3n    - 

ler  erzeugenden  Ellipse  gleich  ist 
ergibt  jeder  ParaUelkreis  der  I 
I  Lage  der  die  andere  Fläfihe  erzeuf 
ekebrt  kann  auch  die  Drehungsfl: 
ndern  ai^esehen  werden, 
an  jedem  der  Drehungshyperboloii 
tnter  Beibehaltung  des  TerhältnisE 
m  Kegel  ans,  so  erhält  man  für  d 
}loide  ebenfalls  asymptotische  K^ 
man  jetzt,  dass  die  zu  Ende 
eitLfachen  Drehungsbyperbolo 
Sätze  auch  für  das  allgemei: 
id  seinen  asymptotischen  Ke 

Jer  zu  Anfang  der  vorigen  Numm 
3  zuMehst  wieder  in  Verbindung  r 
3ä«he  F'  gedacht  werden  soll,  si 
.  nach  einer  Curve  6  geschnitten. 
F.  Die  anf  der  Fläche  F-  lie 
wieder  eine  ebene  Curve  (Nr.  27 
lie  zweiter  Ordnung;  folglich  ist 
ch  6'  gehenden  Cylinders)  eine  ] 
eher  Art  mit  ß'. 

nun  beliebige  Parallelschnitte  der 
ebenen,  Berührungaebenen  jc.  dera 
n  Ableitungen  wieder  aufsucht  un 
lältniss  umgekehrt  denkt,  so  das: 
3  System  von  Linien  und  Ebenen  ; 
mmenhängenden  erscheint ,  gelanf 
n  Nr.  275)  zu  der  TJeberzeugung, 
mtwickelten  Hauptsätze  auch 
t  durch  Drehung  entstandenen 
werden  können, 
meine  Ellipsoid  koonen  die  meiste 
umten  Eigenschaften  der  K;^l  entno 
larallelen  Ebenen  nach  Kreisen  geschnittei 
den  Ebenen  genkrechten  DnrchmeBser 
n  Endpunkten  des  DoichmessetB  sind  dei 
jener  Ereisscboitte  gehen  zwei  £^el,  de 
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dem  Darclmiesser  liegen;  ein  Kegel,  ans  einem  Pqdki«  sdi  aer  veimngenuig- 
'  "  '  ifisers  um  die  Engel  besclirieben,  berObrt  8ie  Dacb  einem  Kreise, 
;  senkrecht  zum  DarohmesBer  ist;  dieser  Kreis  wird  ein  gtOaster, 
figel  in  einen  zum  Durchmesser  parallelen  Cjlindet  öbergeht. 
Mittelpunkt  der  Kugel  lassen  sich  unendlich  viele  Gruppen  von 
twinkelig  verbundenen  Ebenen  legen,  deren  jede  die  Kogelsehnen 
he  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  andera  ptLiallel  sind.  —  Alle 
lehnen  sich,  nnter  den  bekannten  Modificationen,  zuerst  auf  das- 
!llipaoid  ans,  indem  man  dasselbe  als  eine  orthogonale  Ablei- 
Igel  entstehen  läsat,  wobei  eine  Diametralebene  der  Kugel  ab 
dient;  sodann  erweitern  sie  sich  auf  die  oben  angegebene  Weise 
üllipsoid. 

imt  bei  Ableitung  der  Flache  F  ans  F'  (oder  umgekehrt)  du 
,  dessen  Ebene  senkrecht  z\a  Gmndebene  der  Ableitung  etehtr 
benerwähnte  projicirende  Cjünder,  auf  welchem  ein  Schnitt  und 
nng  liegen  sollen,  nicht  mehr  vorhanden.  Dass  auch  in  diesem 
nur  der  Ereia  eine  Ellipse,  sondern  überhaupt  jede  Linie  zweiter 
ieder  eine  Curve  gleicher  Art  zur  Ableitung  hat,  ist  leicht  in 
!e  CuTven  haben  eine  in  der  Qmndebene  liegende  Axe  gemdn. 
»rtionale  Verkürzung  der  zur  Axe  senkrechten  Ordinaten  einer 
rabei  oder  Hyperbel  entateht  wieder  eine  Ellipse,  Parabel  oder 
lenn  man  konnte  die  Curve ,  der  die  verkOraten  Ordinaten  za- 
la  eine  Projection  der  andern  auf  ihre  ursprüngliche  Ebene  er- 
idem  man  diese  andere  um  die  Axe  in  eine  neue  Lage  gedreht  bat 
I.  Ein  hyperbolisches  Paraboloid  lässt  sich  durch 
Dicht  aus  einer  Drehiingsöäcfae  erhalten,  wohl  aber  auR 
m  Fläche  gleicher  Art,  in  welcher  die  erzeugende  Pa- 
er  fföten  Parabel  5p  congrnent  ist. 
<sem  besondern  Falle  hat  das  Paraboloid  die  augenfällige 
't,  dass  die  beiden  Parabeln,  deren  Scheitel  man  sich 
n  der  Erzet^ungsbewegung  in  einem  Punkte  S  ver- 
denken hat,  gegenseitig  ihre  Bedeutungen  yertauschen 
ine  dass  die  erzeugte  Fläche  eine  andere  wird.  Nimmt 
irsprüngliche  (durch  S  gehende)  Ebene  ®  der  Parabel  P 
ebene  orthogonaler  Ableitung ,  und  bildet  ans  dem  Pä' 
PSß]  ein  abgeleitetes,  in  welchem  der  Parabel  ^  die 
bei  5jB'  entspricht,  so  rücken,  falls  P  die  erzeigende 
-,  alle  ihre  Lagen  in  Folge  des  Ableitens  in  andere 
f  von  ®,  bleiben  aber  sich  congruent;  war  dag^en  P 
Parabel  genommen,  so  verwandeln  sich  durch  die  näm- 
Itung  alle  Lagen  der  beweglichen  ^  in  neue  Parabeln, 
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sind.     Sind  daher  in  zwei  : 

-.-r-Jnglich  zwei  ungleiche  Par 

mit  gemeinsamem  Scheitel  nnd  entgegengesetzten  Äsei 
gegeben,  so  ist  es  für  das  zu  erzeugende  Faraboloid  g 
welche  der  beiden  Curven  man  an  der  andern  hin  bew 

n.  Das  hyperbolische  Paraboloid  kann  aus  dem 
Hyperboloid  als  ein  Qrenz&ll  hervorgehen. 

Eine  zwischen  zwei  Funkten  S,  S'  des  Grundschni' 
mene  Strecke  stelle  die  grosse  Axe  einer  in  der  H-Ebent 
Ellipse  E  und  zugleich  die  reelle  Aie  einer  in  der  V-Eb 
den  Hyperbel  H  vor;  H  sei  die  feste  Leitcurve  (Nr.  301 
dnfaches  Hyperboloid,  E  die  Anfangsl^e  der  Ellipse  wi 
ihre  Bew^ung  die  Fläche  erzeugen  soll;  das  Hyperbo] 
ist  durch  beide  Gurren  völlig  bestimmt.  Um  diese  Cu 
n  bestimmen,  braucht  man,  wenn  die  Länge  2a  de 
suoen  Axe  bekannt  ist,  nur  einen  der  gemeinsamen  £ 
den  zu  ihm  gehörigen  Brennpunkt  F  der  Hyperbel  und 
&ll3  auf  der  Seite  von  S  liegenden  Brennpunkt  ^  der  I 
nisetzen.  Der  zweite  Scheitel  S'  und  die  mit  ihm  zu 
hörigen  Brennpunkte  F'  und  ^'  werden  (da  immer  S'F' 
S'g'  =  Sg)  in  um  so  grössere  Entfernung  vom  festen 
rficken,  je  grösser  «  angenommen  wird.  Um  F'  und 
der  V-  und  H-Ebene  die  beiden  Kreise  K,  St  mit  dem  Hai 
beschrieben,  welche  von  zwei  durch  F  und  S  gehend 
berührt  werden  mSssen,  wenn  die  Mittelpunkte  dieser 
Corven  ff  uoi  E  durchlaufen  sollen  (Nr.  225.  226). 
setzfem  Wachsen  von  «  werden  die  Kreise  Z",Ä  imi 
und  können  beide  gleichzeitig  einer  geraden  Linie  si 
bracht  werden  als  man  will.    Werden  sie  wirklich  du 

*  Ans  Obigem  ei^bt  sich  jetzt  sehr  einfach  die  in  Ni. ; 
kitndigte  zweit«  Erzen^ngsart  des  elliptischen  Parabobids. 
dei  nnprOnglichen  Definition  geht  dieses  in  eine  Drehnngsflächc 
die  erzeugende  Ellipse  ein  Kreis  ist;  nach  Ni.  804,  b  kann  dies 
meagt  werden  durch  angemesseoe  Bewegang  einer  dem  Meridian 
Paiahel.  Also  lässt  sich  ana  der  Drehfiäche  doB  allgemeine  elli] 
Iwloid  mittels  Ableitung  auf  doppelte  Weise  herstellen,  entwedf 

ickfflhrung  des  Kreises  auf  eine  Ellipse,  oder  durch  Äendemng  i 

anbei. 
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izt,  so  erhält  man  statt  der  Garven  II,E  zwei  Pa- 
^L  Nr.  234),  welche  H-^  txoA  E-^  heissen  mögea; 
n  Hyperboloid  zur  H-Ehene  parallelen  und  der  E 
Uipsen  werden  Parabeln,  und  zwar  vom  nämlichen 
rle  die  E-fß;  denn  die  Parameter  ähnlicher  ElHpsen 
Ibe  Verhältniss  wie  deren  grosse  Axen,  nähern  sich 
aid  mehr  der  Gleichheit ,  je  nnerhebllcbor  der  IJnter- 
hen  den  Längen  der  in's  Unendliche  strebenden  Äien, 
oit  diesen  Längen,  wird.  Man  ersieht  hieraus,  das 
in  welche  das  Hyperboloid  nach  dem  unendlichen  An- 
i  a  übergeht,  direct  zum  Vorschein  kommt,  wenn  die 
bene  entstandene  Parabel  E-^  an  der  in  der  V-Bbene 
tn  H-^  sich  so  fortbewegt,  wie  es  in  Nr.  301  für 
der  5ten  Fläche  vorgeschrieben  ist. 
m  Punkte  S-  ftllt  der  Mittelpunkt  0  der  Hyperbel  H, 
äre  Axe  und  der  durch  S'  gehende  Hyperbelast  in'a 
Da  am  Hyperboloid  jeder  elliptische  Schnitt  bei- 
der Hyperbel  b^egnet,  verändern  sich  am  Parabo- 
iir  die  schon  erwähnten  zur  H-Ebene  parallelen  Ellipsen 
,  sondern  überhaupt  alle  elliptischen  Schnitte.  Am 
waren  elliptischen  Parallelschnitten  von  beliebiger 
id  nur  den  elliptischen)  imaginäre  Durchmesser  con- 
nn  es  nun  am  Faraboloid  solche  Schnitte  nicht  mehr 
es  hier  auch  keine  imaginären  Durchmesser  mehr 
r  noch  vorhandene  Durchmesser  ist  parallel  zu  SO 
iner  seiner  Endpunkte  ist  in  unendliche  Eerne  gerückt, 
Hr.  54)  sowohl  rechts  als  links  vom  andern  Endpunkt 
den.  Bezüglich  der  einem  solchen  Durchmesser  con- 
initte  trägt  sich  das  für  das  Hyperboloid  Gesagte  auf 
ill  über.  Die  Schnitte  sind  Hyperbeln,  deren  eine 
Glerade  ersetzt  wird  wenn  die  Ebene,  weldie  dann 
inde  wird,  durch  den  Punkt  D  geht,  wo  der  Durch- 
Fläche  schneidet;  die  Parailelschnitt«  bilden  zwei 
eine  auf  einerlei  Seite  von  D;  die  Gurren  der  näm- 
tpe  sind  unter  sich  ähnlich ;  Curven  verschiedener 
iben  ungleiche  ^Asymptotenwinkel",  deren  einer  das 
des  andern  ist.    (Die  beim  wirklichen  Hyperboloid 
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Nr.  310. 


zur  Unterscheidung  beider  Gruppen  gebrauchten  Ausdrücke  ,  innere 
und  äussere  Schnitte^  passen  jetzt  nicht  mehr.) 

Die  (in  0  auf  der  H-Ebene  senkrechte)  imaginäre  Axe  der 
Hyperbel  H  ist  zugleich  imaginäre  Axe  des  Hyperboloids  [HE^. 
Jede  durch  sie  geführte  Ebene  U  schneidet  diese  Fläche  nach 
einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  Mantellinien  des  asymptotischen 
Kegels  darstellen.  In  Folge  fortwährenden  Wachsens  von  a  wird 
jene  Axe  zur  unendlich  fernen  Geraden  der  V-Ebene,  also  U  pa- 
rallel zur  V-Ebene.  Die  zur  V-Ebene  parallelen  Schnitte  des 
Paraboloids  sind  aber  identisch  mit  den  verschiedenen  Lagen  der 
Parabel  H-%  wenn  man  diese  (vergl.  I.)  statt  der  E-^  zur  Er- 
zeugung des  Paraboloids  in  Bewegung  setzt.  Fragt  man  jetzt, 
was  aus  dem  asymptotischen  Kegel  geworden,  so  sollten  (da  die 
Spitze  0  unendlich  fem)  seine  Mantellinien  parallel  zu  St^  und 
zugleich  Asymptoten  parabolischer  Curven  sein,  während  doch 
eine  Parabel  keine  wirklichen  Asymptoten  zulässt.  Jede  Parabel 
wird  von  einer  zu  ihrer  Axe  parallelen  wirklichen  Geraden  ihrer 
Ebene  nothwendig  geschnitten ;  soll  eine  Gerade  solcher  Eichtung 
als  berührend  gedacht  werden  können,  so  muss  sie  ganz  im  un- 
endlichen liegen;  der  asymptotische  Kegel  verschwindet  also  völlig 
in  unendlicher  Entfernung. 

III.  Die  auf  dem  Hyperboloid  vorhandenen  zwei  Systeme  ge- 
rader Linien  verbleiben  auch  dem  Paraboloid.  Von  den  bezüg- 
lichen Sätzßu,  mit  deren  Erwähnung  die  Nr.  308  schloss,  kommen 
diejenigen  in  Wegfall,  welche  mit  dem  verschwundenen  asympto- 
tischen Kegel  Zusammenhang  haben^  und  auch  die  übrigen  er- 
leiden Modificationen,  auf  welche  noch  (Nr.  331)  zurückzukom- 
men ist. 

An  merk.  Wie  das  einfache  Hyperboloid  in  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid, so  kann  sich  das  getheilte  in  ein  elliptisches  Paraboloid  verwandeln, 
indem  man  die  leitende  Hyperbel  in  eine  Parabel  übergehen  lässt.  Anderer- 
seits erscheint  das  elliptische  Paraboloid  anch  als  Grenzfall  eines  EUipsoids, 
dessen  leitende  Ellipse  in  eine  Parabel  ausgeartet  ist.  Zwischen  dem  unge- 
iheüten  und  dem  getheilten  Hyperboloid  steht  inmitten  der  asymptotische 
Kegel  als  gemeinschaftlicher  Grenzfall.  Da  endlich  ans  einem  Eegel  zweiter 
Ordnung  (je  nach  Wahl  der  Leitenden)  jede  der  drei  Cylinderflächen  werden 
kann  und  diese  Cylinder  selbst  sich  ineinander  ftberführen  lassen,  so  sieht 
man,  wie  zwischen  allen  Flächen  zweiter  Ordnung  stetige  Uebergänge  mög- 
lich sind. 
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ITmliälliiQgsfi&ohen . 

Wenn  eine  Fläche  sich  nach  einem  vorgescfariebeneD 
stig  bewegt,  so  wird  im  Allgemeinen  jede  Lage  der- 

der  unmittelbar  darauffolgenden  nach  einer  (geraden 
men)  Linie  geschnitten,  und  der  Inbegriff  aller  dieser 
let  eine  stetige  Fläche,  welche  die  UmhUllungsfläche 
genannt  wird.  Jene  Linie  selbst  nennt  man  die  Cha- 
ik  der  Umhüllungsfläche,  weil  durch  sie  der  besondere 
der  letztern  eben  so  deutlich  angezeigt  ist  wie  durch 
iche  Fläche.     Man  sieht  leicht,  dass  man  die  Umhfil- 

auch  durch  Bewegung  der  Charakteristik  entstehen 

3. 

ewegliche  Fläche  kann  zugleich  auch  ihre  Gestalt  nach 
immten  Gesetze  ändern;  sie  heisst  die  umhüllte,  nnd 

derselben  wird  von  der  ümhüllungsfläche  nach  der- 
nie  berührt,  welche  durch  den  Schnitt  dieser  Lage 
imittelbar  darauffolgenden  entsteht.    Diese  Linie  (die 

Lage  der  Charakteristik)  gehört  nämlich  sowohl  ia 
als  der  umhüllenden  Fläche  an,  und  irgend  eine  Tau- 
Charakteristik  ist  also  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
hen;  ferner  beschreibt  (wenn  man  die  Ümhüllungsfläche 
igung  der  Charakteristik  erzeugen  wiU)  der  Berührungs- 
r  solcken  Tangente  beim  üebergange  der  Charakteristik 
mdlich  nahe  Naehbarlage  einen  unendlich  kleinen  Weg 
urenelement,  welches  auf  beiden  Flächen  zugleich  li^ 

Yerlängerung  demnach  eine  zweite  gemeinschaftliche 
st.  Folglich  entspricht  beiden  Flächen  für  jeden  Punkt 
teristik  eine  gemeinschaftliche  Berührungsebene,  oder 
1  berühren  sich  in  allen  Punkten  der  Charakteristik. 

(Umhüllte  Ebenen.)  Ist  die  umhüllte  Fläche  eine 
ist  die  Charakteristik  nothwendig  eine  gerade  Linie. 
'einanderfolgenden  L^en  der  umhüllten  Eb^e  bringen 
landerfo^ende  Lagen  der  Charakteristik  hervor,  und 
m  (da  sie  beide  in  der  mittleren  Ebene  liegen)  ent^ 
Uel  sein  oder  sich  achneiden.  Im  erstem  Falle  ist  die 
jfläehe  eine  Cylinderfläche;  im  andern  Falle  gehef 
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teristi 
le  ist 
die  beiden  SchDittpunkte  auf  je  drei 
zwischen  sich  ein  uneDdlich  kleine 
L^e,  und  dann  hat  man  diese  an 
die  Elemente  einer  Curve  zu  betracb 
L^en  der  Charakteristik  Tangente 
hüllten  Ebene  ist  eine  Oseulations 
durch  zwei  benachbarte  Elemente  i 
Curre  heisst  die  Rückkehrcurve 
in  ihr  zwei  Mäntel  der  letztem  zus 
Weise  wie  zwei  Zweige  einer  Cnrve 

t  ttm  ein  Beispiel  yob  der  Umhüllung 
Iwse  man  diese  sich  so  hewegen,  dass  sie  bei 
normal  bleibt.  Ist  diese  Cnrre  eben,  so 
Hokiecbt  auf  der  Ebene  derselbeit,  und  i 
liehen  Ebene  ist  also  eine  Cjlinderflache. 
meht  sphärisch,  vgl.  Nr.  251],  so  wird  die 
torve  erhalten. 

Es  kann  voTkomraeo,  dass  an  einer  bc 
drischen  UmhUUnngsMche  ansnahmsweis 
logen  der  Charakteristik  parallel  werden-, 
ünen  anendlich  fernen  Funkt.  Bei  dem 
tin,  wenn  die  gewundene  Curve,  anf  we] 
bleiben  soll,  einen  Wendepunkt  oder  einen 

313.    (UmhfiUte  EngelD.) 

Kugelfläche  in  irgend  einer  Linie  L 
teristik  ihrer  Umhüllungsfläche  ein  ] 
malebene  der  L  liegt;  denn  die  E 
chem  sich  zwei  Kugeln  schneiden,  ! 
bindongslinle  ihrer  Mittelpunkte,  und 
fär  zwei  unendlich  nahe  Lagen  der 
Elemente  der  L. 

Wenn  i  gerade  ist,   so  mus 

*  Eine  BQckkehicnrvs  kann  auch  be 
kommen,  deren  Charakteristik  eine  krumi 
1uia  (ebenso  wie  vorhin)  durch  die  Durchsi 
»  Charakteristik. 
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constantem  oder  gesetzmässig   veränderlichem  EngelhalbmesBei) 

immer  eine  Drebungsfläche  sein,  welche  die  L  zur  Srebungsaxe, 

die  GhaTakteristik  zum  ParaUelkreis,  und  zum  Meridian  die  üm- 

hüllungslinie  der  grössten  Kreise  hat,  nach  welchen  eine  durch  L 

gellte  Ebene  die  verschiedenen  Lagen  der  Kugel  schneidet. 

man  irgend  eine  vorgegebene  Drebungsfläche  als  0m- 

Bftche  einer  Kugel  erscheinen  lassen,  so  hat  man  den 

nkt  der  bew^lichen  Kugel  in  die  Drehungsaie  zu  legen 

1  Halbmesser  immer  die  Normale  des  Meridians  zu  neb- 

Iche  vom  Kugelmittelpunkte  ausgeht  und  bis  an  die  Pen- 

es  Meridians  reicht. 

ibt  der  Halbmesser  der  Kugel  constant  (während  L  entwe- 
de  oder  krumm  ist),  so  ist  die  Charakteristik  ein  grösster 
id  die  UmhfiUungsfläcbe  selbst  heisst  eine  Bdhrenf  lache, 
jraden  Bahn  des  Kngelmittelpuntts  entspricht  dann  als 
j^ääche  ein  Drehnngscylinder,  —  einer  kreisförmi- 
m  ein  Wulst  (vgl.  Nr,  290*),  denn  die  Ebene  der  Cha- 
ik  geht,  da  sie  immer  normal  auf  der  Kreisbahn  bleibt, 
Li^en  durch  eine  Gerade,  welche  im  Mittelpunkte  des 
senkrecht  auf  seiner  Ebene  steht  und  die  Drehungsaie 
istes  abgibt. 

rShrenßimife  Fläche,  welche  unter  Anderem  auch  d&dnrch  beson- 
Tesae  gewährt  dasa  sie  eine  BflckkehrcarTe  hat,  wird  spitei 
noch  zar  Sprache  kommea.  Hier  nher  mag  als  Beispiel  ftlr  die 
■  einer  BAhrenfläche  diejenige  dienen,  bei  welcher  der  Mittelpiult 
eine  Schraubenlinie  durchläuft.    Die  Äie  der  Schraabenlinie 


Qmrise  der  ümhQUnngsfltLche  auf 


gslinie  for  die  gleichnamigen  Prqjectionen  der  fortschreitenden  Cbv 


Diese  Projectionen  sind  Ellipsen 
mmen,  und  diese  dem  EngeUnrchi 


r  der  Gmndebenen  ist  die 


welche  in  der  groesen  Aie 
gleichen  Aien  bleiben 


if  der  Projection  der  Schranbenlinie,  denn  jede  solche  Aie  ist 
parallel  lor  Spnr  der  Normalebene,  in  welcher  die  betreffende  Cba- 
L  liegt  Eine  Lage  der  veränderlichen  Ellipse  wird  von  der  nächsten 
ge  in  Punkten  geschnitten,  die  den  Scheiteln  anendlich  nahe  liegen, 
e  Umhüllnngslinie  der  EUipeen  jede  einzelne  in  den  Scheiteln  selbst 
Man  kann  daher  den  Umriss  der  Böhrenfläche  aU  geotnetrinchen 
Punktes  betrachten,  welcher  auf  einer  Normalen  lor  Projection 
nbenlinie  nnd  von  dieser  um  den  Kugelhalbmesser  entfernt  lieg^ 
ich  als  UmhAllongslinie  fQr  den  (ans  einem  grossten  Ereis  beitebot- 


I 
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reitenden  Engel,  nnd  diese  letztere  Anfl 

un  beqnemateii  zeiclmen. '  —  Bei  den 

wird  der  horizontale  UmriBa  doich  zwc 

[-Projectipn  dei  Schronbeiilinie  concentrie 

irhSlt,  wenn  man  den  Halbmeaser  die« 

r  Termehrt  nnd  vermindert.    Der  veit 

fim  ftbwlnten  Sinne)  besteht  noa  einzehieii  getrennten  Theilen. 

man  die  Kreise  vom  Pankte  a'  una  bis  nun  Pnnhte  c'  verfolt 

obere  Umlifllliingfilinie  zieht,  so  bricht  diese  in  einem  Pnnkte  a 

mit  genBgender  Amiähenmg  dortbin  setzen  kann ,  wo  die  berQh 

m  den  nm  c'  beschriebenen  Ereis  stosst;  von  jenem  Punkte  ai 

nämlich  die  Linie ,  welche  bisher  die  HOcceBHiven  Kreise  Ton  au 

kt,  nicht  mehr  in  dieser  Weise  fortsetzen,  weil  der  Fnnkt  inn 

nächstfolgenden  Kreises  liegt.    Folgt  man  der  Umhällnngslinie  to 

TOTW&Tts  und  rfickwärts,  so  kommt  man  ans  fthnlicben  Grund 

Pnnkte  tf',z',  aber  welche  sie  nicht  hinaus  will.    Derselbe  Fal 

nch  fQr  jeden  Umgang  der  SchmnbenliDie. 

Dieses  plötzliche  Abbrechen  einer  nach  bestimmtem  Gesetze  i 
Corre  ist  aber  nnr  scheinbar;  jene  Pnnkte,  in  denen  einzebe  i 
n  enden  scheinen,  sind  Rfickkehrpnnkte  der  nnnnterbroch 
iviscben  je  zweien  zum  nämlichen  Halbgang  der  Schranhenlin 
(wie  y'  und  n')  verläuft  ein  sie  verbindender  Bogen,  der  seini 
g^n  den  benachbarten  Doppelpunkt  wendet  nnd,  in  relativem 
Ms  dem  Ilmriss  angehört  (in  der  Figur  aber  nicht  gezeichnei 
sieht  einen  solchen  Bogen  am  leichtesten  entstehen,  wenn  man 
Unie  von  dem  Pnnkte  beschreiben  Usst,  der  auf  der  fbrtschrei 
malen  der  Cnrve  a'b'e'd' ...  um  den  EogelbalbmeBser  Abstand  < 
hUt.  Will  man  aber  den  Umriss  als  UmhOllnngslinie  des 
Kreises  betrachten,  so  kommt  der  Bogen  durch  die  successiven  D 
von  Kreislagen  (deren  Mittelpunkte  sich  zwischen  c'  nnd  b;  soi 
C  und  d'  einschalten)  ebenfalls  zustande;  nm  reihen  sich  jetzt 
punkte  auf  den  Kreisen  in  einem  dem  frflheren  entgegengesetzte 
Önander  nnd  die  betreffendeD  Ereislagen  werden  von  innen 
Bogen  berOhrt,  (Die  znerst  citirte  Erzeagungsart  der  Umrisalimi 
die  Rückkehrpunkte  auf  der  Evolute  der  Cnrve  a'b'e'd'..  liege] 
wiche  BQckkehrpnnkte  nur  dann  eiistiren,  wenn  der  Xagelbalbnii 
ist  als  der  Ertlmmungsbalbmesser  der  Cnrre  a'b'e'd'  im  Scbeitc 

314.  (Tinhfillte  Gylinder.)  Denkt  m^  sich  < 
derfläche    in    unveränderlicher  Verbindung    mit   einer 

*  Man  sieht,  dass  jede  Normale  ftlr  die  Protection  der  Sc 
mgleich  eine  Nonnale  fflr  den  Umriss  ist.  Der  Dmriss  ist  eine  ,ä 
Cnrve  oder  .Parallelcnrve"  zu  jener  Projection. 


mit  der  mchtlinie  des  Gylinc 

und  bew^  den  Cylinder  um  diese  Gerade,  so  tritt  als 

uhüllungsääche  eine  Drehungsflä^he  auf.     Jeder  Mantel- 

s  Cflinders  entspricht  als  ünihüllungslinie  ein  Parallel* 

Der  Meridian  der  Drehungsääche  ergibt  sich  als  Chara^- 

der  Umhfillungsällche. 

le  durch  0mhüllmig  einer  con3tani«n  Kugel  entstandene 

ist  zugleich  auch  die  UmhüUiingsfläche  eines  Drehuags- 

i,  dessen  Axe  sieb  als  Tangente  der  Cmre  fortschiebt,  in 

der  Mittelpunkt  der  Kugel  lief. 

). '  (Umhaute  K^el.)     Die   umhüllte  Mäche  sei  ein 

ar  Kreiskegel,  dessen  Äxe  mit  der  Axe  irgend  einer  Dreh- 
fie  zusammenfällt.  Bewegt  sich  nun  die  Spitze  des  Kegels 
)rehungsaxe  fort,  und  ändert  sich  dabei  der  Kegel  so,  dass 
ine  bestimmte  Meridianebene  fallenden  Mantellinien  st«ta 
en  an  der  Meridiancurve  sind,  so  ist  klar,  dass  als  seme 
ingsfläche  die  Drehungsfläche  selbst  entsteht  und  als  Cha- 
ik  der  veränderliche  Farallelkreis  dieser  Fläche  erschein! 
:tze  d^  Kegels  kann  sich  dabei  auch  in  unendliche  £nt- 

Yerlieren,  so  dass  der  Kegel  in  einen  Cylinder  übergeht.) 
:  Spitze  eines  Kegels  bewege  sich  in  der  Bichtung  eiDer 
ae;  die  in  der  Ebene  der  Ellipse  liegenden  Mantellinien 
ingenten  an  dieser;   die  Basis  des  Kegels  sei  eine  andere 

welche  sich  stets  ähnlich  bleibt  und  zu  einer  Axe  die 
ingslinie  der  Funkte  hat,  in  denen  die  erwähnten  Man- 

die  Ellipse  berühren;  dann  wird  die  ümhüllungsflädie 
eis  das  in  Nr.  301,  1   aufgeführte  EUipsoid  sein.   (Anf 

Weise  können  die  Flächen  2,  3,  4  der  Nr.  301  als  üm- 
flächen  eines  Kegels  zum  Yorschein  kommen.) 

h  Nach  diesen  zur  Erläuterung  ausgehobenen  Beispielen 
n  leicht  weitere  Beispiele  verwandter  Art,  oder  auch  nnter 
e  anderer  Formen  der  umhüllten  Fläche,  finden  können, 
pricht  einem  Ellipsoid,  welches  sich  ohne  Drehung  in 
le  verschiebt,  als  ümhüllungsfläche  ein  Cylinder,  —  einem 
seiner  drei  Aien  sich  drehenden  EUipsoid  ein  Paar  zi  ■ 
gehöriger  Drehungsellipsoide,  ic.) 
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ist  zu  bemerkeD,  dass  nicht 
ine  UinhüllungBääche  entepricl 
,  wenn  eine  Ebene  parallel  ft 
rerändertem  Mittelpunkt  ihren 
m  ändert,  oder  wenn  ein  Dreh 
oloid)  sich  in  seiner  Axe  versc 

fiegelflSohsn. 
,  welche  dorch  Bew^nng  eii 
inn,  wird  eine  Segelfläche 
uan  auf  ihr  nach  unendlich  d 
,B^1')  anlegen  kann.  Eii 
Seradeu  heisst  (wie  schon  fhü 
kt  wurde)  eine  Mantellinie, 
er^en  in  zwei  Klassen,  ind 
en  der  erzeugenden  Geraden  i 
oder  nicht.  Nennt  man  dei 
Flache,  welcher  zwischen  vi 
Element  der  Fläche,  so  sind 
Elemeate  eben,  und  es  ist  m< 
terbrochener  Folge  in  einer  E 
e  Fläche  selbst  in  eine  Ebene  a 
iche  entwickelbar  heisst, 
t  nicht  eben,  die  Fläche  selbst 
ne  au^espamit  werden  könnet 
gewunden). 

hen  können  nur  unter  den  1 
,  e  Fläche,  welche  sich  zu  eim 
bmchenen  Ebene  ausbreiten  lässt,  muss  auch  umgekeh 
Ebene  hergestellt  werden  können,  indem  man  diese  i 
schmale  Streifen  bricht,  deren  jeder  mit  der  Erweiten 
nachbarten  einen  äusserst  kleinen  Winkel  bildet.  Eine 
sich  aber  nur  nacli  einer  geraden  Linie  brechen  « 
FQss  die  aus  ihr  gebildete  Fläche  unendlich  viele  ge 
e  thalten  oder  eine  Eegelääche  sein. 

A)  Eutirickelbare  PUchen. 
318.    Die  Umhüllui^fläche  einer  Ebene  ist  (na 


_fe 


Kegelfische  und  zwar  eine  eniwicKeioare,  wejcne 
jristii  zur  Erzeugenden  hat.  Umgekehrt  kann  jede 
e  Fläche  (wenn  sie  nicht  gerade  eine  Cylinder-  oder 
ist)  als  die  UmhuUuugsfläcbe  einer  Ebene  angesebeD 
:^e  an  einer  gewundenen  Curve  stets  OsculationBebene 
liese  Curve  ist  die  BöckkehrcurTe.  Oder  man  kann 
,  eine  entwickelbare  Fläche  entstehe  durch  die  Be- 
ir  Geraden,  welche  an  einer  gewundenen  Gurre  sich 
[t,  dass  sie  dieselbe  fortwährend  berührt.  (Bei  der 
reducirt  sich  die  Curve  auf  einen  Punkt,  durcb 
Gerade  beständig  geht,  und  für  die  Cylinderfläctie 
isen  Punkt  in  unendlicher  Entfernung  zu  denken.) 
einer  entwickelbaren  Fläche  irgend  eine  Curve  ge- 
geht diese  nach  der  Entwickelung  in  eine  andere 
ie  über,  welche  die  Verwandelte  der  ersten  heisst. 
ines  bestimmten  Bogens  einer  solchen  Linie  kann  sich 
ntwickelung  nicht  ändern;  deshalb  ist  auf  einer  ent- 
Fläche  der  kürzeste  W^  zwischen  zwei  gegebeneo 
jenige  Curve,  deren  Verwandelte  eine  Gerade  gibt; 
ihrt  erhält  man  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei 
'  krummen  Fläche,  wenn  man  in  der  Bntwickelui^ 
I  durch  eine  Gerade  verbindet  und  hierauf  die  Fläche 
prünglichen  Gestalt  zurückbiegt.  Auf  einer  Cylinder- 
lacb  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Punkte  ein  Bogen 
ubenlinie  im  weitern  Sinne  (vgL  Nr.  257). 
inkel,  unter  denen  eine  auf  der  Fläche  Übende 
)  einzelnen  Mantellinien  schneidet,  bleiben  offenbar 
Ler  Entwickelung  dieselben.  (Wenn  daher  eine  Cy- 
lurch  eine  Ebene  senkrecht  zur  Erzeugenden  geschnitten 
ts  die  Verwandelte  des  Schnittes  eine  Gerade  geben, 
neute  des  Schnittes  senkrecht  auf  den  Mantellinien 
Die  Winkel,  unt«r  welchen  die  Elemente  der  Curve  C 
issen  (die  Contiagenzwinkel),  werden  sich  durch  die 
;  ändern,  mitbin  auch  die  Krümmungen  der  Curve. 
Falle  erleiden  jene  Winkel  keine  Aendemi^,  wenn 
die  Bückkehreurve  ist.  Denn  bedeutet  Ma  die 
bei  webher  man  die  Entwickelung  beginnt,  mid  sind 
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die  zunächst  folgenden  Mantellinien, 
ehende  schneidet,  so  dreht  man,  bebu: 
wickelang,  zuerst  das  Flächeuelement  [Mo,  Mi'\  (d.  b. 
lieb  schmale  Ebene  zwischen  Mo  und  Mi)  um  itf^  so 
es  in  einerlei  Ebene  mit  dem  Elemente  [Mi ,  Jfa  ]  1 
dreht  man  die  Ebene  [Mo,Ms^  um  M^,  bis  sie  in 
tening  der  Ebene  [M^,  M^']  fallt,  u.  s.  f. ;  nnn  ändei 
Winkel  seine  Grösse  nicht,  wenn  man  ihn  um  den  eini 
dreht;  daher  bleiben  die  Winkel  zwischen  den  einzeln 
Men  immer  dieselben,  und  diese  Winkel  sind  eben  ' 
genzwinkel  der  Rflckkebrcurve ,  da  die  Mautellinien  i 
längerten  Elemente  der  letztem  betrachtet  werden. 

319.  Setzt  man  an  die  Stelle  einer  entwickelbf 
eine  gebrochene  Fläche,  deren  ebene  Streifen  äuss* 
sind,  denkt  sich  in  der  Entwickelung  dieser  Fläche  ein 
gezi^en,  und  dann  die  Ebene  der  Entwickelung  wiei 
jprunglichen  Form  gebrochen,  so  dass  aus  G  eine 
Linie  @  wird,  so  ist  klar,  dass  die  in  einerlei  Sinn  l 
Verlängerungen  ^1,^2  zweier  aufeinanderfolgenden  1 
der  6  gleiche  Winkel  mit  derjenigen  Kaute  M  der  ( 
Hächa  bilden,  welche  durch  den  gemeinschaftliehen  Pi 
der  Bruchstücke  geht*'  Eieraus  folgt  femer,  dass 
[JtfSi],  [JMSia]  gleiche  Neigung  gegen  die  Ebene  [% 
<Nr.  109,  Zus.  2),  und  diese  Neigung  wird  von  ein 
Wiflkel  um  so  weniger  abweichen,  je  kleiner  der  Wmk 
^1  und  %2  '^^-  B^i  fortgesetzter  Annäherung  der  ; 
Fläche  an  eine  stetige  krumme  Fläche  kommt  jede 
[M%j  ],  [jlf 3:2]  der  durch  die  Mantellinie  M  gehendf 
ungsebene  unendlich  nahe;  die  Ebene  [2,^2]  aber  w: 
Osculationsebene  der  Curve  C,  in  welche  die  gebroch 
überzugehen  strebt,  und  steht  senkrecht  auf  jener  Beruh 
Man  hat  also  folgende  Sätze: 

1)  Die  kürzeste  Linie,  welche  auf  einer  ( 

>aa  entsprechende  Winkelptiar  für  eine  ander«  £ante  31 
igen  nur  dann  gleich  aein,  wenn  die  Fläche  prian 
wAre. 
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lache  zwischen  zwei  Punkten  gezogen  werden 
bneidct  jede  von  ihr  getroffene  Mantellinie  so, 

auf  derselben  aneinandergrenzenden  Elemente 
e,  in  einerlei  Sinn  verlängert,  gleiche  Winkel 
Mantellinie  bilden.* 

ie  Osculationsebene  fQr  irgend  einen  Funkt  P 
chen  kürzesten  Linie  enthält  die  durch  f  ge- 
irmale  der  Fläche,  oder  die  Flächennormale  ist  zn- 
auptnormale  der  kürzesten  Linie.'** 
äidet  diese  Osculationsebene  die  entwickelbare  Fläche  nach 

C,  so  hat  letztere  mit  der  kürzesten  Linie  C  die  im 

zusammenhängenden  Elemente  Ti,?^  gemein;  in  der 
ing  der  Fläche  hat  also  die  Verwandelte  der  C  mit 
in^en  Verwandelten  G  der  C  die  nämlichen  zwei  Ele- 
lein.    Lagen  vor  der  Entnickelung  die  an  Ti  und  Tj 

sich  anreihenden  Elemente  To,  Tg  der  C  auf  verachie- 
«n  der  Osculationsebene,  so  wird  nachher  die  Verwan- 
7  von  der  einen  Seite  der  G  auf  die  andere  übergehen; 
en  Wendepunkt  der  erstem.  Lagen  aber  die  Elemente 
'  einerlei  Seite  der  Osculationsebene,  so  gibt  F  für  die 
te  der  C  einen  Flacbpunkt. 
m  auf  einer  entwickelbaren  Fläche  irgendeine  Curve  G' 

30  kann  auf  der  Fläche  durch  jeden  beliebigen  Punkt 
e  kürzeste  Linie  Co  so  gezogen  werden,  dass  sie  dort 
ähi-t;  die  Verwandelte  der  Co  liefert  dann  eine  gewöhn- 
ente  der  verwandelten  C:    Soll  aber  die  Tangente  in 

zweiter  Ordnui^  mit  der  verwandelten  C  stehen,  so 
len  betreffenden  Punkt  P  die  Osculationsebene  der  Ct 
jculationsebene  der  C  zusammenfallen,  und  diesa  setzt 
,ss  die  Hauptnormale  der  Curve  C'  im  Punkte  J*  zu- 
male  der  Fläche  sei.    Einfacher  spricht  sieb  die  Be- 

ekehrt:  Wird  von  einem  Punkt  der  Fläche  ans  eine  Linie  n»cb 
tz  gezogen,  so  erreicht  sie  jeden  Funkt,  dnich  welchen  sie  Qber- 
kann,  anf  dem  kürzesten  Weg. 

Beispiel  fOr  den  zweiten  Satz  kommt  schon  in  Nr.  2S0  ror,  :  - 
h ,  welches  aus  einem  Funkte  der  Schranbenlinie  auf  die  A  ! 
ita  ge^t  wird,  zugleich  eine  Normale  des  Cjlinders  ist. 
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B  C  eben  ist;  denn  dai 
ae,  und  die  Bedit^Dg  i 
bene  der  Fläche  senkrech 
Curvenebene  steht. 

■f-  Ist  dabei  die  Fläche  eine  Kegel-  oder  Cylinder 
lässt  sich  für  die  Curve,  nach  welcher  sie  von  irgendeinoi 
geschnitten  wird,  leicht  zum  voraus  bestimmen,  oh  ui 
Verwandelte  Wendepunkte  oder  Flachpunkte  zeigen  wer 
jicirt  man  die  Spitze  der  Eegel&äche  auf  die  Ebene  E, 
der  Projection  Tangenten  an  die  Schnittcurve  und  hesl 
Berührungspunkte,  so  hat  man  in  denselben  Punkte  der 
Art;  denn  die  durch  je  eine  Tangente  und  die  Kegel 
f&hrten  Ebenen  sind  BerOhrungsebeuen  des  Kegels  und 
auf  E.  Geht  die  Kegelfläche  in  eine  Cylinderfläche  übi 
man  deren  Richtlinie  auf  die  Ebene  E  zu  projiciren 
Tangenten  parallel  zu  dieser  Projection  zu  ziehen.  (I 
Cjlinderschnitt  existiren  solche  Punkte  immer,  w«in  di 
curve  in  sich  geschbasen  ist.  FSr  den  Schnitt  einer  £ 
gibt  es  keinen  solchen  Punkt,  wenn  das  aus  der  Kegel 
die  Schnittebene  gefüllt«  Loth  in's  Innere  des  K^els  f 

330.  Wenn  man  eine  Ebene  E  sich  so  bewegen  1 
sie  nach  und  nach  mit  allen  BerÜhrungsehenen  einer  i 
baren  Flache  F  zusammenfällt,  jedoch  nur  in  Folge  s 
Drehnngen  um  die  einander  unendlich  nahen  Mantell 
Fläche  (also  ohne  Verschiebungen),  so  durchläufl;  ein  in  < 
beliebig  angenommener  Punkt  P  eine  in  der  B^el  g 
Curve  F",  welche  man  eine  Äbwindungslinie  der  E 
netmen  kann,  sofern  sie  bei  Wälzung  einer  Ebene  über  ( 
hin  auf  dieselbe  Weise  entsteht,  wie  bei  Wälzung  einei 
über  eine  ebene  oder  gewundene  Curve  sich  eine  Evolvei 
'Vve  bildet  (vgl.  S.  188,*).  Da  bei  jeder  Heinsten 
£T  E  der  Punkt  F  einen  Kreisbogen  zu  beschreiben  t 
ät  jede  Lage  der  E  Normalebene  der  Curve  V  für 
'örige  Lage  des  Punktes  P. 

Ist  eine  gewundene  Curve  V  unmittelbar  gegeben 
i  als  Äbwindungslinie  einer  Fläche  betrachtet  werden, 


em  Vorigen  diese  Flache  Ois  uiiiuuuuxi5oii«.ui^  Euit;> 
le  sich  normal  zur  Gurre  V  bewegt ;  die  Fläche  hatin 
infläche  der  Cuire  V  genannt  werden, 
an  aber  die  gegebene  Gurre  V  ala  Evolvente  einer 
m,  80  finden  sich  solcher  Linien  (Evolutenlinien)  unend- 
d  alle  liegen  auf  der  erwähnten  Evolutenfiäche,  so  dass 
fame  noch  in  anderem  Sinne  rechtfertigt.  Man  ge- 
!  Evoktenlinien  durch  nachfolgende  Betrachtung,  ans- 
3er  ersten  Anschauung,  bei  welcher  die  entwickelbare 
I  gegeben  galt  und  die  Curve  V  durch  den  Punkt  F 
sich  w^zenden  Ebene  E  erzeugt  war.    Die  Fläche  F 

sieh  zunächst  als  eine  gebrochene  mit  unendhch 
ementen,  welche  der  Beihe  nach  durch  die  Mantel- 
',  M,  M',  M", . . .  getrennt  sind ;  die  V  erscheint  dann 
'^t  unendlich  kleiner  Kreisbogen, 
d  durch  Drehung  um  eine  bestimmte  Mantellinie  M 
zuerst  als  Erweiterung  des  Elements  M^M  gedacht, 

MM'  kommt,  beschreibt  P  das  Element  PP'  eioes 
en  Mittelpunkt  der  Fusspnnkt  0  eines  aus  P  auf  M 
iies  sein  würde;  eine  Gerade  von  P  nach  einem  be- 
it  Q  iei  M  beschreibt  ein  Element  eines  Drehui^ 
alb  die  gleichgrosaen  Strecken  QP  und  QP-  gleiche 
M  bilden.  Die  Verbindungslinie  P'Q  schneide  die 
de  Mantellinie  M'  in  Q';  durch  Drehung  der  E  uro  M' 
iage  M'M")  werde  vom  beschreibenden  Punkt  das 
P'P"  erzeugt,  wobei  wieder  die  gleichgrossen 
*  und  Q-p"  Reiche  Winkel  mit  M'  machen.  Die 
tellinie  M"  wird  von  der  Geraden  P"Q'  in  Q" 
d  bei  neuer  Drehting  der  E  um  M"  wiederholen 
?en  Schlüsse,  mit  denen  man  auf  gleiche  Weise  be- 
reu kann.  Die  Punkte  Q,  Q',  Q", . . .  bestimmen  auf 
P  eine  gebrochene  Linie,  welche  sich,  wenn  diese 
ne  Ebene  ausgebreitet  wird,  in  eine  gerade  Linie 
fr.  319);  und  wenn  man  vor  Ausbreitung  der  Fläche 
sich  über  die  Linie  QQ'Q"...  wälzen  lässt,  so  be- 
auf  ihrer  ersten  Lage  angenommener  Punkt  P  den 

Hieraus  folgt  beim  üebergang  der  .F  in  eine 
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,  dasa  Feine  Evolvente  fttr  die  aua  QQ'Q'*-- 
rve  U,  also  U  eine  Evolute  von  V  ist,  und 
die  kürzesten  Linien  auf  der  F^he  F 
'  war  aber  auf  der  erstgenannten  Mantel- 

j, _ürlich  genommen;  mit  Aenderung  seiner 

%e  auf  M  ändert  sich  auf  F  die  Linie  QQ-Q"...  oder  U, 
stellt  jedocli  immer  eine  Evolute  der  V  vor.  Und  wenn  man  jetzt 
von  der  V  oder  PP'P" ...  als  einer  unmittelbar  gegebenen  gewun- 
denen Curve  ausgeht,  so  finden  sieh  die  Mantellinifen  M,  M'  M", . . . 
der  zugehörigen  Fläche  F  als  suecessive  Schnittlinien  der  durch 
die  Pimtte  P,P'P",  gelegten  Normalehenen ;  in  einer  solchen 
Ebene  PM  kann  man  eine  Gerade  durch  P  beliebig  ziehen, 
weiche  die  entsprechende  Mantellinie  M  ia  Q  trifft,  lUid  man 
erhält  dann  auf  dem  vorigen  Wege  ffir  F  die  Evolute  QQ'Q" ..■, 
als  eine  der  unendlich  vielen  auf  F  vorhandenen,  welche  sämmt^ 
lieh  kürzeste  Linien  sind.  Die  Tangenten  einer  solchen  Evo- 
lute ü  sind  Normalen  der  Evolvente  V,  aber  nicht  Hauptnor- 
malen. 

Das  in  der  Nonnalebene  PM  aus  P  auf  die  Mantellinie  M 
gefS,]lte  Loth  ist  eine  Hauptnormale  für  P,  weil  es  in  der  Ebene 
des  unendlich  kleinen  Segens  PP'  liegt,  und  sein  Fusspunkt  0 
ist  (als  Mittelptmkt  des  Ereiselements  welches  der  Funkt  P  zu 
beschreiben  beginnt)  der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Punkt  P 
der  V.  Wenn  man  aber  diesen  Fusspunkt  0  an  Stelle  des  früher 
willkürlich  auf  M  gewälten  Punktes  Q  setzen  und  fortfahren  wollte 
wie  oben,  so  würde  schon  der  Punkt  Q",  in  welchem  die  nächste 
Hantellinie  M'  von  der  verlängerten  P'O  getroffen  wird,  nicht 
mehr  in  der  Ebene  des  Bogens  P'P"  liegen,  sondern  sich  gegen 
diesen  Bogen  so  verhalten  wie  die  Spitze  eines  Drehungskegels 
g^en  einen  ihm  zugehtirigen  Parallelkreisbogen.  Bezüglich  des 
B<^enelemeflts  P'P"  wäre  also  Q'P'  zwar  eine  Normale,  aber 
.  Dicht  mehr  Eauptnormale,  und  Q"  nicht  mehr  Erümmungsmittel- 
poukt;  vielmehr  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt,  welcher  dem 
Anfangspunkt  P'  des  Bebens  P'P"  entspricht,  in  dem  Fusspunkt  0' 
des  aus  P'  auf  M'  gefällten  Lothes.  Die  sämmtlichen  Krfim- 
mnnKsmittelpunkt«  für  die  Curve  PP'P" . . .  oder  V  bilden  eine 


irdings  der  Flache . 
der  auf  F  vorhandenen  Evoluten  der  V  zasammeofälli* 

er  wurde  Torausgesetzt,  dass  die  als  gegeben  betrachtete 
eine  gewundene  imd  demnach  die  zugehörige  Evolnten- 

keine  cylindrische  sei.  Wird  aber  jetzt  V  als  eine 
arve  angenommen,  so  verlieren  die  vorangegangenen  Be- 
en  keineswegs  ihre  Geltung,  und  hiemit  erweitert  dch 
ff  der  Evolate  einer  ebenen  Curve  dahin,  dass  eine  solche, 
nicht  lediglich  im  Sinne  der  ebenen  Geometrie  betrachtet 
m  Baume  gedacht  wird,  unendlich  viele  Evoluten  bat, 
rie  eine  gewnndene  Curve.  Die  Evoluten  einer  ebenen 
id,  als  kOneste  Linie  auf  einer  Cylinderfläche,  Schrau- 
n  im  weiteren  Sinne  (Nr.  312,  f;  Nr.  318),  unter  welche 
fall  auch  die  in  der  Ebene  der  Curve  li^ende  Evolate 
:  werden  kann,  indem  man  bei  der  in  Nr.  257  gegebenen 

einer  Schraubenlinie  den  Winkel  zwischen  den  dort  ge- 
Seraden  S  und  G  bis  auf  Null  abnehmen  lässt.    Dass 

Evolute  einer  ebenen  Curve  zugleich  deren  sämmthche 
igsmittelpunkte  enthält  (S.  190),  während  vorhin  die 
enheit  der  Mittelpunktscurve  von  einer  Evolute  nachge- 
urde,  erklärt  sich  daraus,  dass  bei  diesem  unter  Toraus- 
Biner  gewundenen  Curve  V  gefDhrten  Nachweis  die 
ien  M,  M\ ...  der  Fläche  F  nicht  parallel  sein  konnten, 
-  die  Mantellinien  der  cylindrischen  Fläche  F  sämmtlich 
Sbene  der  Curve  Y  senkrecht  stehen,  mithin  die  aus  den 
P, P', . . .  auf  die  entsprechenden  Mantellinien  M,M' ... 

Lothe  PO,  VO', ,  welche  zugleich  Hauptnormalen 

nd,  sämmüich  in  die  Ebene  V  fallen. 

Wenn  es  sich  in  der  deseriptiven  Geometrie  um  Äus- 
einer  entwickelbaren  Fläche  in  eine  Ebene  handelt,  so 
ie  eigentliche  Aufgabe  gewJlhnlich  darin,  auf  dieser  Ebene 
andelte  einer  auf  der  ursprünglichen  Fläche  gel^nen 

t  ffiT  eine  gewandene  CaTve  ein  ErflniniQDgBmittelpQnkt  nicht  ab 
freier  nnmittelbar  benachbarten  Haaptnorni&leD  erscheinen  kann, 
also  der  geometrieche  Ort  eines  solchen  Fanlts  keine  Eiolnte 
denen  Cnrre  hiMet,  ist  schon  ftflher  (S.  235)  nacbgewiesen  iroidai. 


329     — 

es  TOQ  wesentlichem 
Mäche  eine  Curve  fin^ 
ach  zum  Voraus  be' 

der  ganzen  Entwieke 
gelegt  und  dient  zur  Auffindung  anderer  Verwanden 
und  Cylinderfläehen  ist  dieser  Vortheil  stets  gesi 
später  (im  IX.  n.  X.  Kap.)  zeigen  wird;  nnter  d 
Bückkehrcurren  bietet  die  nachfolgeud  betrachtet 
eine  andere  entwickelbare  Fläche  durch  eine  Ba 
geben,  ohne  dass  man  ihre  Eigenschaften  näher 
man  eine  Annäherung  an  die  Verwandelte  der  £t 
langen,  wenn  man  diese  Gurre  durch  eine  ihr  nat 
brochene  Linie  und  also  die  stetige  krumme  FIS 
gebrochene  Fläche  ersetzt.* 

Hat  man  überhaupt  einmal  die  Verwandelte 
g^ebenen  Fläche  liegende  Curve  G  erhalten  um 
der  Entwickelung  die  Mantellinien  wiederzufinden,  ^ 
stimmte  Punkte  der  ursprünglichen  Curve  G  gehe: 
leicht  die  Verwandelte  einer  zweiten  Curve  C 
die  Punkte,  welche  eine  Mantellinie  M  mit  den  ( 
mein  hat,  so  hat  man  nur  die  wahre  Länge  der 
bestimmen  und  in  die  Entwickelung  entsprechend 

Entvickelbure  SdirBubentläobe. 

322.     Eine  Gerade,  welche  sich  als  Tangen 
benlinie  (engeren  Sinns)  fortbewegt,  erzeugt  die  < 
Sehraubenfläche.    Dm  diese  Fläche  darzustell 
die  Schraubenlinie  projiciren  und  eine  Anzahl 
zeichnen.     Leichter  und  genauer  aber  ist  das  fol 

Nimmt  man  die  Axe  der  Schraubenlinie  sei 
so  liegen  die  H-Spuren  ihrer  sämmtlichen  Tangen 

*  Die  gebiocheDs  Fläche,  dntch  die  gebrochene  Linie  i 
«benen  begrenzt  gedacht,  besteht  aas  Dreiecken,  welche  ai 
strnirt  werden  können.  Dnnh  entsprechende  Äneiaanüer 
«ke  in  einer  Ebene  erhUt  man  neben  der  Verwandlang 
cuve  Tertretenden  Linie  zugleich  aocb  die  Verwandelte  der  s 
Unie,  welche  in  der  gewählten  Ornndebene  die  Spar  di 
netun  boIL 


"•X  des  Kreises  Ahc,  welcher  il 
.  258,  Zus.  2),  und  diese  Evolver 
er  Fläche  selbst.    Mit  der  Zeichnung  derselben  {nach 
beginne  man  die  Darstellung.     In  der  H-Spur  der 
linie,  welche  man  am  besten  in  den  FunM  A  l^gt,  wo 
angent«  mit  dem  Onindschnitt  parallel  ist,  entspringt 
Dte,  und  wenn  sie  diese  Tangente  wieder  erreicht  (in  X, 
[  =  der  rectiäcirtea  Kreisperipberie),  hat  die  Erzeugende 
I  sich  über  einen  Umgang  der  Schraubenlinie  bew^. 
-Projection  a"x'  der  letzten  ManteUinie  (welche  X  als 
id  AX  als  H-Frojection  hat)  zu  erhalten,  mache  man  a'a" 
Ganghohe  der  Schraubenlinie.     Es  stellt  dann  a"x'  die 
Ige  der  in  {X,x')  und  iA,a")  begrenzten  Erzeugenden 
zugleich  die  Bectification  des  Schraubengangea 
i58,  Zus.  1),     Legt  man  durch  {A,  a")  parallel  zur  HE 
s,  welche  In  a"y'  ihre  V-Vpur  hat  und  die  Deck-Ebene 
)ge,  so  sind  die  zwischen  dieser  und  der  HE  enthaltenen 
er  Mantelliuien  von  einerlei  Grösse,  da  (Nr.  258)  diese 
en  einerlei  H-Neigung  haben;  daher  sind  auch  die 
ctionen  aller  dieser  Stücke  gleichgross  (Nr.  78,  I),  näni' 
X.    Wenn  man  also  die  Y-Projection  der  Mantellinie 
1,  welche  TT  zur  H-Spur  und  die  Kreistangente  Wev 
)jectiOQ  hat,  so  mache  man  Wv^^XA,  bestimme  die 
rige,  in  a"y'  gelegene  V-Projection  «',  und  ziehe  ufV. 
Weise  kann  man  zu  beliebig  vielen  Mantellinien  die 
onen  zeichnen,  und  die  ümhüllungslinie  derselben 
iU  die  V-Projection  der  Schraubenlinie.  —  Die 
^Iche  durch  die  Schnitte  der  Mantellinien  ii    ~ 
h    bildet  und  welche  sich    auf  die  HE 
l..y  projicirt,  ist  eine  Evolvente  des  Kreises, 
Bbene  den  Schraubencylinder  schneidet;  ihn 
liegt  mit  der  Evolvente  AFX  symmetrisc 
an  die  Stelle  des  zweiten  Zweiges  von  J.P. 
Fig.  102  daigestellt  ist,  ist  nar  ein  Stück  der  Set 
einer  allgemeinen  VoiBtellnng  von  der  ganzen  Flftcb 
h  die  SchitiDbeiilinie  (^bc. . ,  a'h'c'...)  fibei(.^,a' 
I  hinab  dnich  beliebig  viele  Umgänge  fortgesetzt  zu 
i  L^e  der  Erzeugenden  ohne  Grenzen  zu  nehmen. 


d  die  ohne  Ende  fortlat 
eijenigen  Hantellinien ,  w 
!r  HS  berObieD,  fallen  k 

der  Kreisevolvente.) 

323.  Eine  Ebene,  welche  durch  ane  an  dii 
benfläche  gezogene  Tangente  PB  und  durch  di 
punkt  eintreffende  Mantellinie  FD  geht,  ist  ei 
ebene  der  Fläche,  zt^leich  aber  auch  Oscul 
Schraubenlinie  im  Funkte  D.  (Sie  enthä 
die  Aie  geföUte  Loth  DO,  indem  DO  ||  PB.) 
ebene  hat  sie  dieselbe  H-Neigung  wie  die  Man 
mithin  eine  unveränderliche.  Hieraus  ergibt  sie 
gesetz,  welches  eine  Ebene  einzuhalten  hat,  di 
wickelbare  Schraubendäcfae  als  Umbüllungsfl: 
Ebene  muss  nämlich  so  fortschreiten,  dass  s 
Kreisevolvente  berührt  und  gegen  dei 
eonstante  Neigung  behält. 

324.  Hält  man  an  der  zuerst  (Nr.  322) 
Zeugung  der  Scbraubenfläche  fest,  so  kann  man 
Tangente  entweder  als  eine  wälzende  oder  al 
ansehen.  Ein  willkQrlich  gewählter  Punkt  der  T 
im  ersten  Falle  eine  Kreisevolvente  (Nr.  258,  Z 
aber  eine  Schraubenlinie,  welche  mit  der  ^ 
wid  die  Ganghöhe  gemein  hat  (Nr.  2G1,  -f),  dei 
die  Tangente  mit  dem  aus  dem  Berührungspat 
geMten  Loth  zu  .einem  starren  System  verhit 
welchem  der  Punkt  D  die  gegebene  Sehranben 

Eine  solche  zweite  Schraubenlinie  würde  si 
zeichnen  lassen,  wenn  man  auf  jeder  Tangen 
Schraubenlinie,  vom  Berührungspunkt  aus,  ein 
(immer  nach  der  nämlichen  Seite  hin)  abtr^en  i 
verbinden  wollte.  Hat  man  aber  die  DarstelluE 
fläche  nach  dem  in  Nr.  322  empfohlenen  Vei 
nütaung  der  gegebenen  Schraubenlinie)  erhalten 
die  Projectionen  einer  zweiten  Schraubenlinie  ai 
dttich,  dass  man  in  der  HE  um  o  einen  Erei 


beschreibt  und  zu  den  Pur 
ie  h-projieirten  ManMlinien 
len  bestimmt.  (Die  neue  Scbi 
snfläche  und  einer  CylinderflS 
1  Schranbencjlinder  die  Axe 

Jei  der  Eatwickelung  der ... 

ch  die  gegebeneSchraubenlinie(J^6c...,  a'h'tf..) 
Lreis.  Denn  es  kann  die  Schraubenlinie,  da  sie  die 
■ve  der  Fläche  ist,  ihre  Contingenzwinkel  (oder  ihre 
halbmesser)  durch  die  Entwickelung  nicht  ändern 
aun  ist  aber  ihre  Krümmung  durch  alle  Punkte  con- 
262);  daher  mnss  auch  ihre  ebene  Verwandelte  Yon 
[eicher  Krümmung  sein,  und  dieser  Bedingung  ent- 
ff  allen  ebenen  Curven  blos  der  Kreis,  Der  Halb- 
kreisförmigen Verwandelten  ist,  als  Krümmungsbalb- 
g^ebenen  Schraubenlinie,  nach  Nr.  262  zu  finden. 
ngenten  der  ursprünglichen  Schraubenlinie  sind  nach 
:eluiig  Tangenten  an  ihrer  Verwandelten.  Hatte  man 
'  Schraubenfläfihe  eine  zweite  Schraubenlinie  (Nr.  324) 
90  liegen  in  der  Entwickelung,  wegen  der  gleichen 
strecken  (cy,  c'y'),  {dS,  d'd'),  (ee,  ^b')  . . ,  die  Punkte, 
Endpunkten  ir,/'),  (S,$')  {s,e'},...  entsprechen,  eben- 
lem  Kreise,  welcher  mit  jener  Verwandelten 
ch  ist.  (In  solche  Kreise  verwandeln  sich  also  alle 
enlinien,  nach  denen  die  Fläche  von  Cyliudem  der  in 
räbnten  Art  geschnitten  werden  kann.) 

«gibt  sich  «in  Mittet,  den  Halbmessei  für  die  Verwandelte  der 
iraobenlinie  (und  also  den  KrDmniiingshalbiDesseT  diesei  Schmu- 
:)  anders  als  darch  die  in  Nr.  262  ang^ebene  Conattaction  la 
il  (Nr.  323)  eine  Berllhrnngaebene  GEC  der  SchranbenflSche 
tllte,  also  KO  als  Charakteristik  angesehen  werden  kann,  tniuB 
iC  die  Schranbenfläcbe  in  allen  Punkten  der  KC  berahrei 
Jiin  enthält  die  Ebene  anch  die  Qer&de,  wekhe  die  Schnnben 
/B'e'..)  in  {y,y')  berflhit  Die  V-Projection  dieser  Gerad« 
der  V-Projection  der  KG  zusammen;  die  H-Projection  ist  dii 
des  Kreises  Tyi.  Denkt  man  eich  nnn  die  Schraubenflic) 
,  dass  sie  sich  in  die  Ebene  GKC  oder  Kk'c'  aasbreitet,  i 


Jfy')  Tangenten  wi  den  Verwan 

irizootalen  Umklappaog  der  £b 

ie  Lagen  KC,  und  Gr^  (Tgl.  S 

iDgen  C],  Ti  der  Beiühnmgspni 

rechte  auf  KCi  und  ff  Fi  enicbtet,  so  gibt  ihr  DurchBcbnitt  Jfi  i 

Uippt«n  Mittelpunkt  der  beiden  Tervandelten ,  welche  ans  den  i 

linien   bervoTgeben;  MiCi    iet  der  ErämmnngshalbrneBgeT  der 

Scbianbenlinie. 

Es  ist  nicht  schwer,  den  entwickelten  Mantel  der  Sc 
fliehe  seihst  und  die  Verwandelteo  seiner  in  Fig.  102  a 
meneü  Grenzen  in  einer  Ebene,  etwa  der  HE,  zu  leichn 
beschreibe  um  3R  einen  Kreis  9lj6^2  mit  dem  ErQi 
halbmesser  der  Schraubenlinie  (Abc,  a'b'c'..).  Ma 
WC.  SWi=a#-c.  69(2=  ^k^'a"  {vgl.  Nr.  322),  so  ist  o 
die  Verwandelte  des  Schraubenganges  zwischen  (.4,  a')  und 
Die  Punkte  der  ursprünglichen  Schraubenlinie,  deren  Prc 
die  Projection  Aic.  derselben  in  gleiche  Theile  zerleg 
findet  man  in  der  Verwandlung  wieder  durch  entsprecbei 
long  des  Bogeus  %%i.  Wenn  man  von  den  TheUpuB 
Bogens  aus  auf  den  durch  sie  gelegten  Tangenten  die 
Langen  der  StOcke  abträgt,  welche  auf  den  zugehörigen 
linien  zwischen  der  Scbraubeolinie  und  der  H-Spur  AS 
Scbrauhenfläche  enthalten  sind,  so  findet  man  die  Vet 
dieser  Spar.  Entspricht  z.  B.  SB©  der  Mantellinie  (bS, 
ist  ©  ein  Punkt  der  verwandelten  ASKX,  wenn  äßS 
Es  ist  aber  BS  an  Länge  dem  rectifieirten  Bogen  der  Sc 
linie  zwischen  A  und  JB  gleich  (Nr.  258,  Zus.  1)  und  dies 
hat  wieder  einerlei  Länge  mit  dem  Bogen  ^i^  des  Kreises 
so  dass  also  S©  =  arc.9iiSi  daher  liegt  ©  auf  der  Ev 
des  Kreises  SIiGSIa,  welche  in  SI,  entspringt.  Da  man 
dieselbe  Bemerkung  kommt,  wenn  man  statt  S©  irgend 
dere  Tangente  des  Kreises  9Ii69ta  betrachtet,  so  ist  kl 
lie  Verwandelte  der  ASEX  keine  andere  Linie  sein  1 
3iie  Evolvente.  Man  kann  hiernach  die  Entwickelung  d< 
(antels  der  Schraubenfläche,  welche  durch  ihre  H-Spur  u 
ae  Schraubenlinie  (Abc. , a'b'c' . .)  begrenzt  wird,  leicht : 
He  Entwickelung  des  andern  Mantels  (zwischen  der  Sc 
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liuie  und  der  Deck-Ebene)  liefert  eine  zweite  Evolveute  des  Kreises 
irelcbe  in  ^2  entspringt.* 

tflr  jeden  andern  znr  Axe  senkiechf«ii  Schnitt  der  Fläclie  ergibt 
mraadelte  eine  EToheoi«  des  Eieises  ^iSg;  der  Ursprung  der 
wechselt,  je  nach  dem  Fnnkte,  in  welchem  die  schneidende  Bbena 
[»enlinie  trifft. 

B)  Windschiefe  Flächen. 
Wenn  eine  Gerade  eich  nach  einem  Gesetze  bewegt, 
m  nicht  direct  ausgesprochen  ist,  dass  sie  immer  durch 
ikt  gehen  oder  einer  Eichtlinie  parallel  bleiben  oder  eine 
e  Curve  berühren  müsse,  so  kann  die  von  der  Geraden 
Fläche  zuweilen  ausnahmsweise  zu  den  entwickelbaren 

im  Allgemeinen  aber  wird  sie  eine  windschiefe  sein. 
Bedingungen  überhaupt  für  die  Lage  einer  Geraden  ge- 
den  können,  damit  diese  weder  völlig  bestimmt  noch 
itzlosen  Bewegung  überlassen,  sondern  auf  einen  geo- 
Q  Ort  beschräntt  sei,  ist  an  Beispielen  zu  zeigen. 
le  Gerade  ist  bestimmt  (d.  h.  entweder  anf  eine  einzige  Lage  oder 
»stimmte  Anzahl  von  Lagen  beschrSnkt),  wenn  sie  durch  einen 
Funkt  P  gehen  und  zwei  gegebene  Linien  A,  B  schneiden  soE 
^metrischer  Ort  für  sie  ist  einerseits  die  EegelMche  welche  P 
nod  A  znr  Leitenden  hat,  andererseits  die  Eegelflftche  weichet  P 
nnd  B  als  Leitende  entspricht;  zwei  E^elflächen  über,  welche 
nschafUiche  Spitze  P  haben,  können,  wenn  sie  überhaupt  ttaa 
tt  kommen,  not  eine  oder  mehrere  gerade  Linien  gemein  haben, 
ad  B  selbst  gerade  Linien ,  so  gehen  die  erwähnten  Eegelflächen 

aber.) 

gt  hieraus,  dass  das  Bewegoog^eaet»  einer  Geraden  (?  völlig  ge- 
wenn  sie  bestiLndig  drei  gegebene  Linien  d,  B,  C  schneiden  soll; 

nm  dies  za  erkennen ,  noi  statt  des  oben  mit  P  bezeichneten 
ich  nnd  nach  alle  Pnnkte  der  Linie  C  in  stetiger  Folge  eintreten 
e  Linien  A,B,C  heisaen  die  Leitenden  der  erzeugten  FUche. 

Modell  der  entnickelbaren  Schiaubenfläche  tilsat  sich  entweder 
ipapier  herstellen  (indem  man  die  Figaxta  AKX,  A"QY,  welche 
in  der  H£  und  der  Deck-Ebene  gelegenen  Erohenten  begrenzt 
irie  die  Entwickelungeu  beider  Hantel,  aoaschneidet  ancl  diese  vier 
lOrig  znsammenfQgt) ,  oder  anch  mit  Hülfe  ausgespannter  F&den 
n  Falle  man  in  zwei  parallel  verbundenen  Ebenen  jene  Evolventen 
[Verliehen  gegenseitigen  Stellang  zeichnet  und  je  zwei  entsprecbende 
'ch  einen  Faden  verbindet,  welcher  dann  eine  Mantellinie  vorstellt). 
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I  Gerade  O  auf  zwei  Leitenden  A,S  \ 
%en,  wUmnd  sie  zugleich  einer  gegebenen  Ebene  E  (der  B 
paiallel  bleibt.  Dadoich  ist  die  Bewegung  der  G  bestimmt, 
ein  Punkt  in  Ä,  so  ist  die  dnrcli  sie  gehende  Lage  der  G  ein 
durch  P  parallel  zu  E  gefohrten  Ebene  und  einer  Kegelfläc 
zu  Spitze  und  B  zur  Leitendes  hat  (and  in  eine  Ebene  Qbei 
gerade  ist).  Lässt  man  demnach  den  Punkt  P  die  Linie  A 
w  entsprechen  Beinen  einzelnen  Lagen  bestimmte  Lagen  der  ( 
Ist  eine  von  den  Leitlinien  A,B  gerade,  so  nennt  mar 
Fliehe  ein  Conoid,  und  zwar  ein  senkrechtes  in  dem  be 
wo  diese  leitende  Gerade  senkrecht  anf  der  Eichtebene  steht. 

3)  Der  Ort  einer  Geraden  G,  welche  durch  einen  gegeb 
geht  nnd  eine  gegebene  Fläche  F  berOhrt,  ist  eine  Kegelflächi 
des  BaröhrirngspankteH  eine  auf  F  liegende  Curve  B.  Soll  ( 
eine  gegebene  Linie  A  schneiden,  so  bestimmt  sie  sich  als  Dan 
K^elfliche  nnd  einer  andern,  welche  mit  der  erstem  die  Spi 
Bchaftlich  hat  nnd  zur  Leitenden  die  Linie  A.  Denkt  man 
Pimkt  P  aof  einer  gegebenen  Linie  C  fortschreitend,  so  Qberzi 
wie  m  (1),  dass  das  Bewegnngsgesetz  der  Q  gegeben  ist,  wem 
Leitlinien  A.C  anfügen  nnd  eine  gegebene  LeitfUche  F  t 

4)  Anf  ähnliche  Weise  zeigt  sich,  dass  eine  Gerade  G  eine 
enengt,  wenn  sie  fortwährend  auf  einer  Leitlinie  A  anfliegt 
fliehe  berührt,  während  sie  zugleich  einer  Richtebeue  parallel 

Ist  hiebei  A  gerade,  so  rechnet  man  die  erzeugte  Ptäcl 
neiden. 

Eine  Fläche  wird  auch  als  Ort  einer  Geraden  entstehen  j 
nur  Bedii^;nng  macht,  dass  sie 

5)  zwei  Leitfiäcben  berühre  nnd  eine  Leitlinie  0  schneidi 

6)  zwei  Leitflächen  berühre  nnd  einer  Bichtebene  parallel 

7)  Eine  Gerade  G  bewegt  sich  gesetzmässig,  wenn  sie 
Unie  A  stets  nnt*r  dem  nämlichen  Winkel  schneidet  nnd  i 
iweiten  gegebenen  Linie  B  aufliegt.  Deim  ist  P  irgend  eii 
80  ist  der  Ort  der  durch  P  gehenden  Lage  yon  G  ein  ] 
welcher  zur  Aie  die  Tangente  dar  A  für  den  Punkt  P  hat;  r 
selbst  bestimmt  sich,  indem  dieser  E^el  durch  die  Linie  B 
Punkten  geschnitten  wird. 

8)  Femer  kflnnte  man  der  beweglichen  Erzengenden  G  i 
gegebene  Leitlinien  A,B,  oder  auch  zwei  Bogen  A,B  einer 
gevnndenen  Leitlinie,  so  zn  schneiden,  dass  das  zwischen  den  I 
enthaltene  Stftck  von  conatanter  GrDsse  r  bleibt.  Ist  P  ein 
und  wird  eine  nm  P  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebene  Knj 
'^hnitten,  so  ist  PQ  eine  Lage  der  Erzeugenden. 

Dass  die  auf  solchen  Wegea  erhaltenen  Flächen 
windschiefe  sein  werden,  geht  aus  folgender  Betr 


^n 


Fällen,  wo  eine  Leitfiäcbe  gegeben  ist,  diese 
jeitcnrye  ersetzt  werden  kann  (dnrcb  den  Ort 
ch,  in  welchem  die  Erzeigende  die  Leitfläche 
>ei  jeder  der  aufgeführten  Erzeugungsarten  die 

zwei  Linien  A,B  zu  schneiden  und  daneben 
ang  zu  erfüllen.  Sind  diese  Linien  gerade, 
iifeinanderfolgende  Lagen  der  Erzeugenden  mu 
me  liegen,  wenn  A,B  selbst  in  einer  Ebene 

vorauszusetzen  ist.*    Sind  Ä,B  Curven,  und 

i^end  einer  Lage  der  Erzeugenden  in  den 
;hnitten,  so  gleitet  die  Erzeugende  beim  üeber- 
stfolgende  Lf^e  auf  den  an  jenen  Punkten  be- 
lementen,  oder  sie  bleibt  während  dieser  unend- 
ung  auf  den  zwei  Tangenten  der  Curren  in  9 

Allgemeinen  nicht  in  einer  Ebene  liegen  wer- 
ilt,  wenn  A  eine  Gerade  imd  B  eine  Curve  ist. 
oben  in  (Ij,  (3)  and  (5)  die  Linie  C  als  eine  aoesdüch 
ine  gegebene  Gerade  (S.  28),  so  sieht  man,   dass  dann 

schon  in  den  vorangegangenen  mit  inbegriffen  sind. 

Blnfkcba«  Hyp«tbolatd. 

infeche  Drehungs -Hyperboloid  ist  eine  wind- 
L  zwei  Li^en  der  erzeugenden  Geraden,  auch 
h  so  nahe  aneinander  rückt,  nie  in  eine  Ebene 

erschien  ursprünglich  als  das  Eesultat  einer  in 
geföhrten  Bew^ng;  man  kann  aber  sogleich 
genannten  Erzeugungsarten  auf  sie  anwenden, 
glich  (für  eine  nochmalige  Erzeugung)  leitende 
n  zweckdienlich  wählt.  Sie  kann  nach  (1)  ent- 
1  zu  Leitenden  entweder  drei  von  den  Mantel- 
Systems  nimmt,  zu  welchem  die  Erzeugende 
auch  ii^end  drei  Parallelkreise.     Femer  iasst 

VoransseUnng  w&ie  entweder  die  nnabhilngige  Anf- 
Bedingang  unmöglich  gemacht,  oder  ee  könnten  (beim 
m  Bedingung)  die  Geraden  A,  B  not  in  ihrem  (wirk 
L  fernen)  Schnittpnnkt  von  der  Eraengenden  getroffer 


nach  (7)  oder  (8)  erzeugen,  wobi 
Parallelkreise  ala  Leitende  dienen.  —  Denkt  man  s 
Punkt«  i*  T'  der  Meridianhyperbel ,  welche  symn 
die  imaginäre  Axe  liegen,  TangeDten  an  die  Hjpet 
mfissen  sich  diese  auf  der  imaginären  Äie  schneid 
welcher  die  Tangenten  in  den  Punkten  P,P'  berul 
Mittelpunkt  auf  der  imaginilren  Äxe  und  berührt 
perbel  in  f  und  P' ;  ebenso  bann  man  um  einen  be 
der  imaginären  Axe  einen  zweiten  Kreis  beschreibe] 
perbel  in  zwei  Gepenpunkten  berührt.  Bei  Drehun 
«zeugen  die  erwähnten  zwei  Kreise  Engeln,  welc 
boloid  nach  Farallelkreisen  berühren  und  von  jeder 
der  erzeugenden  Geraden  berührt  werden  müssen. 
man  auch  das  Bew^ungsgesetz  dieser  Erzeugend! 
sprechen,  dass  sie  beständig  jene  zwei  Kugeln  bert 
Parallelkreit  schneidet  (5),  oder  auch  eine  Kuge 
zwei  Parallelkreise  schneidet  (3). 

Aumerk.  Denkt  man  sich  eine  Ebene  bd  liegend,  Am 
Engeln  berührt,  so  lä^st  sich  (nnabbEjigig  Toa  Ni.  304)  le 
der  Schnitt  der  Ebene  nnd  des  Hyperboloids  eine  Ellipse  o 
je  nachdem  die  Engeln  anf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  < 
schneidenden  Ebene  liegen.  Der  in  Nr.  235  enthaltene  Nscl 
«der  hfperbolijchei  Schnitte  eines  geraden  Kegels  passt  & 
das  Drehaogshyperboloid. 

328.  Nicht  nur  das  durch  Drehung  erzeugte, 
banpt  jedes  einfache  Hyperboloid  ist  eine  windschi 
dem  zwei  einander  beliebig  nahe  gerückte  Mantell 
(Nr.  308),  sofern  sie  nur  dem  nämlichen  System 
in  einer  Ebene  liegen.  Jedes  einfache  Hyperboloi 
eine  Gerade  des  einen  Systems  wiedererzeugt  werdei 
drei  Gerade  des  andern  Systems  gegeben  sind,  ind 
drei  letztem  fortwährend  schneiden  muas;  oder  a 
anderer  Leitlinien,  z.  B.  wenn  drei  von  den  elliptis 
g^eben  sind,  welche  auf  dem  Hyperboloide  durch 
ginären  Axe  senkrechte  Ebenen  hervorgebracht  wei 

329.  Ein  einfaches  Hyperboloid,  dessen  imagi 
echt  auf  der  HE  steht,  habe  (fi,&)  zum  Mittelpu 

Ongler,  descript.  aennietriH.    4.  Aofl. 


lunkt  gehende  Lage  der 
ie  Aequatorial-EUips 
r,  von  denen  die  letzt« 
tehen  soll;  die  grosse  I 
'lädie  sei  oA  (=  oS). 
te  Haibase  oC*  tmd  die 
gleich  die  H-Projection  ei 
lele  Ebene  {a"h")  vom  ] 

ffie  dieser  von  der  HE;  daher  ist  das  Hyperboloid 
nt  (Nr.  328).  Man  denke  aich  dasselbe  aus  einem 
rboloid,  dessen  H-Spur  den  Durchmesser  AB  nnd 
bale  Äequafor-Projection  den  Durchmesser  Jcl(=2.  ol) 
leitung  entstanden,  indem  aus  allen  Funkten  des  Dre- 
oids  Senkrechte  auf  dessen  Hauptmeridianebene  [AB) 
lern  Verhältnisse  oJ:oi  verkürzt  wurden.  Ist  (Sr,s'r") 
anfeUinie  des  Drehungshyperboloids,  so  liegt  die  ihr 
perboloid  entsprechende  Mantellinie  in  der  nämlichen 
I  Ebene,  hat  also  auch  die  nämliche  V-Projeetion  s'r". 
6  H-Projection  ©r  findet  man,  wenn  man  aus  S 
;hte  auf  AB  iällt  und  die  Punkte  ©,r  verbindet,  in 
tnkrechten  die  Peripherie  der  Ellipse  ABC  treffen,  — 
ie  Peripherie  ACB  noch  nicht  gezeichnet  ist,  un- 
den  Ableitungen  der  Punkte  S,r.  Da  die  H-Pro- 
r  Aequatorial-Ellipse  die  Ableitung  des  von  der  Sr 
eises  über  kl  ist,  muss  ©r  Tangente  an  der 
in. 

kann  man  folgende  Anfgaben  lösen: 
beiden  Mantellinien  zu  projiciren,  welche 
n  q  horizontal  projicirten  Pnnkt  Q  des  Hy- 
;ehen,  wenn  zugleich  bekannt  ist,  auf  welcher  Seite 
alebene  der  Punkt  Q  liegt. 
rojectionen  der  gesuchten  Mantellinien  sind  zwei  durch 
igenten  @t,  Ud  an  der  H-Projektion  kil  der  Aequa- 
lie  V-Projectionen  s'r'\  u'b"  findet  man,  wenn  Q  un- 
Lequatorialebene  liegen  soll,  mittels  der  H-Spuren  ©,l' 
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_ _  __  _, . jntal  projicirten  Punkte,  wo  die  Mac 

die  Ellipse  (ÄBC,a"b")  treffen.  (Den  Berührungspunl 
mflasen  als  zugehiSrige  V-Projectionen  die  Schnittpunkte 
mit  s'r"  und  u'b"  entsprechen.) 

Soll  der  Punkt  Q  oberhalb  der  Ebene  KL  liegen,  i 
die  durch  ihn  gehenden  MantellJnien  ihre  H-Spuren  nicht 
sondern  in  x,t>,  und  daher  zu  T-Projectionen  die  Linien  r'; 

Entweder  der  Schnitt  q'  der  s'r"  und  u'D"  oder  der  Sc 
der  r's"  und  u'u"  ist  die  V-Projection  des  Punktes  Q, 
dnrch  die  Torigen  Construktionen  zugleich  die  Aufgabe  gt 

2)  Die  V-Projection  zu  einem  Punkte  des  H 
loidg  zu  finden,  ffir  welchen  die  H-Projection  yi  g 
iBt  (vgl.  Nr.  302). 

Hier  lässt  sich  auch  noch  die  Aufgabe  anschliessen 

8)  Die  H-Spur  und  den  verticalen  ümri 
asymptotischen  Kegels  zu  zeichnen. 

Pur  das  Drehungshyperboloid,  aus  welchem  das  neui 
boloid  abgeleitet  wurde,  ist  der  asymptotische  Kegel  nach 
TU  finden;  sein  Vertical-Ümriss  m'o'tt'  gilt  zugleich  für  dei 
totischen  K^el  des  neugebildeten  Hyperboloids  (da  dit 
Hauptmeridianebene  fallenden  Punkt«  keine  Äendening  il 
lung  erleiden;  seine  kreisförmige  H-Spur  verwandelt  si 
Debergang  auf  das  neue  Hyperboloid  in  eine  der  ÄSC 
EUipse,  welche  Aber  dem  Durchmesser  mn  jener  kreis 
Spor  als  grosser  Axe  construirt  ist. 

330.  Aus  der  vorigen  Nummer  ergibt  sich  ein 
W^,  zu  anschaulicher  Darstelluag  eines  Hyperboloids  mi 
Projectionen  eines  Systems  seiner  Uantellinien  zu  gelang 
Man  errichte  über  der  zum  Gnmdschnitt  parallelen 
Ale  AB  einer  Ellipse  AGB,  welche  man  für  die  H-i 
Hyperboloids  gelten  lassen  wiU,  einen  Halbkrds,  theile  t 
lleiche  Theile  AI,  III,  IIIU,....  und  falle  aus  de 
rankten  I,  II,  III  Senkrechte  auf  AB,  wodurch  sich 
iaiipse  die  Theilpunkte  1,2,3...,  (1),  (2),  (3)...  « 


'  Han  bnncht  nicht  einmal  die  EUipte  ACE  vorhei  zn  leic 
n  kann  diejenigen  ihrer  Punkte,  welcbe  den  Theilpnnkten  des  En 
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Eine  zum  Grundschnitt  parallele  Gerade  a"b"  sei  die  V-Projec- 

*■"■■  ''""enigen  Eilipse,  deren  H-Projection  mit  AGB  znsanunen- 

irbindet  man  nun  zwei  Theilpnnkte  A,S,  hierauf  1,9, 

0,  u.  s.  f.,  80  hat  man  die  H-Projectionen  verscdiedener 

ien,  deren  V-Projeetionen   a'S', leicht  zu  finden 

r  Yerticalumriss  der  Fläche  ergibt  sich  als  ümhüllungs- 
horizontal  projicirten  Mantellinien.  * 

rojectionen  des  zweiten  Systems  der  Haatelliiueii  wOiden  anf  die 
n  des  ersten  Sjatems  falleo.  Will  man  dieses  zweite  System  in 
lang  mit  anfnebmen,  so  sind  die  sftmmllichen  Projectionen  voll 
len;  denn  jede  Frojection  gilt  dann  fQr  iwei  Mantellinien  n- 
[  zwar  so,  dass  immer  das  nnaichtbare  (pnnkÜTte)  Stack  der  einen 
ichtlHtren  Stttck  der  andern  ZDsammentrifft. 

Zwei  durch  die  Scheitel  K,  L  der  AequatorialeUipse 
)  senkrecht  zur  Aie  KL  gelegte  Ebenen  haben  mit  dem 
>id  zwei  Paare  gerader  Linien  gemein  und  sind  zugleich 
Tsebeuen  (S.  305;  Nr.  309);  die  Linien  jedes  Paares 
mmetrisch  gegen  die  Hauptehene  AOB.  In  'Eig.  104 
er  alle  Dimensionen  der  Fig.  103  beibehalten  sind)  ist 
a  Paar  eine  Linie  projicirt;  die  H-Projectionen  hegen 
ind  (8)8;  die  wahren  Linien  seien  durch  Mi  und  3fg 
;,  die  denselben  H-Projectionen  entsprechenden  Mantel- 
I  zweiten  (in  Fig.  104  nicht  berücksichtigten)  Systems 
,Ns.  Das  in  der  Figur  104  dargestellte  System  von 
en  soll  das  Syst«m  W  heissen,  das  andere  das  System  % 
den  Mi,  Na  und  die  Äie  KL  der  AequatorialeUipse 
einer  Ebene,  ebenso  die  drei  Geraden  ^,j!lfg,£^X;  die 
lene  heis3e£„,  die  andere  E„.  Diese  Ebenen  werden 
Linien  Mi,Ni  die  Neigung  gegen  die  Symmetralebene 
lern,  wenn  das  Hyperboloid  seine  Verhaltnisse  ändert; 
iber  in  bestimmter  L^e  auch  dann  noch  vorhandea, 

dadurch  finden,  dass  man  die  ans  den  Ereiapnnkten  1,  ü,  m ...  auf 
en  Senkrechten  in  constant«m  TeTh&ltnisse  verkfltzt  Wie  eine 
Irznng  am  leichtesten  ansznfOhren,  zeigt  Fig.  105  (vgl.  Nr.  229). 

ein  Modell  des  Hyperboloids  anzufertigen,   zeichne  man 
B,  a'b')  und  (AB,  a"b")  in  zwei  parallelen  Ebenen  und  verbind« 
lenden  Theilpnnkte  durch  gespannte  Fäden.    Mit  HBlfe  denelban 

Ifiast  sich  anch  das  zweite  Hantelliniensystem  herstellen, 
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las  Hyperboloid  dem  Grenzfall  des  Parabo- 

kommen  ist.    Bei  Uebergaug  in  den  Grenz- 

dem  Scheitel  L  zugleich  die  Linien  M^ 

„  ^ r  von  der  Ebene  M^Ni  den  Abstand  KL 

hatten);  sie  sind  zu  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebenen  £_ 
und  E„  geworden.  Denkt  man  sich  nun  das  Hyperboloid  durch 
drei  Mantellinien  des  Systems  5D1  bestimmt  (Nr.  328)  und  unter 
diese  die  Linie  M^  au^enommen,  ao  mQsaen  nach  üebergang  in 
das  Faraboloid  alle  Lagen  der  Erzeugenden,  d.  h.  die  Mantel- 
linien des  Systems  %  sich  zur  Ebene  E^  parallel  stellen. 
Wäre  aber  uisprüoglich  das  Hyperboloid  durch  drei  Linien  des 
Systems  ^  bestimmt  gewesen  und  unter  diesen  die  N^ ,  so 
würden  am  Faraboloid  die  Linien  des  Systems  331  parallel  zur 
Ebene  E^  sein.  In  Wirklichkeit  muss  also  Beides  stattfinden. 
Hau  sieht,  dus  es  nur  anf  die  StellDQgen  der  Ebeneu  Em  und  £■ 
ukommt,  nicht  a&f  die  Lagen;  die  biet  eiugeflhiten  Lsgeti  eignen  sich 
aber  am  besten  fSr  die  fiepriUenUtion  jener  Stellungen. 

Ton  den  in  Nr,  298  für  das  Drehungshyperboloid  aufge- 
ailüten  und  in  Nr.  308  auf  jedes  einfache  Hyperboloid  ausge- 
dehnten Sätzen  über  die  beiden  Mantellinienschaaren  verkehrt  sich 
am  hyperbolischen  Faraboloid  der  dritte  in  sein  Qegentheil;  der 
iweite  hat  (Nr.  310,  III)  keine  Geltung  mehr;  der  erste  ändert 
sich  nur  darin,  dass  die  Mantellinie  des  einen  Systems,  welche 
Ton  einer  bestimmten  Mantellinie  des  andern  Systems  erst  in 
einem  unendlich  fernen  Punkte  geschnitten  werden  soU,  nicht  eine 
wirkliche  Parallele  aät  dieser  sein  kann,  sondern  ihrer  ganzen 
iasdehnang  nach  in  unendlicher  Entfernung  zu  denken  ist. 

332.  Wählt  man  auf  einem  Hyperboloid  drei  Mantellinien 
Mi,Mz,M3  des  einen  Systems  beliebig  aus  und  fügt  die  ihnen 
der  Beihe  nach  parallelen  Manteliinien  NkNsjN^  des  andern 
Systems  hinzu,  so  entsteht  ein  unebenes  Sechseck,  an  welchem  je 
iwei  parallele  Seiten  Gegenseiten  smd.  Je  zwei  aufeinanderfolgende 
Seiten  bestimmen  eine  Berührungsebene  des  Hyperboloids;  und 
da  die  Berührungspunkte  paralleler  Berührungsebenen  auf  einem 
reellen  Durchmesser  der  Fläche  liegen,  so  gehen  die  drei  Diar 
gonalen  zwischen  Gegenecken  des  Sechsecks  durch  den  Mittel- 
pimkt  0  der  Fläche.    Eine  zu  M,  parallele  Mantellinie  Ki  des 


lie  Ebeoen  . 
in  einer  Geraden  scbneiden.  Diese  B 
Jeder  Gestalt  des  Parallelepipeds  erfül 
je  in  einer  Ebene  liegt  mit  Di  und  Ki, 
und  ^3;  also  können  die  drei  Leifclii 
beliebig  angenommen  werden. 

t  Soll  ein  Hjrperboloid  graphisch  dargeate 
<li«  drei  geraden  Leitenden  beliebig  annehmeD  1 
die  eine  Grandebene  senkrecht  m  einer  Leitend« 
Incht  die  Punkte  bestimmen,  in  denen  eine 
Ebene  die  beiden  andern  Leitenden  schneidet, 
erhaltenen  Scbnittpnnkte  gibt  eine  L^e  der  I 
tt  Wenn  zwei  Leitlinien  Mi.Mz 
willkürlich  genommen  sind  nnd  die  drit 
^e  mit  einer  den  beiden  ersten  parallelen 
Winkel  bildet,  30  wird  das  Hyperboli 
Paraboloid  sehr  nahe  kommen;  fflr  daa 
die  drei  Leitenden  einer  Ebene  parallel, 

SS3.    In  der  vorigen  Nummer  liej 

Erzeugt  eine  bewegliche   Ger 

dadurch,  dass  sie  stets  drei  belieb 

rade  schneidet,  so  wird  eine  von  c 

wenn  sie  sich  so  in  Bewegung  set 

beliebige,  als  fest  angenommene! 

wieder  die  nämliche  Fläche  F  en 

Dieser  Satz  lässt  aich  auch  direkt 

Es  seien  (Fig.  145,  Taf.  XI)  AiB^A^B^, 

ÄiA^,  EfB^,  X1X2  drei  beliebige  Lagen  dci 

der  beiden  Linien  AiBi,  BjB^  schneidet  die 

in  der  Geraden  AiB^O;  die  Linien  XiX^  1 


•  Sind  Ol,  nj.flg  drei  Tangenten  eines  Kegi 
nogspnnkte,  da,d'i,i^  die  Schnittpunkte  der  Lin 
so  schneiden  sich  die  Geraden  kjd,.  tadj,  k^d 
kinn  die  6  Fnnkte  fc  und  d  als  Ecken  eines 
benen  Sechsecks  ansehen  (Tgl.  die  Note  auf  S. 
beweisen,  dasa  es  immer  einen  bestimmten  i 
Seiten  a  eines  Dreiecks  in  g^ebenen  Punkt 
diesen  Pnnkten  nach  den  gegenüberliegenden 
in  einem  Pnnkte  sehneiden.  Fflr  den  Ranm 
«ngsaatz  (ygl.  Nr.  287), 


lor  drittel]  Ebene,  nad  d 

±3^2,  welche  verlängert  aaf  ÄiB^O 


Dreieck  ÄiBiBi 
ÄjXi.BiBs.B20  =  AiO.B2B3.BiXi, 

AiO .  B^Xi.  AzAi^  AiAg.  A^S^.  BiO; 

MultiplicEktion  beider  Gleichongen  zeigt)  in  dem  windschiefen 

BiBz.BiS2.AiAs  =  AxAa.A2Xi.BiBs.BiXi 

AiXi    BzXs_AyA3   BsBa  ^^ 

Bi  Xi    A2JC2      A^  A^  Bi  B^ 

OS  die  Linien  A-y  A^  nnd  Bj  B^  f^t,  während  die  X^  X^  sich 

it«n  Linien  AiBi,  A^Si,  A^Bg  fortbewegt,  so  Andern  sich 

Tier  Stocke  A^Xi,  £,Xi,  Jg^a,  B^Xi,  aber  das  Produkt 

leibt  conetant,  weil  es  fdr  alle  Lagen  der  XiX^  dem  con- 

:  7'— ^ ,  „^  „^  gleich  ist,  dessen  Werth  dnich  c  bezeichnet 
A^  A^   ßi  JSg 

inn  daher  umgekehrt  schliessen,  daas  irgendeine  Linie  Z|2^, 

n  AiBi,  A2B2  des  windschiefen  Vierecks  A1B1B2A2  nach 

J-™ .  ~^y  =  c  achneidet,  auch  der  Linie  A^Bg  b^egnen 
Ige  ftlr  die  Erzeugende  g  der  Flftche  F  sein  müsse. 
hierauf  auch  die  X^  X^  in  irgend  einer  Lage,  nnd  ändert  dafOi 
£g  so,  dass  sie  wieder  die  drei  Geraden  j1|  A2,  BiB^.  XiXf 
rd  der  Punkt  0  eine  andere  Lage  erhalten,  aber  die  Gleich- 
ihre  Geltnng.  umgekehrt:  jede  Linie  A^Bg,  welche  die 
li  S1B2  des  windschiefen  Tierecks   i^iA^B^Bj   nach  der 

r  ■  ^-^  =c  schneidet,  b^egnet  der  Linie  XiXg,  d.  h. 
nie,  welche  die  Seiten  A^  Bi  und  A^B^  nach  der  Bedingnng 
■c  schneidet,  folglich  allen  solchen  Linien. 

die  Linie  AgBs  sich  über  drei  beliebige  Lagen  der  g  fort- 
eidet  sie  in  jeder  Lage  zDgleich  alle  mCglichen  andern  Lagen 
also  stets  ganz  aaf  der  Jarch  die  g  eczengten  Fläche  F, 
B3  eraengte  Fläche  ist  mit  F  identisch, 
ursprünglichen  Leitenden  AiBy,  A^Bi,  AgBg  parallel  mit 
io  dass  man  doich  dieselben  drei  unter  rieh  parallele  Ebenen 
ist  bekanntlich  * 

allele  Ebenen  schneiden  alle  Geraden ,  denen  sie  begegnen, 
id  demselben  Verhältniss. 
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-1  -1  --Bi  -Xi  =  -da^z  :  BaXj, 
d.h.  es  Bind  dann  anch  je  drei  Lagen  dar  Erzeagenden  — 
Ml  alle  möglichen  Lilien  —  parallel  mit  einer  nndderBelb« 

HjrperbolieohaB  P>T>balold. 

334.  Eine  bew^licbe  Gerade,  welche  beständig  zwi 
Leitende  X, ,  L^  (die  nicht  io  einerlei  Ebene  liegen  dürfen) 
und  dabei  einer  Richtebene  E  parallel  bleibt  (welche  ; 
der  Leitenden  parallel  aein  darf),  erzeugt  eine  windschie 
(vgl  Nr,  326,  2),  von  welcher  sich  auch  ohne  Rücksicht  i 
Nr.  310  und  Nr.  331  enthaltenen  Bemerkungen  nachwei; 
dass  sie  identisch  ist  mit  dem  hyperbolischen  Paral 

Nimmt  man  die  Kichtebene  E  zur  HE,  so  sind  di 
jectioDen  aller  L^en  der  Erzeugenden  parallel  zum  Grui 
Es  seien  C^,?),  {h,^")  die  Leitenden  und  a'b',  o"6",  a' 
V-Projectionen  von  irgend  drei  Mantellinien,  welche  die  1 
ia  Äi,Si,Az,Bz,A3,Ss  achneiden.  Ferner  seien  c",« 
V-Projectionen  der  drei  Punkte  Ci,Ca,Cs,  in  denen  Jen« 
Imien  von  i^eod  einer  zu  Xi  und  L^  parallelen  Ebe 
schnitten  werden.    Dann  beatehen  die  Proportionen 

A  Gl  :  CiBi  -Ä^C^:  C^B^  -  AC3  :  C^Bs  * 
und  abo  auch  (nach  Nr.  28) 

o'  c" :  c"  6'  =  o"  e" :  c"  ö"  =  a"'  c"' :  c""  b"'. 

Hieraus  aber  folgt,  dass  die  Punkte  c",  c",  c™  in  einei 
lioie  li^en,  welche  durch  den  Schnitt  der  ?  und  Z"  g( 
Punkte  Ci,Cs,Cs  liegen  demnach  in  der  durch  t^«^ 
projicirenden  Ebene,  und  da  sie  zugleich  in  der  Ebene 
BO  sind  sie  in  dem  geradlinigen  Durchschnitt  beider  Ebt 
halten.  Diese  Gerade  ist  durch  z,Tei  Punkte  Ci,C^  l 
und  der  dritte  (C3)  muss  immer  auf  ihr  liegen,  welche  '. 
Erzeugenden  man  auch  für  die  AaB^  gelten  lassen  will, 

*  Mas  kann  eich  nftmlich  durch  Li/Lt  Ebenen  parallel  mi' 
denken. 
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parallel  sim 

eliebig  gerichtet  Gein  mOgen ;  denn  alle  Lagen 
!D  dann  von  selbst  einer  neuen  Ebene  parallel 


uden  Li ,  Li  und  die  Bichtebene  E  der 
en,  so  ist  auch  die  lüchtebene  €  der 
tellung  nach)  gegeben,  da  sie  mit  Li 

st  symmetrische  Darstellung  der  Fläche 
?  Grundsystem  so,  dass  die  Gnindebenoi 
ibenen  E  und  6  gebildeten  Nebenwinkel 
B  YOZ  stfiht  dann  senkrecht  zu  beiden 
a  Seitenebeue  projiciren  sich  die  beides 
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Is  zwei  Systeme  von  Parall 

lenen.    Es  seien  OF"  und  0 

■  Winkel  P"  0  Q"  Yom  urspri 

GruD^scbnitt  OX  halbii-t  wird);  die  mit  OQ"  parallelen  «■ 

ssien  die  S-Projectionen  der  Leitenden,  ab, cd  die  zuj 

H-Projectionen.    Die  S-Projection  für  jede  Lage  der  Erz 

ist  dann  parallel  zu  OP".    Durch  die  Punkte  £  und  (. 

eine  gemeinschaftliche  H-Projection  b  (c)  haben,  gehen  zw 

\  deren  S-Projectionen  a"e",  b"d"  mit  a"h"  und  c"d"  ein« 

I  bns  einscbliessen  und  deren  H-Projectionen  in  ah  und  c 

Die  H-Projectionen  ah,  cd  der  Leitenden  sind  in 

j  80  ai^enommen,  dass  sie  gleiche  Neigung  gegen  den  neue 

schnitt  0  Y  haben.     Diess  ist  immer  erlaubt.    Denn  'v 

sprünglich  zwei  Leitende  gegeben  gewesen,  welche  diese  B 

nicht  erfüllen,  so  könnte  man  eine  derselben  stets  durch 

dere  auf  der  windschiefen  Fläche  liegende  Gerade  so  erset 

obiger  Bedingung  nachträglich  entsprochen  würde. 

WSre  z.  B.  W.  evv)  <  W.  bwv,  so  betrachte  man  voiersl 
Linien  («6,  a"h"),  {cd,  e"d")  die  Linien  (ac,  a"c"),  [bd,  b"d")  i 
tendeo;  dann  stellt  das  erstgenannt«  Paar  zwei  Lagen  der  neuen 
den  TOI,  and  eine  dritte  Lage  erhält  man,  wenn  m&n  m"»"  [)  a"b' 
{mittels  Nr.  44)  die  zngehorige  H-Projection  mn  bestimmt.  Liegt 
wbi  n&he  an  a"b" ,  so  wird  der  Winkel  zwischan  mn  nnd  01 
Winkel  itov  äosserat  wenig  versctiieden  sein,  aber  kleiner  als  dies 
gaetrt  dass  'n"n"  zwischen  «"6"  nnd  c"d''  iUllt).  Man  kam 
»"n"  zuerst  mit  a'  b"  zusammenfallend  denken  und  sie  dann  stetig  i 
fortschreiten  lassen;  dabei  wird  sich  jene  Neignng  der  tnn  gegt 
stetig  verringera  und  moas  also  irgend  einmal  dem  Winkel  < 
werden;  diese  Lage  der  (mn,  m'n")  wQrde  dann  der  [ab,  a"b") 
tnirea  und  als  die  mit  (cd,  c"d")  zusommengeharige  Leitende  zu  ni 

Unter  obigen  Yoraussetznngen  wird  man  nun  eine 
P^r  erhalten,  wenn  man  a"b"  in  eine  beliebige  Änzab 
Theile  a"l",  1"2",2"3", . . ..  theilt,  durch  die  Tbeilpi 
rallelen  mit  OP"  zieht  und  fQr  jede  solche  Parallele  (; 
jection  einer  Mantellinie  betrachtet)  die  H-Projectiou  su 
V-Projeetionen  aller  dieser  Mantellinien  ergeben  sich  leic 
dem  man  die  V-Projectionen  a'h\c'd'  der  Leitenden 
At,  und  ein  Blick  auf  die  Eig.  107  wird  das  hiebei  zu 


ihren  deutlich  zeigei 
rrendig  gleiche  Neigu 
wurden  bisher  nnr  dii 

gt,  zu  welchem  die  Leitenden  nicht  gehören.  Win 
lie  Mant«Ilinien  des  andern  Systems  projiciren,  so  kann 
die  Punkte,  in  denen  die  b"  d"  von  den  ans  den  Theil- 
r  c"d"  auf  OY  geßUten  Senkrechten  getroffen  wird, 
iu  a"h"  ziehen,  wie  sie  auch  wirklieh  in  der  Seiten- 
[en  sind;  die  zn  diesen  S-Projectionen  gehörigen  H-  imd 
aen  müssen  dann,  wie  leicht  einzusehen,  auf  die  bereits 
H-  und  V-Projectionen  des  ersten  Systems  fallen,  und 
ictionen  {deren  jede  sonach  eine  doppelte  Bedeutung 
US  diesem  Gnmde  durchaus  voll  ausgezogen.  (Würde 
veite  System  der  Mantellinien  als  nicht  vorhanden  be- 
hätte Yon  den  in  der  Figur  angegebenen  H-  undV-Pn>- 
de  zum  Theil  punktirt  werden  müssen,  auf  ähnliche 
in  Fig.  104.)* 

Die  Umhüllungscurve  für  die  H-Projectionen  der  Man- 
let  denhorizontalenümriss  der  windschiefen  Fläche; 
uigslinie  der  V-Projectionen  ist  der  verticale  ümriss. 
Br  Art,  wie  die  H-  und  V-Projectionen  der  Mantel- 
iden  worden  sind,  ist  zu  ersehen,  dass  die  dem  Fort- 
Erzeugenden  entsprechende  Lagenänderung  einer  Pro- 
.  Gesetze**  folgt,  nach  welchem  sich  die  Gerade  der 
Nr.  222,  f  bewegen  sollte;  dass  also  die  beiden  Um- 

[odell  der  Fläche  lässt  deh  in  folgender  Art  herBtellen.  Zwei 
nicht  in  einerlei  Ebene  übende  (materielle)  Linien  AB,  CD 
B  gleichviel  gleiche  Theile  nnd  verbinde  die  entsprechenden 
nrch  etraffgespannte  Fäden,  welche  von  selbst  parallel  mit  einer 
Ebene  sein  werden.  Diese  Fäden  stellen  Hantellinien  des  einoi 
Mantellinien  des  andern  Systems  erhält  man,  wenn  man  die 
id  die  letzte  (BD)  der  vorigen  Mantellinien  ebenfalb  in  gleich- 
:heile  theilt  nnd  wie  vorhin  verführt.  Jeder  Ton  den  Ffiden 
ijsteme  maas  dann  auf  allen  Fäden  des  ersten  Systems  anf- 
el  zur  Steifnng  des  unebenen  Tierecks  .J.BDC  liegen  nahe.) 
bl  +  bl  =  bn  +  b2=...  =  iiVn-i~b7  =  bd  =  bm~b9^....i 
:a'l'-t-a'I'  =  a'2'+a'n=...  =  o'&'  =  a'9'  — o'lX'.... 


in  von  derselben  Art  sein  müssi 
.ungBlinie.     Diese  Uinhüllungslin 

li  UmkebniDg  des  folgenden  Lehrsätze: 

.-.„„„.  ..„  v,^em  Pnnkte  Q  der  Aie  Tangent 

gezogen,  ao  iat  die  algebraiaclie  (d.  i.  mit  Bficksicbt  an 
genommene)  Samme  der  beiden  Stücke,  welche  irgend 
Tangente  auf  den  vorigen  von  Qans  abschneide 
gtanter  GrCeae.  Der  Beweis  kann  mit  einem  der  aof  S.  20} 
Sätze  geführt  werden.  Ist  nämlich  (Fig.  108)  F  der  Brennpt 
nhel,  Juan  die  Tangente  im  Scheitel,  H^  eine  beliebige  Tan 
FM±.gp,  FGJ_H^;  also  liegen  M  Ttni  G  auf  einem  Erei 
Dnrchmeeeei  FB.  Ans  gleichen  Qrflnden  li^;en  die  Pnnkt«  9R, 
Kreise  Ober  F^.  Da  in  beiden  Kreisen  die  Peripheriewinkel  2 
den  zur  gemeinschaftlichen  Sehne  FG  gehörigen  Bogen  entspr« 
aind,  so  sind  die  Kreise  selbst  gleich ;  daher  sind  anch  die  Bj^ 
gleichgroas,  sowie  die  Sehnen  MB,^^.  Wäre  die  beliebig 
l^gente  in  der  Lage  Hj^^  angenommen  worden,  so  hätte  ms 
eelben  Schlüsse  die  Gleichheit  dar  Strecken  MHi,  3R^  gel 
Mz  MB=^^  (mit  EinschloBg  von  MBi  =  ^^)  ist  abi 
Lehrsatz,  nur  in  anderer  Aosdracksform. 

(Da  aDcb  immer  GE~G^,  oder  G,Hi  ---  (?,$,,  so  hat  i 
noch  den  Satz:  Das  Stück  einer  beliebigen  Parabeltan; 
cbes  zwischen  zwei  znr  Aie  ajmmetriacbe  Tangenten 
Ton  der  Scheiteltangente  halbirt.) 

337>  Eine  genauere  Betrachtung  der  Fig.  107  fü 
merfcungen,  welche  beim  Zeichnen  derselben  (theils  al 
keitsproben,  theils  als  Erleichterungsmittel)  zu  beac 
zugleich  aber  lehrt  sie  die  Flfiche  selbst  ~  falls  über  c 
nichts  weiter  zmn  voraus  bekannt  sein  sollte  als  was 
Nr.  334  gegebenen  Definition  tuunittelbar  fdgt  —  näl 
a)  Die  sijnmtlicben  HantelUnien  sind  sowohl  in  Beziehnng 
TE  parallele  Ebene  Tg  als  anf  die  zur  HB  parallele  Ebene  Zs' 
gepaart,  vorans  za  scbliessen  ist,  dasa  die  genannten  beiden 
Haapt  oder  S;mmetra1ebenen  der  Fläche  sind.  Fasst  i 
ugend  zwei  (zn  rerscbiedenen  Systemen  gehörige)  Hantellinie 
deren  H-Frojectionen  sich  anf  der  Linie  Ye  achneiden ,  z.  B 
(3m,3'ni')  nnd  (V5,  a'!!!-),  so  steht  die  Ebene  dieser  Lini 
tnf  der  verticalen  Ebene  Ts;  letztere  halbirt  den  Winkel  beide 
mithin  socb  jede  Sehne,  welche  in  der  Ebene  der  Linien  » 
Ebene  Fs  gez(^en  werden  kann.  Ebenso  steht  die  Ebene 
(Sm.S'IIl')  nnd  (8111,  T'5')  senkrecht  anf  der  horizontalen 


htitere  h&lbiit  den  Winkel  jener  Linien 
Knkrecht  zur  H£  ziehen  kann. 

lAe,  DEich  der  üch  die  beiden  Faaptebetien  schneiden  (and  w«lctw 
ition  den  Punkt  s''  bat),  ist  die  Aie  der  Fläcbe.-  —  Die  daidi 
(8,s',a")  gellenden  Mantellinien  bestimmen  mit  der  Axe  ztü 
lebe  den  Richtebenen  XOP",  XOQ"  parallel  sind, 
irisse  der  Fliehe  sind  die  Projectionen  der  beiden  Cnrven,  in  den» 
lenen  die  Ft&che  schneiden;  die  Peripherie  des  j^^ä°u'™|  ^'"^ 
It  die  jvl-Projectionen  der  Punkt«,  in  welchen  die  {iSSa^i 
von  den  Hantellinien  getrofien  vitd. 

.  zeichne  die  H-Spor  EFGF^Eo-..  der  Flüche  (indem  man  die 
■s  einzelnen  Hautellinien  stetig  verbindet).  Schneidet  man  bieranf 
Inrch  eine  horizontale  Ebene  e'g',  welche  von  Zs'  die  nftmliche 
hat  wie  diese  von  der  BE,  so  läset  sich  aas  (a)  folgern,  dass 
dieser  Ebene  der  H-Spnr  congment  sein  ond  sich  anf  diese  ho- 
iicitcn  mnss. 

Fläche  wird  durch  die  in  der  Zeicknang  angegebenen  Uantel- 
ne  Anzahl  windschiefer  Vietecke  zerl^  -  Die  Fläcbenpunkte, 
dnrch  die  Darchschnitte  der  Mantellinien  sichtbar  machen,  li^«n 
sowohl  in  Ebenen,  welche  parallel  znr  UE,  als  aach  in  solchen, 
Uel  ZOT  VE  sind;  denn  die  S-Projectionen  dieser  Punkte  liegen 
in  Parallelen  zn  0  F  and  OX.  Daher  müssen  anch  die  V-Pio- 
id  die  H -Projectionen  der  Flftchenponkte  reihenweise  in  Parallelen 

verticalen  Dmriss  der  Pläche  erhftlt  man  mit  hinreichender  Ge- 
'enn  man  eine  stetige  Corre  zeichnet,  welche  die  Y-Projectionen 
nien  berflhrt.  Man  kann  aber  anch  leicht  die  einzelnen  BerlUir- 
selbst  bestimmen.  Um  z.  B.  den  Pnnkt  zn  erhalten,  in  welchem 
in  II'2'  den  Dmriss  berührt,  bemerke  man,  dass  dieser  Paukt 
s  die  T-Projection  desjenigen  Punktes  ist,  in  welchem  die  Mao- 
S,  II'2')  die  verticale  Hanptebene  F«  schneidet.  Die  S-Spor 
tebene  ist  Ys",  also  u"  (wo  Ye"  die  11"  2"  trifit)  die  S-Projec- 
chnittpanktsj  u"  gehört  znr  Beihe  derjenigen  Pnnkte,  welche  in 
IV"  gelegte  Parallele  za  OY  &llen  (vgl.  c),  daher  mnss  die  zn- 
Projection  u'  in  einer  durch  IV'  gehenden  Parallelen  za  OX 
aber  nnter  der  Beihe  der  Ponkt«,  welche  dieser  Parallelen  ent- 
Qch  der  Schnitt  von  I'l'  ond  III'3'  ist,  so  bat  -man  folgende 
anf  einet  Tangente  des  Umrisses  den  BerObnmgepankt  zu  finden, 
iQTch  den  Punkt,  wo  die  voransgehende  and  die  nachfolgende 
;h  schneiden,  eine  ParaUele  zn  OX;  dann  trifit  diese  in  den  ge- 

.ämliche  Begel  gilt  anch,  wenn  es  sich  nm  den  horizontales 
lelt.  Denn  um  z.  B.  den  Berührnngspunkt  t  anf  7VII  tn  er- 
1.  h.  die  H-Projecüon  des  Punktes,  wo  die  (7Vn,7'VII')  di 


I  S-Spar  a"s"  ist  —  kann  man  die 
I,  Qnd  die  auf  O  Y  senkrechte  (oder 
VI  gehen. 

[er  zQgehör^n  H-Piojection  u  (dem 
,  und  ebenao  I  ans  der  lagehsrigen 
'  und  ZsT). 

eine  Ifantellini«  des  einen  Systems 
ms  getheilt  wird,  sind  von  gleicher 
:ke  gleich  gross  sind;  dasselbe  mass 
Q  derselben  gelten  —  Man  hat  da- 
projiciien   ohne  nnmittelbare 
len.    Tragt  man  z.  B.  anf  der  Ver- 
leben Stacke  ah,  in  welche  die  4IV 
rten  Mantellinien  zerlegt  wird,  and 
zweite  Linie  6VI,  so  hat  man  nnr 
ikte  der  Terlängerten  41V  nnd  6  VI 
projicirter  Ifantellinieti  zu  erhalten; 
Inf  diese  Weise  worden  in  der  Tbat 
TOn  Mantellinien  gernnden,  welche 
lerbalb  des  Zelchnnngsraams  trefien. 
Helen  Ebene  gehe  dnrcfa  VI;  dann 
ie H-Projectionen  h,i,lc,l,t  einer  An- 
i  die  windschiefe  Flfiche  schneidet; 
die  ZQgehCrigen  V-Projectlonen  A',t',it',^,e',^...^'  bestimmen  eine  kmmme 
Linie.     Darch  eine  dieser  V-Projectionen,  etwa  dnrch  l' ,  lege  man  eine  Pa- 
rülele  ta  OX,  welche  zngleich  (nach  c)  darch  andere  V-Projectionen  lV',r',u' 
TOB  FUchenpnnkten  gehen  mnss.    Mnn  ist  Wl'  =  a'VI'  (wegen  Congroens 
der  Dreiecke  IV  !'V'  und  Vt'n'V',  welche  znm  Theil  ans  [e]  folgt),  an» 
{^lehem   Grande  «'VI' =  j9't',  also  IV'C  =  (»'('.    Ganz  anf  dieselbe  Weise 
zeigt  sich,  dass  IV'r' =  jS'/,f'H'  =  y'«',  nnd  dnrch  Addison  dergleichen 
Stücke  folgt  l'tt'  -  t'B'.    SAAt  man  daher  die  Cnrre  A't'V  parallel  vor- 
wärts, so  dass  die  Punkte  ('  und  l'  In  den  (zu  OX  parallelen)  Geraden  t's' 
nnd  I'«'  fortschreiten,  so  mnss  in  dem  Augenblicke,  wo  f  in  $'  ffillt,  auch  V 
in  u'  hllen,  d.  h.  der  Ponkt  E'  kommt  mit  dem  Punkte  i'  zn  gleicher 
Zeit  in  der  Peripherie  des  verticalen  Umrisses  an.    Was  aber  soeben  fSr  den 
Punkt  r  bewiesen  wurde,  mnss  offenbar  in  derselben  Weise  auch   ffir  die 
Pnnkte  h'i'k',...  gelten,  selbst  dann  noch,  wenn  (in  Folge  unendlicher  Ver 
karznng  nnd  Terrielfältignng  der  anf  den  Leitenden  abgenommenen  gleichen 
Stocke)  diese  Punkte  einander  unendlich  nahe  rScken;  woraus  man  ersiebt, 
dass  die  Cnrve  h't'^'  dem  verticalen  Umriss  der  windschiefen 
Flftche  congruent  ist.  —  L&sst  man  die  mit  der  VE  parallele  Ebene  ht 
statt  durch  VI  durch  irgend  einen  andern  Theilpnnkt  der  Linie  cd  (oder  auch 
der  Linie  ab)  gehen,  so  mnss  man  durch  die  nämliclien  SchlQsse  wieder  in 
demselben  Resnltate  kommen;  dabei  können  jene  Theilpnnkte  anch  in  nnend- 
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licliei  Anzahl  (und  mithb  anendScli  nalie  b 
3n  alle  mOgliclieii  zur  VE  pan 

ftrabeln,  deren  Aien  panllel  sind  nnd  deren  Scheitel  anf  don 
lorizoDtalen  Hanptebene  li^en,  nämlich  anf  dei  Parabel  <«t,  s'f). 
iB  parabolischen  Schnitt«  lassen  sich  als  Lagen  einer  enengendeB 
lebten,  detea  Scheitel  anf  der  festen  Parabel  {st.a't')  foitrOcU; 
Aie  immer  parallel  mit  der  Axe  der  letztem  nnd  ihre  Ebene 
'  der  Ebene  der  letztem  ist,  wobei  die  Concavitäten  beider  Fa- 
rerscliiedenen  Seiten  gekehrt  sind;  folglich  ist  die  bisher  be- 
idechiefe  Fliehe  das  hyperbolische  Paraboloid  (Nr.  301,  s). 
ler  Congmenz  der  Parabeln  h'f%'  nnd  p's'g  folgt  noch,  dati 
lg  des  Scheitels  f  von  der  Sehne  h'1)'  gleich  der  Entfeniimg 
s'  von  g'Q  ist,  also  auch  th  —  sO,  anf  welchen  Pnnkt  des  hon- 
isses  auch  e  fallen  mttge.  Es  zeigt  sich  dadnrch,  daea  die  H-Spu 
i«  dem  horizontalen  ümriss  congment  sein  moss.  Nnn  ist  aber 
lg  der  HB  von  der  Hanptebene  Z's't'  willkürlich  genominen; 
1  alle  Schnitte,  welche  anf  dem  Paraboloid  dnrch  horizontal* 
irgebracht  werden,  der  Parabel  (st,a't')  congnient  sein,  nnd 
sich  Bchliessen,  dasa  man  das  Paraboloid  anch  erzeugen  kann, 
ie  Parabel  {Gs,g's't')  als  die  feste  nnd  die  Parabel  (^t,ji'(0 
;liche  annimmt.  * 


Eine  Oerade  soll  eine  gegebene  Gerade  schoeiden,  eine 
ugel  berühren  und  mit  einer  gegebenen  Bichtebene  pa- 
dann  ist  ihr  geometrischer  Ort  eine  windschiefe  Fläche, 

ein  Kugel-Conoid  nennen  kann  (vgl.  Nr.  326, 4).  — 
I  die  Richtebene  als  HE ;  die  Projectionen  der  leitenden 
ien  Äb,a'b';  die  Umrisse  der  Kugel  sind  zwei  Kreise, 
ingelhalbmesser  um  die  Projectionen  o,  o'  des  Kugel- 
es  beschrieben. 

eine  zur  HE  parallele  Ebene,  deren  V-Spur  c't'm' 
et  die  (Ab,a'b')  in  (cc')  und  die  Engel  nach  einem 

Halbmesser  m't'.  Die  aus  c  an  die  H-Projection 
ses  gehenden  Tangenten  eti,ctz  sind  die  H-Projec- 
Bwei  L^en  der  Erzengenden;  die  zi^ehörigen  V-Pro- 

!idenParabeb,  welche  in  der  HE  nnd  in  der  Ebene  i^'e'  liegen, 
eine  iw^te  Conatrnktion  eines  Modells  benützt  werden.  Die 
li  welche  die  Fäden  gehen,  ergeben  sich  leicht  ans  der  Theilung 
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die  Berührungspunkte  a 


t  kann  man  I 
e  ÜmliüllTingslinie  ihrer '. 
der  windschiefen  Fläche 
dem  Gnmdscfanitt.parall) 
!3  gebildet,  und  diese  Ta 
zweier  Mantellinien  vor, 
nflssen.  —-  Die  Punkte, 
S!ugel  berühren,  bestimm 
[ugel  vom  Gonoid  herfihi 
eidet  sich  selbst  in  der 

ben.  Jede  der  nächste! 
-ojectionen  einer  hinreicl 
It  werden. 

ea  Conoid  (vgl.  Nr.  326 
3  Leiteurve  ein  in  der  Y 
älpunkt  zugleich  die  T- 
Dahei  ist  zu  beweisen,  d 
in  Ebene  nach  einer  Ellii 

■  gleichen  Kreise  sind  pa 
1  der  HE;  die  Verbind« 
er  Geraden  L  halbirt,  wt 
\i  (also  ganz  in  der  HI 
e  beiden  Kreise  auf  ei 
der  HK  schneiden  und  zugleich  der  Geraden  L 
Nr.  326,  1). 

3)  Eine  Gerade,  welche  eine  gegebene  Schniul 
Funkten  schneidet,  verändert  ihre  Lage  so,  dass  < 
der  Schnittpunkte  einen  constant«n  Werth  behält,  < 
als  die  Ganghöhe  sein  soll  (vgl.  Nr.  326,  8). 

*  Die  Mantellinien  hat  man  sich,  am  du  TollBtän<Ugei 
zu  erhalten,  flbet  diese  Cnrre  hinaoa  fortgesetzt  zo  denken 
D  gen  sind  aber  in  Fig.  109  «e^reluaen ,  weil  durch  da 
e  es  Theils  der  Kngel  die  Dantetlnng  an  Deatlicfakeit  gei 

Ongler,  deBcript,  Qeomatrie.    4.  Auft. 


Wenn  das  Wort  Schrau 

ebrancht  wird ,  versteht  man  darunter  nicht  die  in 
!5  betrachtete  Flä^jhe,  sondern  eine  windschiefe  Fläche, 
jung  auf  mehrerlei  Art  aufgefasst  werden  bann. 
Schraubenfläche  wird  von  einer  beweglichen  Geraden 

welche  auf  einer  gegebenen  Schraubenlinie  aufli^ 
I  die  Aie  dieser  Schraubenlinie  unter  einem  g^ebenen 
jhneidet  (vgl.  Nr.  326,  7).  Die  Äje  der  Schranben- 
h  Axe  filr  die  Fläche. 

Dan  sich  aus  dem  Punkte,  in  welchem  die  Erzeigende 
inlinie  trifft,  eine  Senkrechte  auf  die  Axe  geföllt,  so 
in  rechtwinkeliges  Dreieck,  welches  das  zwischen  der 
ie  und  ihrer  Aie  enthaltene  Stück  der  Erzeugenden 
Ilse  hat.     Dieses  Dreieck  bleibt  für  alle  L^en  der 

immer  das  nämliche,  weil  an  ihm  die  auf  der  Aie 
Kathete  (der  Halbmesser  des  Schraubencjlinders)  und 
akel  dieser  Eathete  (die  Neigung  9  der  Erzeugenden 
le)  constant  sind.  Man  hätte  daher  auch  das  Ent- 
Sz  der  Schraubenfläche  auf  folgende  Art  aussprechen 

Erzeugende  schneidet  eine  Schraubenlinie  und  ihre 
regt  sieb  so,  dass  das  durch  die  beiden  Schnittpunkte 
ck  von  unveränderlicher  Grösse  bleibt  (vgl.  Nr.  326, 8). 
ie  Schraubenlinie  als  gegeben  vorauszusetzen,  kano 
ih  den  betrefl'enden  Eckpunkt  des  vorhin  erwähnten 
shreiben  lassen,  indem  die  zur  Aie  senkrechte  Ka- 
tewegung  gesetzt  wird,  wie  Nr.  261  angibt;  die  ver- 
lotenuse  erzeugt  dann  gleichzeitig  die  Fläche.  Da 
I  der  bewegten  Eathete  veranlasste  Bewegung  der 
i  sich  auch  unabhängig  von  der  Katbete  definiren 
bt  sich  die  folgende  Entstehungsart. 
ächraubenfläehe  wird  durch  den  einen  Schenkel  ein  > 
:zei^,  dessen  anderer  Schenkel  sich  in  einer  gerad  1 
ebt,  während  zugleich  um  diese  Gerade  die  Ehe  i 
proportional  mit  der  Fortschreitung  des  Scheit"  ! 


J 
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ie  SchraulenÖäche  bestimmt  sei, 
Dch  die  Strecke  h  gegeben  sei 
en  Drehung  (360»)  der  Scheifa 
.,  f),  dass  jeder  Punkt  des  en 
)enlinie  um  die  gemeiuschaftlic 
1  dasB  allen  diesen  Scbraubenlin 
ugekehrt  kann  man  schliessen 
,  welche  zur  gemeinschaft 
.ubenfläche  haben,  diese  I 
1  gleichen  Ganghöhen  sehn 
le  vierte  Art,  die  Schraubenflä 

,  welche  beständig  die  entsprec 
nlinien  von  einerlei  Axe  und  i 
zugleich   der    gemeinschaftliche 

ler  die  Schroubenflftcbe  nicht  numitb 
■bigen  ebenfalls  angezeigt  Als  Er 
i  Schranbenlinie  gelten,  welche  ibre  . 
stets  eine  festa,  die  Äie  treEFende 


sehe  Darstellung  einer  Schraub« 
igsart  (Nr.  340,  a)  ausgegangen 
etionen  Ab..,  a'b'i"..  der  Seh 

0  X  senkrecht  zur  H  E  annimi: 
rallele  OA  ist  die  H-Projectio 
antellinie,  deren  V-Projection  i 
il  o'a's'  als  Complement  des  ge; 

stellt  dann  zugleich  o'a'e'  dii 
itanten  Dreiecks  vor,  welches  in  '. 

beliebig  durch  0  gelegte  Ger 
titelhnie,  so  findet  man  die  zu; 
ende  Weise.  Man  suche  die  V 
'elcbem  die  Mantellinie  die  Scli 
o",  mache  m'«'=o'^'  und  zie 
ch  unendlich  viele  Punkte  (z.  B. 


—     356     - 

itionea  gehören  köDQen,  so  gibt 
nien,   denen  Ob  als  gemeiitschaftliclie  H-Projection  zu- 
für  jede  derselben  würde  man  die  T-Projection  wie  vor- 
!n,  und  alle  diese  T-Projeetionen  sind  unter  sieh  parallel 

•n"  II  b'n'). 

diese  Weite  kann  man,  indem  man  der  Linie  Ob  nach  und  nach 
Igen  gibt,  beliebig  viele  Manteltinien  der  Fl&che  piojiciren  Um 
Daistellong  eine  gewisse  BegelioKsgigbeit  za  geben,  tbnt  man  am 
lerst  die  H-Projection  Ab.,  der  Schranbenlinie  in  n  gleiche  Theile 
L  nnd  die  nach  den  TheUpankten  gezogenen  Radien  ab  die  I<ageii 
Mantellinien  gelten  zn  lassen.    Hat  sich  nnn  bei  der  Bewegnng^ 

cks  ÄOZ  der  Punkt  J  nm  —  der  Ganghohe  Ä  erhoben,  so  dass 

3  H-PiojectioD  in  den  ersten  anf  A  folgenden  Thetlpnnkt  des  Ereieea 
It,  so  ist  anf  der  Scbranbenaie  sowohl  der  Fnnkt  0  als  der  Punkt  Z 

,nfw&rts  gerückt;  (Mit  bei  weiterem  Fortschreiten  die  H-Projectidn 
den  zweiten  Theilpnnkt,  so  liegt  «'  nm  —h  höher  als  zu  An- 
.  f.    Uan  wird  daher  auf  o'o"  von  a'  anfw&rts  daa  Stock  — Abe- 

abtragen  nnd  die  auf  solche  Art  in  o'o"  erhaltenen  Ponkte  in 
Anfeinanderfolge  mit  denjenigen  Punkten  verbinden ,  welche  anf 
jection  der  Schraubenlinie  den  Theilpunkten  des  Ereisea  ^b..  ent- 
die  Verbindungslinien  geben  die  Y-Projectionen  der  Mantellinien, 
ImhOllnngacurven  derselben  bestimmen  den  verticalen  Umriss. 
•,i  ist  nicht  zu  Qbersehen,  dass  schon  behufs  der  Constmction  der 
linie  sowohl  der  Eteis  Ab.,  ab  die  anf  o'o"  abgetragene  Qang- 
leiche  Theile  getheilt  werden  mnasten.  L&sst  nnn  der  Werth  von  » 
a  die  erste  L^e  von  s'  in  einen  der  Theilpnnkte  fällt,  welche  fOr 
ck  bereits  aof  o'o"  angenommen  sind,  so  winl  die  AnsfOhnng  der 
;  sehr  einfach.    So  verhält  sich's  in  Fig.  110;  es  ist  dort  n  =  14 

=äm 

ein  leicht  übersichtliches  Bild  zu  erhalten,  wurde  in 
die  Erzeugende  begrenzt  angenommen,  mithin  nur  ein 

jr  Theil  der  Schraubenfläohe  zur  Anschauung  gebracht. 

rrifFe  der  vollständigen  (unbegrenzten)  SchraubenflSche 

)rdert,  dass  man  sich  die  Erzeugende  nach  beiden  Seiten 
Ende  verlängert  denkt.* 

sser  der   ursprünglichen  Schraubenlinie  (Ab..,  a'b'b"..)  ist  in 

itere  Betrachtung  der  vollständigen  Fläche  fo^  im  X.  Kapite' 


ihnet.  Die  V-Projeotlon  derselben 
44)  die  V-Projectionen  fflr  diejenif 
fi-Projectionen  in  den  mit  Oq 

if  der  Schianbenfiftcbe  liegenden  I 
lioien  werden  Ton  dem  verticftlen  Umriaa  der  Fläche  berührt. 

312.  Ein  besonderer  Fall  der  Schraubenfläche  erg 
!im  man  bei  den  in  Nr.  340  unter  (a)  und  (c)  ang 
zeugimgsarten  den  Winkel  y  als  einen  rechten  i 
inn  bleibt  die  Erzeugende  ste^  parallel  mit  einer  zur  i 
3hten  Ebene  (der  HE),  und  die  erzeugte  Fläche,  weh 
diesem  Falle  auch  den  Namen  Wendelfläche  beileg 
fo  unter  die  senkrechten  Conoide  (Nr.  326,  2), 

Nach  (b)  wild  man  die  Wendetfläche  erhalten,  wenn  das 
Ick  der  Erzeagenden  dem  Halbmesser  des  Seh  laabency linders 
;h  (d),  wenn  (bei  Terticoler  Stellung  der  Axt)  die  E-Spnren  i 
ebenen  Sehraabenlinien  mit  der  Äie  in  einer  Ebene  liegen. 

Einen  Umriss  hat  die  Wendelfläche  nicht. 

S43*  Die  windschiefe  Schraubenfläche  und  die  entvi 
hraubenfläche  (Nr.  322)  sind  zwei  besondere  Fälle  i 
eh  a%emeinerem  Gesetze  zu  erzeugenden  Fläche. 

Zwei  im  Baume  gedachte  Gerade  Ä,B,  an  denen  m 
h  die  Gegenseitigkeit  der  Lage  in's  Auge  fasst  und  a 
derlich  annimmt,  stellen  ein  geometrisches  Gebilde  dar 
1  solches  noch  beliebig  bewegt  werden  kann,  *  Legt 
)  Ä  auf  eine  feste  Gerade  und  setzt  das  Gebüde  so  i 
g,  dass  ein  auf  B  willkürlich  gewählter  Punkt  P  ein 
nlinie  um  die  feste  Gerade  beschreibt  (Nr.  261,  f),  s 
J  B  eine  Kegelfiäche,  welche  sich  als  Inbegriff  unendl 
hraubenlinien  von  gleicher  Ganghöhe  und  gemeinsa 
fassen  lässt,  so  dass  auf  sie  der  Name  .Schraubenf 
lern  erweiterten  Sinne  passt.  Man  kann  auch  von  ei 
igebenen  Schraubenlinie  S  ausgehen  und  dann  das  Gebi 


•  BeiflgUch  der  einfachen  Drehbewegung  Tgl.   Nr.  289. 
j  de  andere  Bewegung  mit  dem  Gebilde,  nnbescbodet  seiner  ünTt 
I  it  an  sich,  vorgenommen  werden  kenne,  ist  leicht  zn  Tersinnli 
<  üin  man  zwei  aas  beliebigen  Pnnkten  der  B  anf  die  Ä  geKIlte 
i  haltet,  wobei  ein  als  starr  za  betrachtendes  anebenes  Yiereck  e 


lie 


^i 


lire  LAnge  mcbt  ändern,  und  man  er- 
ezeigte  Fläche,  mit  Wegfall  der  dort 
iiiig  der  Sehnenlänge.  Gibt  man  aber 
ass  sie  in  P  die  S  beröhrt,  so  geht 
ickelbare  Schraubenöäcbe,  und  dann 
3,  welcher  der  Ä  am  nächsten  liegt.* 
ben  Gebilde  [A,£]  lassen  sich  unend- 
der  allgemeineren  Art  erzeugen,  sofern 
der  zugehörigen  Schraubenlinien  jeden 
nt  man  (falls  Ä  und  B  sieh  nicht 
so  an,  dass  sie  selbst  gegenüber  dem 
1  A  und  B  als  verschwindend  kleb 
ilche  einem  einfachen  Drehungshjper- 
ind  sie  geht  in  dieses  über,  wenn  man 
abnehmen  lässt,  also  den  Kreis  als 
nie  betrachtet.  Man  könnte  hiemacb 
te  Fläche,  zur  Unterscheidung  von  den 
londem Fällen,  einebyperboloidiscbe 


At  A  ond  B  in  einerlei  Ebene  liegen,  biegt 
i  verBtandene  SchravbenflScbe  am  einen  Cj. 
Schranbenlinie  gemein,  welche  der  znoichet 
Bchreibt.    (Schneiden  sich  Ä  imd  B,  so  debt 

iflhe  NqU  würde  Bicb  das  Grenz- Hjpetbol  d 
'en  Schranbenflficbe  anf  einen  Kegel  oder  <  :i 
ne  rednciren,  bei  der  entwickelbaren  Schi  i- 
dnrchlochte  Ebene,  also  auf  Grenzfälle  •  s 
te  Grenzfall  eines  einfachen  DrehnngShy  > 
tritt  bei  jeder  Scbianbengangbflhe  an  e 
sobald  B\\A  wird.) 


is  zur  Schraubenaie  verlängert,  so  Biebt  man,  dass  m 
nflächen  erzeugen,  oder  dass  die  B^renzungsflächen 
ibengewindes  Stücke  von  Schraubenää^hen  sind.  Die 
Dreiecks  bescbreibt  eine  Schraubenlinie  von  derselben 
und  derselben  Aie  wie  die  ursprüngliche;  letztere  heisst 
ringende  und  erstere  die  ausspringende  Schärfe 
ibe. 

tine  solche  Schraube  zu  zeichnen,  wenn  ihr  Kern  seni- 
der  HE  steht,  projicire  mau  zuerst  die  ursprüngliche 

inie  (aaia^...,  a' c/ c^^ h' ^ ß'^ )  und  zeichne  das 

Dreieck  in  einer  zur  VE  parallelen, Stellui^,  für  welche 
e  V-Projection  sei.  Die  H-Projection  c  der  Dreiecks- 
rt  dann  auf  die  H-Projection  cj'iya...  der  äussern 
inie,  und  da  deren  Ganghöhe  =  a'  b'  ist,  so  kann  mau 
^-Projection  c'/y"---  zeichnen. *  Will  man  nun  irgend 
ies  erzeugenden  Dreiecks  projiciren,  so  ziehe  mau  durdi  o 
lige  Gerade  a(ß)Y,  betrachte  sie  als  H-Projection  des 
imd  suche  auf  «'«'6'/?". .  undc'/..  iiezua{ß)  und/ 
V-Projeetionen;  die  Verbindung  dieser  drei  Punkte  gibt 
iection  des  Dreiecks. 

verticale  Ümriss  des  Schraubei^ewindes  best«M  aus 
;ken  von  der  Art,  wie  man  sie  in  P^.  110  (Nr,  341) 
ilumrisB  der  Schraabenäache  fand,  und  diese  Curren- 
kssen  die  V-Projectionen  zusammengehöriger  Umgänge 
1  und  äussern  Schraubenlinie  berühren.  Da  aber  die 
j  dieser  Curven  um  so  unbedeutender  wird,  je  mehr  sie 
ler  v-projicirten  Sehraubenaxe  entfernen,  und  in  grösserer 
r  kaum  mehr  durch  Zeichnung  bemerkbar  zu  machen 
m  man  in  den  meisten  Fällen  für  den  Dmriss  des  Ge- 

man  die  H-Projection  der  innem  Scbianbenlinie  (und  also  auch 
le  a'b')  in  eine  gerade  Anzahl  gleicher  T heile  getheilt,  so  tnfit 
?'  gehende  Parallele  mit  dem  Grnndschnitt  in  einen  Tbeilpankt 
id  man  kann  dann  mittels  dei  auf  a'z'  (oder  m'o')  aa^etragenen 

nicht  nor  die  T-Piojectioiien  der  innem,  sondern  mgleich  ancb 
lern  Schranhenlinie  constrciren;  die  Theilpnnkte  des  Ereisea  c- 

dieser  Annahme  dnrch  die  Yerlängeningen  deijenigen  Radien 
reiche  Ton  o  ans  nach  den  Theilponkten  des  Kreises  a...  geben 
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)n  Fehler  eine  gerade  Linie 
gente  der  beiden  v-projicirte 
;  a'b'  und  ftV.  aber  gehöre; 
rde  man  mit  dieser  Nähe: 

Durchmesser  des  Kerns  . 

.aussen)  Schraubencylinders 
.ong  ])leibt  dieselbe,  wenn  das 
reieck  nicht  gleich Bchenkel: 

It  flaehem  Gewinde.  —  I 

D  li^e  in  einer  Mantellinii 

ud  die  Ebene  des  Kechtecl 

Dreht  man  diese  Kbeoe  : 

ikt  A  auf  der  Gylinderdächt 

deren  Ganghöhe  >  ^S  is 

chtecks  ein    flaches    (odi 

,    dessen  Kern  jener  Cyli 

iÄI),BC  zwei  Wendelfl 

*  zwei  congruente  Schraul 

sn  (von  A  durchlaufenen)  i 

aber  beschreibt  eine  viert 

chen  coDgruent  ist. 

ässt  sieh  (bei  verKc^er  Stel 

ilden.  Hat  man  die  Projectii 

jhraubenlinie  und  die  V-P 

litecks  für  eine  zur  VE  p 

an  sogleich  die  gemeinsch; 

tion  cy..  der  von  C  und  D  beschriebenen  Schraul 

an  eine  beliebig  durch  o  gelegte  Gerade  eey 

r  ii^end  eine  neue  Lage  des  Bechtecks,  föllt  a 

ß'  =  a'h;ßy\\a'S'\\GS,YSyj^GS,    so    ist 

ihörige  V-Projection.    Auf  diese  Art  ergeben 

ctionen  für  beliebig  viele  La^en  des  Eechtec 

iirven    b'ß' .. .,  c'y'.. .,  d'S'...    geben   die  V 

rei  von  B,C,D  beschriebenen  Schraubenlinien  3 

inlinien  lassen  sich  aber  auch  leicht  unmittell 

lan  ihre  H-Projectiooen  und  ihre  Ganghöhe  ki 

t  Die  hier  betrachteten  Scbranben  heiasen  einfa« 


:fiimen  ancb  bei  einer  schRrfen  Schra 

ifeimmderfolgenden  Umgängen  des  < 
t,  wenn  nun  in  Fignr  112  ui  die  S1 
letzt,  dessen  Basis  AB  kleiner  ist  ab 
1  Schranbenlinie. 

m  Falle,  oder  im  Fall  II,  kann  mal 

)  ein  zweites  Qewind  föhxen,  dessen  Schranbenlinien  wieder  die 
lOhe  haben;  dadaich  entsteht  eine  doppelte  Scbraabe.  Sind 
winde  scbaif,  so  können  die  Un^nge  des  einen  sich  an  die 
1  andern  anl^en. 

ht  nnn  leicht,  was  unter  einer  dreifachen,  vierfachen  tc.  Scbraabe 
Die  Zelchnnng  jeder  mehrfachen  Schraube  ergibt  sich  ebenso 
einfachen.) 

liner  Doppelschraabe  wird  meist  das  zweite  Qewinde  dem  ersten 
inommen  nnd,  wenn  Theilo  des  Eems  frei  bleiben,  so  gefohlt, 
siderseitigen  AbstlLnde  vom  ersten  Qewinde  gleichgross  sind.  Ea 
inch  (in  beiden  Beziehungen)  anders  gehalten  werden.  Femer 
die  ein  Gewind  erzengende  Figur  eine  andere  als  oben  voians- 
e ,  z.  B.  ein  Dreieck  welchen)  parallel  mit  der  Basis  die  Spitze 
«n  ist,  oder  ein  Gechteck  unter  Abstampfnng  der  beiden  nach 
irten  Ecken.  Solche  nnd  noch  complicirtere  Schrauben  formen 
:ht  weiter  zu  berOcksichtigen. 


Achtes  Kapitel. 

^en  ttber  fierOhrangsebenen  an  krummen 
Flächen. 

ÜinrngsebeneD  bei  gegebenem  Berübrimgspimkt 

Wenn  im  Folgenden  die  Aufgabe  behandelt  wird,  aß 
ebene  krumme  Fläche  eine  Berübrungsebene 
len  auf  der  Fläche  gegebenen  Punkt  zu  legen, 
er  Fläche  Punkte  von  besonderer  Bedeutung  vorhanda 
jtets  Torausgesetzt  sein,  dass  der  g^ebene  Berührunga- 
gewöhnlicher  Punkt  der  Fläche  sei. 
I^r.  267  folgt,  dass  die  gesuchte  Berührungsebene  be 
.,  wenn  man  irgend  zwei  durch  den  g^ebenen  Beröbi 


-  zne: 
er  k] 
an  i 
Tar 


ere  i 
iFUc 
^fel 
aabn 
äehe 
EU  de 
»I,  z 
der 
den 
ilcbe 
Sind 
Italic 

benei 

Ponk 

ridifu 

s  HÜ 

ir. 

kmsti 

lebei 
enB 

ien  Bc 
)eM  2 

SM  MI 

gseb 
iBelb 
ernst 


—     364    — 

n  rieh  an  einen  Heridisn  eine  Tangente  gezogen,  «elcbe  die 
m  Punkte  X  achneidet,  so  wird  bei  dei  Drehnng.  des  Heridians 
spnnkt  einen  Parallelkreie  beechreiben,  aber  die  verschiedenen 
che  die  Tangente  nach  und  nach  kommt,  messen  alle  doich 
chen  Punkt  X  geben;  werden  nnn  doicb  verschiedene  Pankte 
reiaes  BerObrongBebenen  an  die  Drebnngsfl&che  gelegt,  m  gehen 
e  Teracbiedenen'Lagen  der  Heiidiantangente,  also  inimei  doicb 
(dei  fibrigens  anch  der  nnendlicb  ferne  Punkt  der  Aie  sein 

le  Normale  einer  DrehfUcbe  schneidet  die 
xe. 

die  Berflhrnngsebene  eenkiecbt  anf  der  Meridianebene  des  Be- 
es  ist,  80  mnss  die  Normale  ganz  in  diese  Meridianebene  fallen, 
rebnngsaje  begegnen.  (Doch  kann  in  gewissen  ^llen  dieser 
nkt  nnendlicb  entfernt  oder  die  Normale  parallel  zur  Drehnngsaie 
h  sieht  man  hieraus,  dass  jede  (Hanpt-)  Normale  irgend 
tans  mgleicb  eine  Normale  der  Drebnngsfl&che  ist 
'.  Normalen  einer  Drehfläche,  welche  ihre  Fu9s- 
dem  nämlichen  Parallelkreise  haben,  schnei- 
ehungsaie  in  dem  nämlichen  Pankte. 
ilich  irgend  eine  Normale  die  DrehongBaie  im  Punkte  7,  so 
bei  Drehung  der  Meridianebene,  in  welcher  sie  liegt,  in  immer 
kommen,  jedoch  stets  Normale  des  Meridians,  und  mithin  auch 
Ibst,  bleiben;  ihr  Fosepnnkt  wird  dabei  einen  Parallelkreis 
ber  der  Pnnkt  T  kann  seine  Stelle  nicht  andern. 

Lofg.  Die  Berührungsebene  einer  durch  die 
hende)  Drehungsaxe  {o,o'o")  und  den  Meridian 

gegebenen  Drebfläche  zu  finden,  renn  man 
jection  a  dee  Berührungspunkts  kennt. 

Die  H-ProJ6ction  dea  durch  A  gehenden  Meridians 
eht  man  diesen  Meridian,  bis  er  auf  den  gegebenen 
nmt  o  in  die  Lage  b  (so  dass  oh  —  oa)  und  die  zuge- 
Djection  ist  b'.  Durch  b'  ziehe  man  eine  Tangente  b'o" 
311'«'«;';  dann  ist  (o&,o"ö')  die  durch  (6,6')  gehende 
S3  Meridians  und  5  ihre  H-Spur.  Bei  der  Zurück- 
es  Meridians  in  seine  ursprüngliche  Lage  beschreibt 
ite  eine  E^elääche,  deren  Spitze  (o,  o")  in  der  Dreh- 
[t;  die  H-Spur  8  kommt  nach  P  zu  liegen  {oI'=oS) 
Spur  der  gesuchten  Berührungsebene  muss  durch  P 


.  der  Geraden,  welche  in  A  den  ' 
;,  sind  ar  (Xoa)  und  a'h'U 
durch  die  V-Spur  W  dieser  Berührungslinie  geht  die  \ 
gesuchten  Berührungsebene.  Die  H-Spur  der  Ebene  isi 
rallel  mit  ar  (Nr.  37, ff);  zieht  man  daher  PQ  11  «? 
bindet  ^  mit  J?',  so  ist  P^J^'  die  Berührungsebene  im 

Bei  dieser  Auflösung  braucht  man  weder  die  V-Pr 
des  Berührungspunkts  noch  den  Punkt  o",  der  zuweilei 
Grenzen  des  Zeichnungsblatts  hlDaua  föUt.  Fat  man  o' 
man  a'  bestimmen,  so  läast  sich  die  Tangente  (oa, 
durch  A  gehenden  Meridians  angeben  und  man  gelang 
Punkte  P  auf  anderem  Wege  als  vorhin. 

f  In  Fig.  95  ist  der  g^ebene  Meridian  YXJW  d( 
meridian.  Für  den  Gang  der  obigen  Lösung  ist  diess 
Uch.  Eine  solche  L^e  des  gegebenen  Meridians  führt 
auf  eine  andere  Lösung,  Ist  nämlich  h'  o"  gefunden,  so 
die  V-Projection  6'c'  (Xi'o")  für  die  durch  (6,!»')  gel 
male  der  Drehfläche  zeichnen;  verbindet  man  (nachdi 
stimmt  ist)  c'  mit  «',  so  ist  {oa,  c'o')  die  Normale  des  '. 
{Nr.  346,  4),  Nun  bestimme  man  den  Punkt  B.'  w 
ziehe  fi'^j_c'o'  und  dann  QPJ_oa,  so  ist  PQ^'  die 
Bernhrungsebene  (Nr.  27). 

348.  Ist  von  einer  Drehfläche  (mit  verticaler  . 
vom  Meridian  verschiedene  Erzeugende  g^eben, 
man,  nach  Zeichnung  eines  Meridians  (Nr.  296),  aul 
Torigen  Lösungen  zurückgehen.  In  den  meisten  Fällen 
das  folgende  Verfahren  vorzuziehen  sein.  Ist  (Fig.  £ 
die  gegebene  Erzeugende,  3}  der  Berührungspunkt,  so 
man  den  Punkt  B  der  Erzeugenden,  welcher  mit  SB  auf 
Parallelkreis  liegt,  construire  die  Tangente  der  Erzeuge 
und  die  H-Spur  S  der  Tangente,  denke  sieh  die  I 
sammt  der  an  ihr  haftenden  Tangente  gedreht  bis 
Mt,  und  suche  die  neue  Lage  ©  der  Tangentensp 
W.So©  =  W.6ob,o©  =  oS);  die  @S  und  die  durch 
Tangente  des  Parallelkreises  S5  bestimmen  die  Berühr 

Einfacher  noch  wird  dieses  Verfehren  hei  einem 


Hyperboloid,  weil  hier  die  £rzeugen(Ie  st 
genta  gilt. 

BerQhiQngBebeneii  an  entnickelbar 

349.  An  jeder  eutwickelbareB  Fläche 
thömlicfakeit,  dass  die  dnrcb  einen  ihrer  Pui 
ungsebene  sie  zugleich  noch  in  unendlich  vii 
berührt,  welche  alle  auf  einer  Geraden  liegt 
lieh  früher  (Nr.  318)  geze^  dass  jede  entw 
Umhüllungafläche  einer  beweglichen  Ebene 
kann,  welche  entweder  stets  eine  gewundene 
durch  einen  festen  Punkt  geht,  oder  mit  ' 
parallel  bleibt;  jede  Lage  der  umhüllten  Ebei 
die  Unohüllungsfiäcbe  nach  der  Charakteristi 
Gerade  (Nr.  312);  fttr  alle  möglichen  Pnni 
raden  ist  also  nur  eine  einzige  Berühmr 
mißlich. 

Hat  die  entwickelbare  Fläche  eine  Rück) 
für  jeden  Punkt  dieser  Curve  nur  eine  Beruh 
dort  zwei  Flächenmäntel  zusammenkommen;  < 
ebene  der  Fläche  ist  eine  Osculationsebene 
und  einer  Curre  kommt  für  einen  gewöbnlic! 
Osculationsebene  zu.  Jene  beiden  Flächenmi 
jeden  gemeinschaftlichen  Punkt  eine  gemeinscl 
ebene  oder  sie  berühreil  sich  selbst. 

Da  die  Berührungsebene  einer  entwickc 
die  gerade  ManteUinie  geht,  auf  welcher  < 
liegt,  so  hat  man  zu  ihrer  Bestimmung  ni 
auf  der  Plä«he  zu  zeichnen.  Diese  Curve  l 
durch  den  Berührungspunkt  selbst  zu  gehen 
Mantellinie  schneidet;  denn  eine  Tangente  di 
Schnitt  mit  der  Mantellinie  gezogen,  muss  je 
liehe  Berührungsebene  fallen. 

f  Man  sieht  hieraus,  dass  der  Satz  in 
züglieh  der  entwickelbareu  Flächen  zu  nac 
weitert.  Wird  eine  entwickelbare  Flä 
Ebene  jE^  nach  der  Mantellinie  Jlfberührl 


ne  die  F  in  d 
f  im  Punkte  m 


„„„. „. Cylinderfläch. 

als  Leitende  und  eine  zu  {mn,m'n')  par 
bat,  soll  eine  Berfihrungsebene  durch  d 
Plächenpunkt  gelegt  werden. 

Anfl.  Da  die  H-Projection  a  mehr 
entsprechen  kann  (Nr.  272),  so  würde  man 
erhalten.  Es  soll  aber  von  diesen  Punktei 
berückaichtigt  werden,  welcher  die  kleinste  ] 

Man  projicire  {Nr.  271)  die  durch  A 
(oi,  a'6')  und  ziehe  durch  den  Punkt  (&,  6'), 
schneidet,  eine  Tangente  (bP,b'p')  an  letztere 
■und  (bP,  b-p')  gelegte  Ebene  PQR'  ist  die  i 
ebene. 

351.  Aofg.  Durch  einen  auf  eine 
gebenen  Funkt  (n,  a")  eine  Berflhrungs 

legen. 

Aufl.  ganz  ähnlich  wie  in  Nr.  350.    ( 

362.  Anfg.    Eine  entwickelbare  Sc 

durch  ihre  Bückkehrcurve   (Ahcd.., 

Ale  senkrecht  auf  der  HE  steht,  gi 

durch  den   auf  der  HE  in  .J  projicii 

Fläche  eine  Berührungsebene  au  sie  ] 

Anfl.  Eine  aus  S  an  den  Exeis  Abc  \ 

ist  die  H-Projeetion  der  durch  J  gehenden  Mi 

^  rührungspunkt  d  die  H-Frojection  desjenigen 

diese  Mantellinie  die  Schraubenlinie  {Abc. 

^'an  bestimme  die  zugehörige  V-Projection 

id  dann   (nach  Nr.  258)  die  V-Projection 

antellinie.*    Die  H-Spur  der  gesuchten  I 

•  Die  auf  dem  Grnndsobnitt  senkrechte  dd'  t 

,       branbenUnie  noch  in  nneDdlich  vielen  andeni  Pnnl 

ndljch  Tiele  Mantellinien  projicirt  sein.    Ferner 


durch  die  H-Spur  P  der  Mantellinie  DJ 

der  SchraubeDSäche  berühren  (Nr.  349,  f ). 

spur  eine  Erolvente  des  Kreises  j4&c. .  ist 

eine  Normale  derselben  (Nr.  215)  und 

H-Spur  der  Berührungsebene.    Demnach  kann  man  diese  Spur  Pß. 

der  BerQhrui^sebene  zeichnen,  ohne  dass  man  die  Spm'  der  Fl&che 

braucht,  und  die  Y-Spur  der  Berührungsebene  ist  dann  leicht 

hinzuzufügen,    da  sie  durch   die  T-Spur  der  Mantellinie  Pi> 

gehen  muss. 

Die  V-Spur  der  PB  lässt  sich  durch  die  VnSpnr  der  Ge- 
raden DO  ersetaen,  welche  aus  D  auf  die  Äxe  der  Schrauben- 
linie gefällt  wird.     (Vgl.  Nr.  323.) 

Kindlich  könnte  man  die  Aufgabe  auch  dadurch  lösen,  dass 
man  statt  der  p'd'  die  V-Projection  x'a"  derjenigen  Mantellinie 
zeidmet,  welche  der  VE  parallel  ist,  die  Spur  PB  wie  vorhin  be- 
stimmt und  durch  sie  eme  Ebene  legt,  deren  H-Neigung  =  W.  aVa" 
ist  (Nr.  323),  wobei  nur  darauf  zu  achten,  dass  der  spitze  Nei- 
gungswinkel auf  der  richtigen  Seite  von  PJR  angetragen  wird, 

353.  Aafg.  Für  eine  gegebene  gewundene  Curve  W 
die  Osculationsebene  in  einem  gegebenen  Punkte  D  zu 
finden.* 

Anfl.  Da  (Nr.  312)  die  verlangte  Ebene  eine  Berührungs- 
ebene der  entwickelbaren  Fläche  F  ist,  welche  die  W  zur  Kück- 
kehrcurve  hat,  so  wird  man,  nach  Beatinmiung  der  Projectionoi 
und  der  H-Spur  der  durch  D  gehenden  Tangent«,  noch  einige 
Tangenten  der  TT  constniiren,  deren  Berührungspunkte  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  D  gewählt  sind,  und  die  H-Spuren  dieser 
Tai^enten  suchen.  Ein  durch  die  Sparen  gelegter  Correnbogen 
gehört  der  H-Spur  der  Fläche  P"  an  und  wird  von  der  H-Spur 
der  verlangten  Ebene  berührt.    (Zeichnet  man  auch  die  V-Spuren 


Kieis  Ahc...  noch  eine  zweite  Tangente  ziehen,  welche  ebenfoUs  die  ge- 
meinschaftliclie  H-Projection  von  nnendlich  vielen  Mantellinien  der  Plftcle 
vorstellt  Anf  allen  diesen  Mantellinien  kann  der  Pnnkt  A  liegen.  Damit 
man  nnn  einen  bestinunten  Fall  vor  Äogen  habe,  ist  oben  unter  den  ml^- 
liehen  Lagen  des  Pnnktes  A  diejenige  gewählt,  welcher  oberhalb  der  HE 
die  kürzeste  H-Distanz  zukommt. 
•  Vgl.  Nr.  255. 


stetig  verbindenden  B( 


n  an  windschiefen  Flä< 

ebene  einer  windscMefi 
ingspunkt  A  gebende  ] 
Fläche  nach  der  ganze 
dem  einzigen  Funkte  . 
irch  A  eine  beliebige  ] 
äem  Punkt  B  der  Man1 
9te  Tangente  mit  M  d 
ann  nicbt  zugleich  die  : 
de  Tangenten  in  einerle 
llicb  nah  an  M  genot 
ii  Ebene  li^en,  weil  . 
ngenten  (oder  eigentlicl 
ei  in  der  Fläche  liegen 
d  diese  Annahme  ist  m 
mTereiobar.  Demnach 
ebene,  welche  von  der  J. 
ist  und  mit  letzterer  nu 

or^en,  dass  eine  Berül 

:h    nach   deijenigen    M 

ir  BerQbrungspunkt  lieg^ 

1  Berübrungsebene  die  Fl 

rummen)  Linie;  denn 

der  Fläche  mit  der  I 

idem  diese  in  yersebit 

heit  dann  jene  zweite  i 

t  muss  jedenfalls  auf  der 

[oid  und  das  bjperboli 

fird  die  zweite  Schnittlinie  gerade.    Es  wurde 

^zeigt,   daas  auf  diesen  Flächen  durch  den  Ben 

lusaer  der  Mantellinie  M  noch  eine  zweite  Mantel 

werden  kann,  und  durch  diese  muss  die  Berühn 

Nr.  345,  t).    Da  aber  die  N  von  al 

angler,  deicrlpt.  Geometrie.    4.  Aufl. 
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welche  mit  M  zu  einerlei  System  gehöi 
ebenso  die  M  too  allen  Mantellinien  de 
man,  dass  die  BerQhrui^gebene  mit  i 
andern  Punkte  gemein  haben  kann  als 
und  JV. 

355.  Dreht  man  eine  Ebene,  wek 
Fläche  in  dem  Punkte  A  berührt,  u 
ManteUinie  M,  so  bleibt  sie  fortwähn 
aber  der  Berührungspunkt  wird  in  jede 
indem  er  auf  M  fortrückt.  Um  diess 
denke  man  die  windschiefe  Fläche  durc 
welche  zur  Tereinfiichung  der  Vorstellui 
sein  mt^en,  geschnitten  und  durch  die '. 
denen  sie  die  Mantellinie  M  treffen,  di< 
an  die  Schnittcurven  gel^t.  Bei  Drehung 
werden  der  Beihe  nach  die  Tangenten  a 
so  dass  sie  nach  und  nach  für  die  F 
Berfihnu^sebene  erscheint. 

Es  wird  hieraus  klar,  dass  überh 
eine  windschiefe  Fläche  nach  einer  Maul.. 


die  Fläche  in  irgend  einem  Punkte  dieser  ManteUinie  berührt 
Ist  eine  solche  Ebene  E  beliebig  durch  die  ManteUinie  M  gelegt 
so  findet  man  den  Berührungspunkt  aiif  folgende  Weise.  Mai 
projieire  die  erzeugende  Gerade  in  mehreren  der  M  vorausgehen- 
den Lagen' Jl/, "Jlf,"'J!f,. ..  und  auch  in  mehreren  auf  JU  folgen- 
den Li^en  M\  M",  M'", . . . ;  hierauf  suche  man  die  Schnitt 
punkte  'P, "P, "P, ...,  P',  P",  P"*, ...  dieser  Lagen  und  dei 
Ebene  E  (Nr.  48).  L^  man  durch  die  erhaltenen  Punkte  (P) 
eine  stetige  Gurre,  so  schneidet  diese  die  M  in  dem  gesuchten 
Berührungspunkte.  —  Ist  die  gegebene  windschiefe  Fläche  ein 
Hyperboloid  oder  Paraboloid,  so  hegen  die  Punkte  P  auf  emer 
geraden  Linie  (Nr.  354)  und  man  hat  daher  deren  nur  zwei  i 
bestimmen  (also  auch  ausser  ilf  nur  zwei  ManteUinien  zu  pro 
jiciren,  welche  aber  mit  M  zu  einerlei  System  gehören  müssen), 

*  Am  Hjpetboloid  ist  am  leichtesten  eininHehen,  inwiefern  eine  wiff 
•cbiefe  Fläche  von  mner  sie  scüneidenden  Ebene  logleicb  berührt  «< 
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dem  Umstiänden  katio  es  gescb 
llgemeiDen  durch  die  Puutte  1 
idet,  sondern  sieh  ihr  als  einer 
)aun  liegt  der  6§rflhnmgspunkt 
lg  and  die  Bembrnogsebene  wi 
ne. 

,  wo  die  Punkte  jP  in  einer 
li^en,  geht  die  beranrende  Ebene  in  eine  asymptot 
veun  jene  Gerade  die  mit  M  parallele  Mantellinie 
Systems  ist.  Wie  schon  früher  (Nr.  332)  gezeigt  wnr 
jede  asymptotische  Ebene  des  Hyperboloids  den  asyi 
Kegel  desselben ,  *  so  dass  der  Kegel  als  die  Umhü! 
aller  asymptotischen  Ebenen  erscheint. 

den  k&DD.  Han  hat  zunächst  daran  festzuhalten,  dass  fär  eil 
einer  Fläche  die  BerfihrangBeheDe  der  Inbegriff  aller  dnicb 
Tangenten  der  FlBche  iat.  Das  Hyperboloid ,  in  seiner  nnei 
dehnnng ,  scheidet  den  Banm  in  zwei  Abtheilangen ,  von  den 
velehe  die  imaginäre  Aze  der  Fläche  enthält,  die  innere  heie 
andere,  die  änssere.  Eine  Tangente  des  Hn^boloids  im  Poi 
it  nicht  gerade  mit  einer  Hantellinie  znsommenf&llt ,  kann  dii 
weder  von  aussen  oder  von  innen  berühren,  d.  h.  (abgesehen  Ton 
pnokt  Ä)  entweder  in  der  einen  oder  in  der  andern  der  beiden 
Uegen.  Gebt  man  nun  Ton  einer  ftusseren  Tangente  ans  m 
[ab  solche)  sieb  nm  den  BerObrongspnnkt  A  so  drehen ,  dasE 
durch  Ä  gehenden  Mantellinie  M  nähert,  so  wird  de  einmal  i 
dann  za  einer  inneren  werden,  später  sich  nocheinmal  anf  die 
(nach  der  zweiten  zn  Ä  geborigen  Hantellinie  N]  and  zuletzt, 
wieder  änssere  Tangente  geworden,  in  ihre  Änsgangslage  i 
dabei  hat  si«  aber  die  betreffende  BerQhrnngsebene  erzeag 

*  Diess  ist  anch  unabhängig  von  jenen  Untersuchungen  seb 
zuweisen.  Denkt  man  sich  auf  dem  in  Fig.  103  dai^stelltei 
zwei  parallele  Mantellinien  gezogen,  deren  eine  die  (Uu,  u'V") 
Bind  die  H-Projectionen  derselben  zwei  parallele  Tangenten  d< 
md  ihre  Berftbmngspankte  j/,s  liegen  anf  einem  DOrchm 
üllipse ;  da  aber  diese  BerOhrnngsponkte  die  H-Prcgectionen  dei 
ind,  in  denen  die  beiden  Mantellinien  die  Aeqnatorialellipse  KJ 
o  li^n  anch  Y  und  Z  mit  dem  Mittelpunkte  0  des  Hyper 
ader  Linie;  mitbin  liegt  die  (einzige)  Mantellinie  des  asymptot 
Teiche  jenen  Mantellinien  des  Hyperboloids  parallel  ist,  mit 
nerlei  Ebene. 


58.  _     372     — 

Beim  Paraboloid,  wo  die  Punkte  P  ebenfells  in  eine  Gerade 
nn  diese  Gerade  zwar  nicht  mit  M  parallel  werden, 
um  in  unendliche  Entfernung  fallen,  mithin  ganz  yer- 
Diesa  ist  in  "der  That  der  Fall,  wenn  die  durch  M 
ioe  E  parallel  mit  der  betreffenden  Bichtebene  ist;  denn 
alle  ManteUinien,  welche  mit  M  zu  einerlei  System  ge- 
lUel  mit  E  (oder  ihre  Schnitte  P  mit  £  liegen  unend- 
Man  betrachtet  aber  auch  jetzt  noch  die  Ebene  E 
mgsebene  für  einen  unendlich  entfernten  Pnntt  auf  M, 
ae  asymptotische  Ebene. 

Eine  mit  Hülfe  einer  Leitfläche  erzeugte  windschiefe 
ahrt  diese  Leitfläehe  in  einer  Curve  C,  welche  durch 
erjen^en  Punkte  bestimmt  wird,  in  denen  die  einzelnen 

Erzeugenden  die  Leitdäche  berühren.  Ist  nämlich  M 
I  Lage  der  Erzeugenden,  T  der  Funkt,  wo  sie  die  Leit- 
irt  (also  ein  Punkt  der  Curve  C),  X  die  durch  T  an  C 
angente  (wobei  zu  beachten,  dass  C  sowohl  auf  der 
is  auf  der  erzeugten  Fläche  liegt),  so  berührt  die 
nd  X  gelegte  Ebene  die  windschiefe  Fläche,  insofern  M 
linie  und  X  eine  Tangente  der  Fläche  ist ;  die  nämliche 
hrt  aber  auch  die  Leitfläche,  insofern  M  und  X  zwei 
lerselben  sind.  Beide  Flächen  haben  daher  im  Punkte  T 

schaftliehe  Berübrungsebene,  und  das  nämliche  gilt  för 
■n  Punkt  der  Curve  C. 

IftT,  dass  aach  jede  BerflbmiigB linie  der  Leitfläche  fBr  einaa 
rlich  genommenen  Pnnkt  zogleicb  eine  Berflhrmigsliiiie  der  er- 
le  ist,  weO  de  in  die  diesem  Pankte  entsprechende  gemelD- 
irähmiigaebeDe  fsMt. 

Ln^.  Eine  Schraubenfläche  mit  verticaler  Äxe 
die  leitende  Schraubenlinie  Ab...,  a'h' . . .)  und 
''E  parallele  Lage  (AO,  a'e')  der  Erzeugenden 
Man  soll  die  Berührungsebene  derselben  fin- 
g  die  H-Projeetion  des  Berührungpunktes  ist. 
Von  den  unendlich  vielen  Punkten  der  Fläche,  welche 
llich  in  q  projicirt  sind,  soll  deijenige  gewählt  werden, 
kürzester  Distanz  über  der  HE  liegt. 
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e  durch  Q  gehende  Lage  (Ob,n'h 
and  suche  auf  n'b'  die  V-Projection 
eBchriebener  Kreis  ist  die  H-Projec 
i  auf  der  Schraubenfläche  liegt  unc 
).     Eine  durch  Q  gelegte  Tangei 

beatinoml  mit  (Ob,n'b')  die  Be 
fente  selbst  findet  man  nach  Nr.  2 

der  neuen  Schraubenlinie  gar  nieh 
zu  verschieben  hat,  bis  sie  durch  < 
}  der  Mantellinien,  etwa  ÄZ,  den 
schneidet). 

agerte  QB,  die  erw&hote  Tangente  dt 
und  das  b-piojicireDde  Lotb  Qq  bildei 
Pinkel  an  Q^  ein  rechter  ist,  nährend 
eiteD  die  Oemplemente  für  die  H-Neignnj 
Man  hatte  also  dasselbe  Dreikant  erhi 
ler  Pnnkt  der  nämlichen  Scbianbenlin 
blgt  zaaächst,  dass  eine  anf  der  S< 
ranbenliDie  die  gämmtlichen  Mai 
[kel  schneidet. 

liden,  welche  die  HE  mit  den  vetschiedi 
inter  sieb  ähnlich  sind ,  so  hat  man  d 
n,  welche  eine  Schraabenfl&che  in 
Imlicben  Schraubenlinie  betflhrei 
uch  gleiche  Neigong  gegen  die  Aie  der 

eich  anch  schon  datans,  dass  die  Sehr 
gsart)  in  sich  selbst  bewegt  werde 

ein  gegebenes  einfaches  Hyp 
ene  zu  legen,  wenn  die  H-Proj 
nktes  gegeben  iat. 


_, i  anf  die  in  Nr.  329  (Fig.  103)  ange 

irt  gegeben  (nämlich  darcb  die  Aeqnatorial- Ellipse  KIL  und 
iie  AS  der  8pnr  ABO\. 

Man  projicire  die  beiden   durch   Q  gehenden  Ma 
[Nr.  329,  i)  und  lege  durch  sie  eine  Ebene.* 

*  Auf  ganz  ähnliche  Art  kann  die  Anfgabe  fOr  ein  Drehnn 
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seien  irgend  diei  M&m 

nehme  die  HE  senkrech 
mgleich  die  VE  durch  d 
mugeii  Bcien  Ä'B',  (cd, 
kfantellinien.      Das    SysI 

erste. 

lle  MantfiUinieD  dea  zwe 
en,  80  gehen  die  H-Pn 

zieht  man  daher  Ä'q',  i 
onen  c',e'  (Nr.  44)  und 

den  BerOhrungspunkt  Q  \ 
und  es  ^st  sich  nun  a 
uigeben.  Die  Spuren  ; 
den  Spuren  der  gesucht« 
jtimmung  dieser  Ebene 
danteUinie  (PQ)  des  er 
rojection  pq  läaat  sieh 
Mantellinien  des  zweiten ! 
r  H  E  senkrechte  sich  bei 


der  letztgenannten  Linie: 
ind  ef  bestimmt  wird. 

q'  noch  ein  Funkt  nöth 
von  irgend  einer  neuen  I 
m  denkt;  in  Fig.  113 
ie  in  den  Gmndschnitt  g 

Punkte  D',F'  sogleich  d 
in  T,  T'  der  PQ  bestimi 
ibene. 
ie  obige  einfache  Constru( 

Punkt  j)  nicht  mehr  im  I 
b  man  die  zur  HE  senl 

st  werden,  welches  dnrcb  di 
e  der  erzengenden  Gerac 
itte  man  statt  der  df  etwa  ( 
v&rde  man  den  Ponkt  m'  j 
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Qe  andere  Mantellinie  desselben  Systems  kq  er- 
)jicirt  zwei  diesem  System  angehörige  Mantel- 
Cd/",  i^-FOi  indem  man  ihre  H-Projectionen 
■  zieht  und  ihre  V-Projectionen  wie  vorhin  le- 
sen Linien  miiss  die  gewünschte  Mantellinie  PQ, 
irhält  man  letztere,  wenn  man  durch  (9,3')  und 
äbene  fahrt,  den  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit 
ind  ihn  mit  (j,  gO  verbindet.  Um  die  erwähnte 
sieht  zu  finden,  wurde  die  Mant«Uinie  (d/",  B'F') 
t,  so  dass  ihre  V-Projection  D'F'  sogleich  die 
}  ist.  Nachdem  nun  (mittels  Q,R  \\  B'F')  auch 
gezc^en  und  ihr  Schnitt  {m,m')  mit  {gh,g'h') 
48),  bestimmt  man  die  Spuren  T,  T'  der  Ver- 

egebeaen  Hantellmkn  der  Flache  orsprOng^Uch  in  solchen 
»od,  dssB  keine  derselben  die  FOi  A'B'  angenommene 

so  ändert  man  das  Gmodsystem ,  indem  man  erstlich 
projicitende  Ebene  einer  Mantellinie  omtanscM  (Nr.  125) 

HE  so  verlegt,  d&sa  sie  senkrecht  va.  dieser  Uantellinie 

erang  wird  jedoch  unnOthig,  wenn  der  BerflhrongBpnnkt 
aen  Mantelliuien  (M)  liegt;  denn  man  kann  dann  leicht 
n  bestimmen  und  durch  ihn  (mittels  Nr.  50  nnd  Nr.  48) 
n,  welche  anf  den  drei  Hantellinien  anfliegt;  dorch  Jlf 
tlhningsebene. 

An  ein  gegebenes  hyperbolisches  Fara- 
ührungsebene  zu  legen,  wenn  dieV-Pro- 
lerührungspunkts  bekannt  ist 

uloid  sei  dnrch  die  beiden  Parabeln  (wo,  tc'e'w"}, 
I,  welche  in  seine  (mit  den  Ornndebenen  pa- 
lenen  fallen. 
,  a  weiss  man, 
id  die  Parabel  w'v'w"  von  den  V-Projeetionen 
berührt  wird.  Zwei  aus  q'  an  w'v'w"  gezogene 
w'  sind  daher  die  V-Projectionen  der  durch  Q 
Eiien  und  die  Berührungspunkte  p'^w'  die  T-Pro- 

^7"  mOsseD  in  die  Sporen  der  Ebene  BOF'  fallen. 
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E*uiikte  P,  W,  in  denen  diese  tii 
«ne  sebnciden.     Als  zugehörige 
VW  die  Funkte  j7  und  w;  von 
enteil  wt^wio   kann  jede  als  H 
benso  sind  die  von  p  ausgebend« 
ionen  zweier  ManteUinien,  dem 
fp'  zukommt.     Die  Scbnittpui 
der  beiden   in   q'  v-projicirte 
Q  nun  (2,4')  als  den  Berührui_ 
rungsebene,  wenn  man  durch  iqp,  q'p')  und  [gw,q'w') 
t;  lässt  man  aber  ($0,3')  als  Berührungspunkt  gelten, 
erührungsebene  durch  (qop,  q'p')  und  (qow,q'iv'). 
taboloid  sei  darcb   zwei  Leitende  <ind  eine  Sicht- 
1  (vgl.  Nr.  334.) 

tebene  sei  die  HE;  die  Leitenden  seien  {Ab,  a'i'), 
lie  mit  dem  Qrundschnitt  parallele  c'q'f   ist  die 
iner  durch  Q  gehenden  Mantellinie  des  Paraboloids, 
1  die  E-Frojection  c^  nach  Bestimmung  der  Punkte  c 
i)  fiudet.    Auf  eti  ergibt  sich  die  H-Projection  q 
Spunktes  Q.    Da  (wie  in  Nr.  334  bewiesen  wurde) 
r  Lage  der  Bichtebene  die  V-R-ojectionen  aller 
linien,  zu  deren  System  die  Leitenden  gehören, 
[te  schneiden,  so  erhält  man  die  V-Projeetion 
ch  Q  gehende  Manteilinie,  wenn  man  q'  mit 
r  a'b'  und  t'o"  verbindet.    Die  H-Spur  8  d 
ISS  in  der  Linie  AF  liegen,  welche  die  H-Sp 
Leitenden  verbindet  (denn  AF  ist  eine  Lage 
Erzeugenden  und  muss  also  von  der  l^tellinie 
rden).    Durch  die  beiden  Linien  QS  und  QC 
erOhnmgsebene  bestimmt,  und  man  erhält  demi 
am  man  SX  \\  cqti  zieht  imd  X  mit  der  V-Spu 
idet. 

bene  Bichtebene  nicht  horizontal,'' so  kann  man  das  Gl 
ndem  man  die  VE  senkrecht  znr  H-Spnr  der  Bichtc 
ese  letztere  Ebene  selbst  för  die  HB  nimmt  (Nr.  125] 

ilso  hierin  zi^leich  eine  nene  Aaflosong  fOr  die  Anf 


l 
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lösung  der  beiden  letzten  Aufgaben 

las  Besondere,  daas  sich  die  Berühr 

ii  Geraden  bestimmen  lässt,  deren 

auf  der  Fläche  gezeichneten  Cnrre  ' 

^abeo  kaon  man  —  wenn  man  wil 

man  es  bequem  findet  —  auch  alle  jene  Aufgaben  zuri 

in  denen  die  Berührungsebene  für  eine  beliebige  v 

Fläche  verlangt  wird.     Dies  wird  ans  folgender  ßetrae 

bellen. 

Irgend  eine  windschiefe  Fläche  F  denke  man  toi 
Uebigen  Ebenen  geschnitten  und  an  die  drei  Schnittcu 
genten  durch  solche  Punkte  gez(^en,  welche  auf  eine) 
tellinie  M  der  Fläche  liegen.  Jene  drei  Gurven  kaut 
dift  Leitenden  der  Fläche  gelten  lassen  und  ihre  Tanj 
die  Leitenden  eines  einfachen  Hyperboloids  H.  Die  dr« 
wekhe  durch  M  und  je  eine  der  erwähnten  Tangenten 
werden,  sind  drei  gemeinschaftliche  Berührungseb 
Hächen  F  und  H.  Aber  auch  für  jeden  andern  Punl 
ist  die  Berührungsebene  beiden  Flächen  gemeiuschafti 
sich  in  folgender  Art  beweisen  läast.  Die  M  wird  die 
erzeigen,  wenn  sie  auf  den  drei  Schnittcurren  fcrt^l 
Fliehe  H  dagegen,  wenn  sie  sich  auf  den  drei  Tangeni 
wegt ;  beim  ersten  üebei^ng  in  die  unendlich  nahe  Nachl 
bleibt  sie  aber  auf  den  Elementen,  welche  jene  drei  Ci 
ihren  Tangenten  gemein  haben,  folglich  auf  beiden  '. 
oder  F  tmd  H  haben  den  unendlich  schmalen  windschiefen 
streifen,  welcher  zwischen  den  beiden  Nachbarlc^en  M  ui 
halten  ist  (und  ein  Flächen-Element  genannt  werden  li 
meinschafUich.  Denkt  man  nun  eine  neue  (vierte)  Ebe 
welche  die  Fläche  F  in  der  Gurre  f  und  die  Fläche  J 
Curve  /(  schneidet,  so  müssen  beide  Gurven  dasjenige 
gemeinschaftlich  haben,  welches  in  das  vorhin  erwähnte 
(  iment  fällt,  oder  sie  haben  in  dem  Pimkte  P,  wo  sii 
I  sprüDglichen  Lage  der  M  geschnitten  werden,  einerlei 
t  d  daher  haben  auch  die  Flächen  F  und  H  im  Punkte  P 
1  truhrungsebene,  wobei  nicht  vergessen  werden  dar 
j  len  beliebigen  Punkt  der  M  bedeuten  kann.  Demnach 
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ä  Flächen  F  und  B  seibat  n 
inie  M.  —  Das  Hyperboloid 
F  und  dieselbe  Mantellinie  M 

annehmen;  denn  seine  Leitenden  sind  drei  Tangente, 
man  durch  drei  beliebig  auf  Jf  genommene  Punkte  be- 
zieht. Sind  diese  drei  Tangenten  mit  einer  Ebene  ps- 
laa  immer  möglieh  ist),  so  gebt  das  Hyperboloid  in  ein 
lisches  Paraboloid  Aber. 

,3  Ergebniss  obiger  Untersuchung  ist  der  Lehrsatz:  Jede 
hiefc  Fläche  kann  längs  irgend  einer  willkürlich 
mten  Mantellinie  von  unendlich  vielen  einfachen 
boloiden  und  unendlich  vielen  hyperbolischen  Pa- 
iden  beröhrt  werden, 

.  nun  eine  windschiefe  Fläche  F  z.  B.  durch  drei  Leit- 
gegeben  und  auf  einer  bekannten  Mantellinie  M  derselben 
ifct  Ä,  durch  welchen  eine  BerOhrungsebene  gefilhrt  wer- 
I,  so  ziehe  man  an  die  Leitcurven  durch  die  Punkte,  wo 
der  M  geschnitten  werden,  Tangenten,  betrachte  diese 
Leitenden  eines  Hyperboloids  und  suche  fOr  dasselbe  die 
nkte  Ä  entsprechende  BerQhrungsebene  (Nr.  359,  B);  diese 
dann  zugleich  die  Fläche  F  m  A. 
eine  windschiefe  Fläche  F  durch  zwei  Leitcurven  und 
ehtebene  gegeben,  so  findet  man  ein  berührendes  Paraho- 
)nn  man  an  die  Leitcurven  Tangenten  durch  die  Punkte 
'0  sie  von  einer  Mantellinie  M  getroffen  werden,  und  dann 
angenten  als  Leitende  eines  Paraboloids  P  nimmt,  welches 
gegebenen  Fläche  F  die  ßicht»bene  gemein  hat.  Denn 
lebei^nge  in  die  unendlich  nahe  folgende  Lage  bleibt 
sowohl  auf  den  Leitcurven  als  auf  ihren  Tangenten,  daher 
auf  ii"  als  auf  i*,  oder  beide  Flächen  haben  ein  Element 
ichaftlich. 

,  die  windschiefe  Fläche  F  durch  eine  Leitlinie,  eine  Leit- 
ind  eine  Bichtebene  gegeben,  so  könnte  man  wie  im  vorigi 
erfahren,  da  die  Leitfläche  durch  eine  Leitcurve  erset  ; 
kann,  durch  die  Curve  nämlich,  welche  auf  der  Leitfläc  i 
die  Berührungspunkte  der  Mantellinien  bestimmt  wii  . 
jr  Tangente  dieser  Curve  kann  man  aber  auch  durch  i    i 


' 

j 
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fc  eine  beliebige  1 
solche  Linie  (nach  N 
fen  Fl^he  selbst  sc 
hste  Nummer.) 
fühlt  noch  auf  einen  a 
wei  windschiefe  FIB 
nben  and  sich  in  di 
CD  sie  sich  Unga  ä 
denn  es  kommt  ihneD 
dessen  Leitende  durch 

ftloid,  irelches  eine,  vii 
I  soll,  kann  so  gewählt 
ien,  zn  welchem  die  M 
schneidet.  Eine  Normi 
it  M  gelegt,  steht  sen 
ibt  gebenden  andem  Hs 
te  Paraboloid  nm  itf  so 
irünglich  Tangenten  dei 
elben  daisteUen.  Hieiai 
I  bilden  die  Noiinal 
tntellinie  liegen,  ein 


LUgel-Conoid  eine 

'  Beiührungspunki 

sei  die  HE;  {Äb,a- 

t  und  o'f  der  HalbH 

m  des  Berührungspt 

ler  Kugel  gezeichnet 

;ehende  Mantellioie  (< 

und  f&hre  ein  hype 

boloid  mit  horizontaler  Bichtebene  eio,  welches  na< 

linie  in  Berührung  mit  dem  Kugel-Gonoid  steht.  I 

eines  solchen  Faraboloids  ist  die  Linie  [Ab,  a 

]  itende  hat  man  irgend  eine  durch  (ti,t')  geheui 

1  Igel  zu  nehmen,  wobei  man  am  besten  thnt, 

1  Igel  als  Drehungafläche  mit  vertictder  Äxe  bei 

ngente  (o^,  o"t')  des  dem  Berührungspunkte  {t, 

i  i  Meridians  sucht  (vgl  Nr.  347).    Eine  Ebene 


{Ab,a'b'),  (0/1,0"  (')  und  die 
,  q')  berührt ,  findet  man  nact 
zugleich  die  verlangte  Bertthrungsebene   des  Kngel- 

Beiührnngselienen  an  DmhflllangBflächeD. 
Es  kommen  hier  nur  Umhüllungen  krummer  FlächeD 
it,  da  die  ümhfillungsflächen  der  Ebene  (als  entwickel- 
len)  schon  berücksichtigt  worden  sind  (Nr.  349  —352). 
BerÜhrungsebene  einer  ümhüllungsfläche  berührt  zugleich 
lörige  Lage  der  umhüllten  Fläche,  und  4er  Berflhmngs- 
i;  auf  der  betreffenden  Charakteristik  (Nr.  311).  Ist  mau 
Stande,  für  einen  auf  der  Umhüllungsfiäche  gegebenen 
üe  entsprechende  Lage  der  umhüllt«n  Fläche  anzugeben 
diejenige  Lage,  für  welche  die  Charakteristik  durch  Ä 
bat  man ,  um  die  BerÜhrungsebene  der  umhüllenden 
Punkte  Ä  zu  erhalten,  die  Berührungsebene  der  um- 
r  denselben  Punkt  zu  suchen. 

Auf  diesem  Wege  kann  man  namentlich  für  die  Flä- 
iter  Ordnung  die  Berührungsebenen  leicht  construiren. 
lebon  in  Nr.  315  angegeben,  inwiefern  man  diese  Flächen, 
ihme  des  hyperbolischen  Paraboloids,  als  Umhüllnngs- 
iweglicher  Kegel  betrachten  kann.     Das  hyperbolische 

ergibt  sich  auf  ähnliche  Weise  als  Umhüllungsfiäche 
aderlichen  parabolischen  Cylinders;  denn  durch  je  zwei 

das  Paraboloid  ursprünglich  erzeugenden  Parabel  lässt 
ylinder  legen,  welcher  in  einen  berührend  umschriebeneo 
wenn  die  beiden  Lagen  zusammenfallen.* 
lie  hier  erwshnten  E«gel  und  Cylinder  mit  der  in  Nr.  801  an- 
SrzeQgnng  der  Flfichen  zweiter  Ordnnng  zoBammenhängeD ,  so 
n  ErzeugangsaiteD ,  aaf  welche  in  Ni.  309 ,  tt  hiogedeutet  ist 

auch  föT  das  hyperbolische  Faralmloid  iniglich  nod)  zn  andern 

iJLmliche  BerQhnu^acjlinder  entsteht  anch ,  wenn  man  an  die 
>l  durch  den  Punkt,  in  welchem  die  Scheitel  für  " —  >•":■'-" 
ErzeagoDgBcarve  zusammengefallen   sind,   eine  Tui) 
feste  Parabel  znr  erzeugenden  werden  Iftsst  nnd  di 
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[indem,  velcho  ebenfalls  Ton  den  Flächen  zweiter 

ElUpsoid,  von  welchem  zweiHaupt- 
lenen  parallel  aind,  ist  durch  die  in 
den  Ellipsen  gegeben.  Man  soll  an 
rungsebene  legen,  derenBerfllirungs- 
faorizontalen  Hauptebene  liegt  und  a 
lur  H-Projection  hat. 

Aufl.  Die  V-Projectioa  a"  des  Berühningspnnktes  A  findet 
man  wie  in  Nr.  302.  Da  b"  c"  die  V-Projeotion  der  durch  Ä 
gehenden  liage  E  der  Erzeugungsellipse  ist,  so  stellen  zwei  Tan- 
genten, durch  h"  und  c"  an  die  Ellipse  v'h"w'  gezogen,  den 
verticalen  ümriss  des  Eegels  dar,  welcher  das  Ellipsoid  nach  der 
EUipse  E  berührt,  und  also  wird  die  Berühruogsebene  dieses 
Kegels  für  den  Punkt  (a,a")  zugleich  die  gesuchte  Berührungs- 
ebene des  Ellipsoids  sein.  Diese  Ebene  geht  durch  die  Mantel- 
Me  {oa,o"a")  des  Kegels;  zu  ihrer  völligen  Bestimmung  hat 
man  sich  noch  auf  seinem  Mantel  irgend  eine  Curve  zn  verschaffen 
und  an  dieselbe  eine  Tangente  durch  den  Punkt  zu  ziehen,  wo 
äe  von  der  (oa,o"a")  getroffen  wird  (vgl.  Nr.  349).  Verlängert 
man  nun  vv'  und  wu/  bis  sie  den  vertiealen  Kegelumrisa  in  x" 
midy'  schneiden  und  betrachtet  die  Verbindungslinie  3;'^'  (welche 
parallel  mit  dem  Grundschnitt  sein  muss)  als  die  V-Spur  einer 
rar  HE  parallelen  Ebene,  so  schneidet  diese  Eheae  den  Kegel 
nach  einer  Ellipse,  welche  der  Ellipse  E  ähnlich  ist  (Nr.  276) 
und  deren  eine  Axe  die  I^ge  vw  hat;  diese  Ellipse  ist  mitbin 
der  (vuw,  v'w')  congruent  und  ihre  H-Projection  fällt  mit  vuw 
josammen.  Eine  Tangente  (at,e'T'),  durch  den  Schnitt  (u,e^ 
der  (00,  o"a")  und  der  Ellipse  (vuw,  x'e'y^  an  letztere  gezogen, 
fällt  in  die  gesuchte  Berübrungaebene ;  daher  sind  SQ  (\\ut) 
ond  T' S  die  Spuren  dieser  Ebene. 

Zusatz.  Man  siebt  leicht,  dass  man  durch  dieselben  Gon- 
B  ractionen  die  Berührungaebene  eines  elliptischen  Paraboloids 
0 1er  eines  (einfachen  oder  getheilten)  Hyperboloids  erhalten 
i  inn,  und  dass  auch  für  ein  hyperbolisches  Paraboloid  die 
Aufgabe  sich  in  ähnlicher  Weiae  behandeln  lässt,  wenn  an  der 
i  eile  des  Kegels  ein  umschriebener  Cylinder  benützt  wird. 


Zu  Anfang  der  Mr.  S4 
BerfihnmgsebeDe  gegebei 

ewöhnlicher  Punkt  der  Fläche  zu  denken.  Diese  Be- 
war  nCthig,  weil  sonst  in  Fällen,  wo  besondere  Punkte 
;he  vorhanden  sind,  der  zweite  der  am  gchluss  der  Nnm- 
isprocfaenen  Sätze  (f)  leicht  missverstanden  werden  könnta 
eine  Eegelfläche  ist  die  Spitze  ein  besonderer  Punkt 
D  lassen  sieb  beliebig  oft  je  zwei  auf  der  Fläche  liegende 
eheo;  aber  die  Ebene  eines  solchen  Paares  ist  stets  eine 
de,  keine  berührende.*  Denn  man  kann  zwar  auf  der 
vei  Curvea  so  ziehen,  dass  jede  derselben  eine  der  beiden 
in  der  Spitze  berührt,  doch  wird  dann  für-  eine  auf  der 
eliebig  durch  die  Spitze  geführte  dritte  Curve  die  der 
itsprecbende  Tangente  bicht  mehr  in  die  Ebene  jener 
bllen.  (Allerdings  wird  die  EegelSäehe  von  unendlich 
«nen  in  der  Spitze  berührt,  nämlich  von  jeder  Berühr- 
j  überhaupt,  aber  nur  weil  f^  eine  solche  Ebene  jeder 
r  zi^ehßrigen  Mantellinie  als  Berührungspunkt  angesehen 
arf.) 

Eugel-Conoid  hat  man  Funkte  besonderer  Art  b 
leitenden  Geraden  angebogen  Punkten,  da  in  dieser 
Jie  Fläche  sich  selbst  durehsehneidet  (Nr.  3S8).  Wird 
)  ein  Punkt  (c,  &)  derselben  als  Berührungspunkt  ange- 
so  erhält  man  zwei  Berührungsebenen ,  nämlich  fDr 
beiden  ia  AB  sich  begegnenden  Flächentheile  eine  be- 
Die  eine  dieser  Ebenen  ist  unmittelbar  durch  AB 
bestimmt,  die  andere  durch  AB  und  CT^.  Eme 
\  und  OTs  gelegte  Ebene  aber  kann  keine  Berührungs- 
1,  was  schon  daraus  erhellt,  dass  diese  beiden  Linien 
'  dem  nämlichen  der  sich  schneidenden  Flächentheile 
^och  deutlicher  wird  die  Berechtigung  der  zwei  eretge- 
Ibenen  und  die  Nichtberechtigung  der  dritten,  wenn  man 
d  durch  eine  zur  h-projicirenden  Ebene  der  Geraden  A  i 

äae  Kegelflftche  so  gestaltet,  dass  sie  von  einer  wirklichen  I  - 

9ne  nocb  in  einer  oder  in  mehroTen   Geraden  geschnitten  vii  , 

it  dies  keinen  Einwand,  da  keine  jener  Geraden  im  Tonns  m  i 
Lgen(nnmeii  werden  kann. 
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geschnitten  denkt,  welche  die  CTi  in  Bj, 
in  soll.  Die  zu  Di  gehörige  Berührungsebene 
GTi  und  der  durch  Di  an  die  Schnittcurve 
ibenao  ergibt  sich  die  Berühnmgsehene  für  D2. 
e  Ebene  E  durch  ParaUelverschiebnng  mehr 
10  wird  der  von  der  Schnittcurve  umschlossene 
er,  bis  endlich  die  Curvenbögen  sammt  jenen 
ierade  AB  übergehen;  Di  und  D^  vereinigen 
Berühmngsebenen  für  C  erscheinen  ÄCTi 
)er  TiCT^.  —  Aehnliches  gilt  auch  bezüglich 


ICD  parallel  jnit  einer  gegebenen  Geraden. 

lan  sich  einer  krummen  Fläche  F  parallel 
G  einen  Cylinder  C  umschrieben  (Nr.  266), 
Berühmr^punkte  der  Mantellinien  gehende 
ichnet  sein  mag,  so  ist  jede  Berahmogsebene 
i  eine  Berührungsebene  jener  krummen  Fläche; 
Eigenschaft  enthält  sie  eine  Mantellinie  des 
Tangente  der  Curve  X,  und  diese  beiden 
Tangenten  der  Fläche  F. 
3,  dass  die  Aufgabe,  an  die  Fläche  F  eine 
alle!  mit  einer  gegebenen  Geraden  0  zu  legen, 
unbestimmte  ist,  und  dass  der  Cylinder  C 
äche  aller  L^en  vorstellt,  welche  die  Be- 
imen  kann.  Die  Curve  X  ist  der  geometrische 
)unkts. 

wird  aber  eine  bestimmte  für  den  beson- 

gegehene  Fläche  i^  entwickelhar  ist.  Jede 

i  erscheint  als  ümhüllungs&äche  einer  Ebene, 

""5lche  sich  nach  einem  bestimmten  Gesetze  bewegt,  d.  h.  so, 

83  sie  nur  noch  eine  willkürliche  Bedii^ng  erfüllen  kann; 

ise  Ebene  (welche  fortwälu'end  eine  Berührungsebene  bleibt)  ist 

her  entweder  auf  eine  einzige  Li^e  oder  doch  auf  eine  Anzahl 

'stimmter  Li^en  beschränkt,  wenn  die  Bedingung  hinzutritt, 

'S  sie  einer  gegebenen  Geraden  parallel  sein  soll. 


bestimmtei  Anzahl  Torhandenen  ] 
den  omschiiebeDen  Cjlinder  C,  \ 
antellinien  der  entwickelbann  PUche,  nach  denen  die  B«rfihr- 


0^.  An  eine  dnrch  Leitende  und  Spitze  ge- 
gelfläche  eine  Berührungsebeiie  parallel  mit 
l>enen  Qeraden  G  zu  legen. 
Die  Berüfarungaebene  muss,  weil  sie  eine  Mantellioie 
h  die  Kegelspitze  geben;  und  da  sie  zugleich  parallel 
oll,  80  muss  eine  dnrch  die  Kegelspitze  parallel  mit  G 
i  P  ganz  in  diese  Ebene  fallen.  Kine  Spur  derselben 
Um,  wenn  man  eine  der  Kegelspuren  zeichnet  and 
}  Tangente  aus  der  gleichnamigen  Spur  der  P  zieht 
},  t);  ihre  zweite  Spur  ergibt  aich  durch  die  zweite 

»ch  n  Tangenten  an  die  K^elspur  aus  der  entsprechen- 
'  P  ziehen,  so  gibt  es  n  Ebenen,  welche  der  Aufgabe 

iie  Leitende  der  Kegelfläche  eine  ebene  Curve,  so 
m  der  Constmction  der  Kegelspur  auszuweichen,  den 
n,  in  welchem  die  P  die  Ebene  der  Leitenden  trifft, 
Punkte  eine  Tangente  7  an  die  Leitende  ziehen,  und 
1  P  eine  Ebene  führen,  welche  dann  die  verlangte 
bene  sein  wird. 

bei  geHnndener  Leiteaden,  oder  fnlls  die  Fiojectionen  der 
t  sogleich  zu  erkennen  geben  dass  dieselbe  eben  sei)  die  Kegel- 
nmgehen,  so  ist  wenigstens  nicht  immeT  nöthig  sie  gani  kh 
lan  kann  h&aSg  durch  Scb&tatmg  eimitteb,  wo  m^tifar  die 
r  liegen  werden,  denen  die  bub  der  P-Spnr  zu  ziehenden  Tui- 
scbmiegen  sollen. 

nfg.  An  eine  durch  Leitlinie  und  Richtlinie 
üylinderfläche  eine  Berührungsebene  parallel 
gegebenen  Geraden  G  zu  legen. 
Da  die  gesuchte  Ebene  eine  Mantellinie  des  Cjlindei 
ims3  eine  Ebene  E,  welche  man  parallel  zur  Eich' 
T  legt,  parallel  mit  jener  Ebene  sein.  Femer  mttasi 
der  gesuchten  Ebene  die  gleichnamigen  Spiu^  o 
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^r.  349,  t)-  5 
«stimiBen  (Nr.  5 
Nr.  273)  und  ai 
igen  Spur  der  E 
■pur  der  gesuchi 
ae  der  zweiten  S] 
ist  mehrerer  La 
re  Tai^enten  pai 
um. 
jen  am  Sehluas  d 


itwickeibare  F 
!Qe  Schrauben 
oll  an  diese  t 
einer  gegeben 
h  die  gesuchte  ] 
^nng  9»  finden,  < 
!n  gleich  ist.  I 
-Neigung  tp  (Nr. 
.  und  letztere  sei 
i  noch  berücksiel 
i.  die  Evolvente 
jjicirt)  berühren 

Iche  ab  eine  Eegelf 

LnflOsQDg  der  vora: 

lass  dies  in  der  31 

rObnugen  der  Ni. 

spitze  mit  dem  nnei 

,b  null  uitmer  uuenuucu  leme  Ponkt  mit  einen 

Punkt  Teibimden  weiden,  welcher  dorch  die  Rieb 

gfeben  ist;  die  TerbindtuigBliiiie  iSJIt  also  selbst 

*e  tet  eine  .Stellung"  und  ist  als  aolcbe  dnrcb  i 

i  oben  mit  E  bezeichnete  Ebene  zeigt  diese  S1 

ü   Gerade  P;  ond  da  als  Sporen  der  im  Unem 

^  unendlich  fernen  Punkte  der  f-Spaien  ersehe: 

ren  der  krammen  Fliehe  zn  ziehenden  Tangenti 

it    E. 

lugUr,  dMoripL  Oeometrie.    1.  Aafl. 


f  Änf  eine  bestimicte  Anzahl  bcschrSn] 
ebenen  nur  unter  der  Toraossetziing,  dam  di< 
stimiuteD  Qrenien  (genohnlich  zwischen  zwei  ' 
genommen  sei.    Mit  der  Erweiterung  dieser  Gi^..^u  ..^-^^  j,^^  iu.wiu. 

tt  Da,  es  fSr  die  Ebene  E  im  Allgemeinen  zwei  Lagen  gibt  (deren 
H-Spnren  dnrch  Hi  nnd  M^  bezeichnet  sein  mOgen),  eo  zerfallen  aoch  die 
Berühningaebenen  in  zwei  Panllelgnippea.  H«fe  wird  parallel  mit  Hi  and 
parallel  mit  H^  desto  mehr  Tangenten  an  die  als  Fl&chenspni  erscheinende 
£reiseTolTente  ziehen  kennen,  je  weiter  man  die  Evolvente  (in  ihren  beiden 
Zweigen)  fortsetzt.  Dabeiist  aber  zn  beachten,  dass  nicht  jede  dieser  Tan- 
genten die  Spar  für  üne  der  verlangten  BerQhningsebenen  dvstellt.  Ist  z.  B. 
in  Fig  102  die  Tangente  PB  parallel  zn  ifj,  so  wäre  anch  die  Tangente 
im  Pnnkte  S  parallel  zn  Hi ;  von  den  beiden  BernhningsebeQen ,  welche 
diese  beiden  Tangenten  zn  H-Sporen  haben,  kann  aber  bloa  eine  der  Auf- 
gabe entsprechen,  da  beide  Ebenen,  obwohl  sie  gleiche  H'Neignng  haben, 
nicht  parallel  sind.  (Nnr  wenn  G  parallel  znr  HE  li^^  also  HiWE^  ist, 
wSrden  beide  Berahrongsebenen  gelten,  jedoch  ohne  znr  nämlichen  Parallel- 
gmppe  zn  gehören.)  —  Welche  Tangenten  fOr  die  LOenng  der  Änigabe 
branchbat  sind,  ISsst  sich  leicht  entscheiden,  wenn  man  sich  Tet^genw&rti)^, 
nach  welcher  Seite  die  zogehflrige  Ebene  ihre  spitze  Neigung  kehrt.  j 

871.  Soll  an  eine  kmnime  Fläche  J^,  welche  keine  eotr 
wickelbare  ist,  eine  Berührungsebene  parallel  mit  einer  gegebenen 
Geraden  G  gelegt  werden,  so  lässt  sich  die  Aufgabe  zu  einer  be- 
stimmten dadurch  machen,  dass  man  noch  eine  Bedingui^  zu- 
fügt, z.  B.  verlangt,  der  Berühnmgspunkt  solle  einer  auf  der 
Fläche  gegebenen  Gurve  angehören.  Ohne  eine  weitere  Bedii^iuig 
aber  kann  man  nur  (Nr.  367)  nach  der  ümbüllungsfläche  der  als 
beweglich  gedachten  Berübrungsebeoe  fragen,  und  dann  geht  die 
Angabe  eigentlich  in  folgende  über:  Der  Fläche  F  einen  be- 
rührenden Cylinder  parallel  mit  einer  gegebenen  Ge- 
raden zu  umschreiben  und  die  Gurve  X  der  Berührung 
zu  finden.  Der  allgemeine  Weg  zur  Lösung  dieser  neuen  Auf- 
gabe ist  bereits  in  Nr.  266  angedeutet;  die  wirkliehe  Ausführung 
der  Gonatructionen  setzt  aber  voraus,  dass  man  die  Schnitte  einer 
krummen  Fläche  und  einer  Ebene  projiciren  könne,  was  erst  d-s 
fönende  Kapitel  zu  lehren  hat.  Besondere  Beispiele,  weiche  e:  e 
einfachere  Behandlung  zulassen,  werden  in  Nr.  375  und  Nr.  3  6 
betrachtet  werden. 

t  Die  Gurve  X  wird  in  den  meisten  Fällen  eine  gewnndi 
sein.     Ist  aber  die  gegebene  Fläche  von  der  zweiten  0 
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e  Curve  X  immer  eben,  n 
rdnung;  ihre  Ebene  ist  eia 
lit  O  parallelen  Durchmessi 
I     lugeordnet  (Nr.  305.  309). 

372.  Es  ist  hier  am  Ort,  im  Allgemeinen  a 
man  ftr  eine  it^endwie  gegebene  Mäche  die  U 
kann.  Auf  jeder  Orundebene  ist  der  ümriss 
die  Spur  eines  Cylinders,  welcher  der  Fl 
schrieben  ist,  dass  seine  Mantellinien  8( 
der  GE  stehen.  Die  Curve,  in  welcher  dieser  Cylir 
1)erübrt,  ist  in  Beziehung  auf  die  betreffende  C 
Grenze  zwischen  dem  sichtbaren  nud  dem  unsi 
der  Fläche. 

Hiemach  muss  die  Spur  jeder  zm:  GE  senkr 
nngsebene  der  Fläche  eine  Tangente  des  ümrisi 
diese  Ebene  ist  zugleich  eine  Berührungsebene  jen 

t  Auf  Gnmd  des  Vorstehenden  lassen  sich  e: 
welche  in  Betreff  einzelner  Mächenarten  schon  b( 
legenheiten  erwiesen  worden  sind,  nunmehr  mit  a1 
tung  aufstellen. 

I)  Ist  auf  einer  krammeo  PUche  irgend  eines 
jo  gezogen,  daas  sie  Bich  (in  Beziehung  anf  eine  ( 
dacht)  sowohl  über  den  nuEichtbaren  als  den  si< 
der  Fläche  erstreckt,  so  berfihrt  ihre  Projectioi 
migen  UmrisB  der  FUche.  Denn  berührt  eine  znr  b( 
«bene  aeobrechte  Ebene  die  Fläche  in  einem  Funkte  P 
Mt  die  Projection  der  durch  J*  aa  Y  gezogenen  Tang< 
■üeser  Ebene,  nnd  diese  Spur  berührt  den  Umriss  der  FU 
gemeinschaftliche  Tangente  dieses  Umrisses  nud  der 

Der  Satz  erleidet  eine  Ausnahme  nur  dann ,  wenn  die 
«ntweder  ein  doppelt  geltender  Bogen  ist  (vgl  Nr.  2[ 
in  der  Projeddon  von  P  einen  Reckkehrpnnkt  hat.  (Di 
in  P  projicirt  sich  dann  als  ein  Punkt,  und  die  ProjectioD 
im  UmrisB  ohne  Berührung.) 

II)  Wird  eine  Fläche  F  yon  irgend  einer  a 
achriebenen  Fläche  S  in  einer  Curve  7  berührt,  iin< 
Hegen  gegen  das  Grundsjstem  so,  dass  sie  ümrii 
berührt  der  Umtiss  der  Fläche  g  den  gleichnami 
Fliehe  F. 


III)  Unter  den  nämlicben 
die  umrisse  beider  Fl&chen  in 
von  der  gleichnamigen  Proji 
Ttthtt. 

Für  II  nnd  UI  ergibt  sich  . 
Punkt  der  Cnrre  Y,  ftr  welchen  die  gemeinschoftlicbe  Berübrnngsebene  der 
Flächen  F  nnd  g  senkrecht  mr  Gnindebene  steht,  ao  mnsa  in  der  Piojec- 
tion  von  F  sowohl  der  Umrise  der  F  als  der  ürariss  der  3  wn  der  Projec- 
tion  der  T  berührt  werden,  weil  T  sowohl  anf  F  als  anf  3  U^' 

378.  Anfg.  Eine  Ebene  zu  finden,  welche  eine  ge- 
gebene Drehungsfläche  in  einem  bestimmten  Parallel- 
kreise berührt  und  mit  einer  gegebenen  Geraden  pa- 
rallel ist. 
ifl.  Aufl.  Die  Drehungsfläche  sei  durch  die  verticalstehende 
Axe  (o,o'o")  und  den  Hauptmeridian  (vw,  a'v'w')  gegeben; 
igh,g'h')  sei  die  gegebene  (Jerade,  {mfn,m'n')  der  gegebene 
ParaUelkreis. 

Die  gesuchte  Ebene  wird  zugleich  einen  K^el  K  berühren, 
welcher  der  Drehungsfläche  nach  dem  ParaUelkreis  (»»/«,  *»'«') 
umschrieben  werden  kann  (vgl.  Nr.  315);  deshalb  lässt  9ich  die 
Aufgabe  auf  die  der  Nr.  368)  zurückführen. 

Die  Spitze  des  Kegels  liegt  auf  der  Drehungsaxe ;  sein  ver- 
ticaler  Umriss  besteht  aus  den  durch  m'  nnd  n'  an  die  Curve  a'Vvf 
gelegten  Tangenten  m'k\  n'h".  Zieht  man  durch  die  Spitze  eine 
Parallele  P  zu  GH  und  ans  dem  Punkte,  wo  sie  die  Ebene  des 
Parallelkreises  trifft,  Tangenten  an  letzteren,  so  bestimmen  diese 
mit  der  Linie  P  zwei  Ebenen,  deren  jede  für  die  verlangte  Be- 
rührungsebene genommen  werden  kann  (ygl.  Nr.  368,  f);  '•»* 
Berührungspunkte  sind  die  Punkte,  in  denen  die  erwähnten  Tan- 
genten den  ParaUelkreis  berühren. 

Fällt  die  Eegelspltze  in  zu  grosse  Entfernung  (wie  es  in 
der  That  bei  Fig.  116  der  FaU  ist),  so  rücke  man  döi  K^el 
ohne  ihn  zu  drehen  oder  zu  neigen,  abwärts,  so  dass  seine  Spitz 
in  einen  tiefer  liegenden  Punkt  der  Drehungsaxe,  z.  B.  in  {0,0') 
trifft  (wobei  die  Linien  seines  verticalen  Umrisses  q'o'r'  paralk 
mit  den  Tangenten  m'  lt.', «,'  Ic"  bleiben) ,  bestimme  seine  neu 
H-Spur  qyr,  ziehe  (pS,  o's')  11  (gh,g'h')  und  lege  durch  ä 


Tangenten  Sx,Sy  an 

Q  der  Mantellinien,  i 

n  zwei  mit  (gfi,  g'\ 

man  hierauf  den  K< 

so  bewegen  sich  jene 
iden  Ebenen  fort  un 

unverändert  bei. 

H-Projection  mfn  di 
rojectionen  und  e',f'  dii 

denen  die  gegebene  D 
berührt  wird.  Die  S 
iedenen  Wegen  leicht 

brongsebenen  fand,  zeigt 
he  Form  anch  die  gegel 
Ebenen  hängt  weBeDtlicl 

sind  nur  zwei  möglich. 
ih  S  (in  welchem  Falle  i 


le  zu  finden,  welc 
einem  bestimmten 
benen  Geraden  Gfl' 
he  sei  auf  dieselbe  A: 
Meridians  W  habe  die 
33em  Meridiane  einen 
n,  indem  man  den 
uitellinien  senkrecht  zu 
rd  die  gesuchte  Ebene 
ers  sein,  und  die  Au 

rehungsaxe,  z.  B.  dnrcl 
.  .  H  und  durch  deren  I 
enkrechte  Sy  zu  of.  Dann  ist  die  Ebene,  welcl 
liüien  OS  und  Sy  bestimmt  wird,  parallel  mit  < 
'erOhrungsebene ,  und  die  Linie  Oy  (nach  welche) 
bene  die  Meridianebene  schneidet)  parallel  mit  dei 


le  und  BerOhrungaebene.  Diesei 
s  Meridians  und  der  Berührung 
1  Berührungspunkt  für  die  gef 

V-Projeetion  des  Meridians  nicht  zq  zeicnnen  Drancnt, 
Keine  Ebene  bis  sie  in  die  des  Eauptmeridians  Mt; 
imt  die  Linie  0^  in  die  Lage  (or,o'r');  eine  mit 
srallele  Tangente  des  Hauptmeridians  hat  den  Be> 
kt  (tt',  n),  welcher  nach  Zurückbewegung  des  Meridians 
/')  einnimmt  und  hier  den  Berührungspunkt  einer 
illt,  welche  die  Forderung  der  Aufgabe  erfüllt.  Die 
!r  Ebene  sind  leicht  nachzubringen. 
L  iea  HeridianB  üt  für  den  Gang  der  ÄnflSanng  gleicli  giltig, 
OBS  auf  die  Zahl  der  LCBongen.  In  Fig.  116  ist  dei  gegeliene 
I  a'n'u'  eineBlüpse;  deshalb  gibt  es  hier  noch  einezweite 
tele  Tangente  t'u'  nnd  mithin  auch  eine  zweite  Lage  für  die 
ine.    Die  Berthmiigaptmkte  n',f  parallelei  Tangenten  liegen 

rchmesser  der  Ellipae;  daraus  folgt  n'a'^t'fi',  nnd  daher 
m  Parallelkreise,  auf  welche  die  BerflhrongHpQntto  {f,f'),  (tif) 
^OD   der   Ebene   fallen ,    eine   gemeinschaftliche   H  •  PiojectioD 


ifg.  EinerDrehungsfläche,  welche  durch  die(Ter> 
))Äie(o,o'o")  und  den  Hauptmeridian  («w,  o'«'w') 
t,  einenCy  linder  parallel  mit  der  Geraden(jÄ,f/'Ä') 
eiben  und  die  Berührungscnrve  zu  construiren. 
Als  Beispiel  ist  ein  Ellipsoid  gewahltj  doch  bleiU 
enden  ai^egebene  Verfahren  bei  allen  Drehungsfläehen 
ichen  dasselbe. 

lit  g'k'  parallele  Tangenten  der  Ellips%  a'v'tc'  bilden 
en  ümrisa  des  umschriebenen  Cylinders  (Nr.  372,11) 
Öhrungspunkte  a%  h'  gehören  der  V-Projection  der  Be- 
fe  an.  Die  zugehörigen  (auf  vw  gelegenen)  H-Pro- 
b  sind  zwei  Punkte  für  die  H-Projection  dieser  Cnne. 
n,  dass  der  horizont^e  ümriss  des  Ellipsoids  die  H-Fro- 
Äequatora  ist  (welchem  als  V-Projection  die  Aie  p'w 
a'v'w'  zukommt,  so  erhält  man  auf  ähnliche  Weist 
tälen  ümriss  des  Cylinders  und  zwei  neue  Punkb 
)  der  Berührungscurve. 
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äbig  viele  andere  Punkte 
holt  die  Aufgabe  der  Nr. 
reise,  oder  auch  diejlAufgab 
wobei  man  natürlich  immi 
der  dort  verlangten  Eben 

em  Falle  Gebrauch  von  je 
zwar  so,  dass  die  Spitzen 
1  entsprechenden  Eegel  i 
ersetzt  werden,  so  gilt  die  1 
leich.  Die  H-Spuren  der 
ui  von  S  aus  Tangenten  zi 
.  aUe  in  den  über  o  S  besch 
Ben  Kreis  zum  voraus,  so 
nicht  zu  ziehen,  weil  de 
hnitte  des  Kreises  und  de 

t  hervor,  dass  im  Allgemei 

1er  Berührungscurve  trägt, 

ar  keine  Funkte  falten 

die  Curve  eingeschlossen  : 

je  einen  Fnnkt  mit  ihr  ( 

m  die  Curve  berühren,  1 

rleicbnamigen  Curvenprojei 

rjen^e  Hül&kegel,  dessen 

iht,  hat  y'o'S'  als  verticalt 

uud  den  Umiiss  <p'tf^'  ' 

ror  seme  ursprüngliche  Stellung  erhält  man   durc 

welche  parallel  zu  o'y'  und  o'3'  an  a'v'w'  gezogei 

ist  sowohl  tp'^'  als  y"^"  die  V-Projection  eines  I 

in  welchem  das  EUipsoid  nur  von  einer  mit  6Hpa 

beröhrt  wird,  und  zwar  in  einem  Punkte,  dessen 

.nf  oS  liegen  muss  (Nr,  373,  f).     Dem  Obigen  g 

laher  y'i/*'  und  (fi"ifj"  zwei  Tangenten  fär  die  V-] 

*  Anf  der  ZdchnujigBebene  hat  m&n  (wie  die  Ve^leii 
<t.  373  QDd  Nr.  374  ieig:t)  in  dem  einen  Falle  ganz  di 
tiDctionen  ftaBZnfflhren.wie  im  andern,  nur  in  Terändertt 


^' 


'*■? 
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gesuchten  Berührungscurve  vor,  zwischen  denen  diese  Projection 
enthalten  ist.  Da  (wie  leicht  zu  zeigen)  y'i/;'=:y"^"  sein 
muss,  so  haben  die  erwähnten  zwei  Parallelkreise  eine  gemein- 
schaftliche H-Projection  (paupTt;  die  auf  ihnen  liegenden  Punkte 
der  Berührungscurve  (der  höchste  und  tiefste)  sind  (w, «')  und  (tt,  tt'). 
Es  ist  rathsam,  mit  der  Bestimmung  dieser  Punkte  die  Construc- 
tion  der  Curve  zu  beginnen. 

t  Die  Sehne  zwischen  irgend  zwei  auf  einerlei  Farallelkreis  liegen- 
den Punkten  E,F  der  Berühmngscnrye  wird  von  der  durch  oS  gehenden 
verticalen  Ebene  senkrecht  halbirt  (wie  sich  ans  Fig.  116  leicht  erweisen 
lässt).  Daher  theilt  die  durch  die  Drehungsaxe  parallel  zu  GH 
gelegte  Ebene  (oS)  die  Berührungscurve  immer  in  zwei  sym- 
metrische Hälften.    Dieselbe  Ebene  enthält  die  Punkte  (a),©'),  (ä,*'). 

376.  Aufg.  Einer  Fläche  zweiter  Ordnung  einen  Cy- 
linder  parallel  mit  einer  Geraden  GH  zu  umschreiben. 

Fig.  117.        Aufl.    Die  Fläche  sei  ein  Ellipsoid;  die  Grundebenen  sind 
parallel  mit  zwei  Hauptebenen  desselben  angenonmaen. 

Die  Umrisse  desCylinders  und  vier  Punkte  (a',  a),  (6',&),  (c,c')i 
(d,d')  der  Berührungscurve,  welche  paarweise  in  der  verticalen 
und  horizontalen  Hauptebene  liegen,  findet  man  ebenso  wie  in 
Nr.  375. 

Die  beiden  Punkte  der  Berührungscurve,  welche  auf  die  in  m'n' 
v-projicirte  Lage  der  Erzeugungsellipse  fallen,  sind  mit  Hülfe  eines 
Kegels  zu  erhalten,  welcher  nach  dieser  Ellipse  dem  Ellipsoid  um- 
schrieben ist  und  seine  Spitze  in  der  verticalen  Axe  (o^o'o'')  des 
letztem  hat  (Nr.  364) ;  sein  verticaler  Umriss  besteht  aus  den 
Tangenten  m'o",  ii'o"  des  Ellipsoid-Umrisses.  Schneidet  man 
diesen  Kegel  durch  eine  horizontale  Ebene  x'y'  so,  dass  die  H-Pro- 
jection des  Schnittes  mit  dem  horizontalen  Umriss  vdw  des  EUip- 
soids  zusammenföUt  (vgl.  Nr.  365),  und  zieht  aus  dem  Punkte  (^,^0i 
in  welchem  die  Ebene  x'y'  von  einer  durch  die  Kegelspitze  {o^o*') 
parallel  zu  {ghg'hf)  gelegten  Geraden  (o  ^,  o"  ^')  geschnitten  wird, 
an  die  Ellipse  {vdw^  x'y')  Tangeuten,  so  führen  deren  Berührungs- 
punkte (g,g')i  {r^r')  auf  zwei  Mantellinien  (og,  o"q*)^  (pr^  o"r') 
des  Kegels,  nach  welchen  er  von  zwei  zu  GH  parallelen  Ebenen 
berührt  wird.  Die  Punkte,  in  denen  diese  beiden  Ebenen  das 
Ellipsoid  berühren,  sind  die  Schnitte  der  genannten  Mantellinien 


f. 
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icirten  Ellipse  und  gebOien  der  gesachteo 
an  findet  zunächst  ihre  V-Projectionen  e\f' 
und  aus  diesen  auch  die  H-Projectionen  e,f. 

Indem  man  ^  die  Linie  m'  n'  nach  imd  nach  andere  LE^en 
annimmt,  erhält  man  so  viele  Punkte  der  Berfihrungscurre  als 
man  zu  ihrer  Construction  nöthig  hat.  ~  Fällt  der  Punkt  t  auf 
die  Peripherie  der  Ellipse  vdw,  so  gibt  es  nur  eine  mit  GB 
parallele  Berübrungsebene  des  Hülfskegels,  also  anf  der  entsprechen- 
den Lage  von  m'n'  nur  einen  Punkt  für  die  V-Projection  der 
Berührungscurve,  und  dieser  Punkt  ist  entweder  der  höchste  oder 
der  tiefte. 

Ist  statt  eines  Ellipsoid«  ein  Hjpeiboloid  odei  elliptiaches  Paniboloid 
g^eben,  so  lässt  sieb  die  Aufgabe  dnrch  die  □ämlichen  CoDstmctionen  ISsen. 
Fti  ein  bjperbolisches  Paiaboloid  hat  man  atatt  dei  nmachhebenen  Kegel 
omscbriebene  Cylinder  zn  Hülfe  zu  nehmen  (vgl.  Nr.  364). 

Am  getheilten  Hyperboloid  wird  der  verlangte  Cjlinder  nmnOglicl),  wenn 
ein  mit  der  Bichtlinie  paralleler  DnrchineBsei  ein  reeller  ist;  denn  an  keine 
der  Hyperbeln,  deren  Ebenen  diircli  einen  solchen  DurchmeBser  gehen,  ist 
parallel  mit  ihm  eine  Tangente  möglich  (Nr.  226). 

G.  BerührimgBebeDen  welche  duroh  einen  ausserhalb  der 
Fläohe  gegebenen  Foakt  gehen. 

377.  Die  Aufgabe,  an  eine  Fläche  F  eine  Berührungsebene 
dnrch  einen  ausserhalb  gegebenen  Punkt  F  zu  legen,  ist  (wenn 
nicht  noch  eine  anderweitige  Bedingung  hinzukommt)  im  Allge- 
meinen eine  unbestimmte;  denn  es  genügt  ihr  jede  Ebene, 
welche  den  der  Fläche  aus  P  umschriebenen  Kegel  K  berührt. 

Nur  wenn  die  Fläche  F  entwickelbar  ist,  wird  die  Auf- 
gabe eine  bestimmte,  wie  aus  der  allgemeineren  Erörterung  in 
Nr.  367  folgt. 

Der  K^l  K,  welcher  einer  nicht  entwickelbaren  Fläche  F 
ans  dem  Punkte  P  umschrieben  ist,  berührt  diese  Fläche  in  einer 
«tetigen  Curve  X,  und  diese  stellt  den  geometrischen  Ort  für  den 
Berührungspunkt  einer  durch  P  gehenden  Berührungsebene  vor. 

Ist  F  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  ist  X  eine 
liinie  zweiter  Ordnung  und  ihre  Ebene  ist  dem  nach  P 
gerichteten  Durchmesser  der  Fläche  zugeordnet 
Nr.  305.  309). 
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An  eine  Cylinderfläche, 
Richtlinie  kennt,  eine  Bi 
9serbalb  gegebenen  Punk' 

Gerade  H,  durch  P  parallel 
L  die  gesuchte  Ebene,  indem  ! 
Die  Spuren  der  Ebene  gehen 
reo  die  gleichnamigen  Gylindei 
lalten,  wenn  man  eine  der  C 

itende  eben,  so  kann  man  aucl 
m  der  H  geschnitten  wird,  el 
irch  T  und  H  eine  Ebene  fuh: 
entbehrlich. 

An  eine  Kegelfläche,  der 
sind,  eine  Berührungsebi 

enommenen  Punkt  P  zu  1 
verbinde  P  mit  der  Kt^elspit 

I  durch  diese  eine  Ebene,  dt 

al^ur  berührt 

ition  der  Kegelspur  kann  weg 

e  Leitende  liat  (vgl.  Nr.  368, 

An  eine  eatwickelbare  £ 
sebene  durch  einen  aussei 
;en. 

Fläche  sei  durch  ihre  Rfickk 
1  st«faen  soll. 

11^  der  gesuchten  Berfihnings* 
1  der  Mantellinien  überein  (^ 
mt.  Zieht  man  durch  P  ein 
g  <p  hat,  und  betrachtet  sie  i 
^els,  dessen  Aie  das  h-projicii 
n  Berührungsebenen  dieses  Kt 

zukommt)  auch  die  gesuchte 
le  sein.  Die  H-Spur  derselbei 
Tangente  der  horizontalen  E 


;he,  und  kann  gezeichne' 
.  gezeichnet  hat;  die  E 
mn  die  H-Projection  p  des  Punktes  P  beschriebei 
Halbmesser  man  leicht  findet;  die  Spur  der  Sei 
hält  man  durch  Evolution  des  Kreises,  welcher 
der  Eückkehrcorve  vorstellt.  Die  Berühningseben 
H-Spur  und  den  Punkt  P  hinreichend  bestimn 
nun  auch  ihre  V-Spur  leicht  hinzufügen  kann. 
t  Man  wild  mehrere  Berahrnngsebenen  erhalten, 
giOsseier  Zahl,  je  weiter  die  Evolvente  fortgesetit  werde: 
jede  gemeinschaftliche  Tangente  obiger  beiden  Flächens 
H-Spnr  einer  solchen  Ebene  gelten;  denn  es  ist  wohl  zn 
beiden  Mantellinien ,  in  denen  der  Kegel  nnd  die  Sehn 
werden,  parallel  sind,  und  Abbb  also  die  H-Projectionei 
welche  von  beiden  Mantellinien  auf  einerlei  Seite  der  Hl 
einerlei  Seite  der  gemeinschaftlichen  Tangente  gerichtet 

381.  Anfig.  Eine  Ebene  berühre  eine  D 
in  einem  bestimmtenParallelkreise  und  ge 
ausserhalb  gegebenen  Punkt  P;  man  vei 
rfihrungspunkt. 

AnfL  Die  Fläche  sei  durch  ihre  senkrech 
nommene  Ase  (o,o'o")  und  ihren  Hauptmeridian 
geben.  Der  Parallelkreis,  auf  welchem  der 
li^en  soll,  sei  (mfn,  m'n'). 

Die  fi:agliche  Ebene  muss  zugleich  den 
welcher  der  Drehungsfläche  nach  dem  ParaUelki 
umschrieben  ist  und  als  verticalen  Umriss  die  Tan 
der  Curve  v'b'w'  hat.  Eine  durch  P  gelegte  1 
sehneidet  diesen  Eegel  nach  dem  Kreise  {q'r',qs 
rähnmgsebene  nach  einer  von  P  ausgehenden 
Kreises  (Nr.  349 ,  f ) ,  fiir  deren  H-Projeetion  m 
oäa  pp  erhält,  woraus  zu  ersehen,  dass  zwei 
lerung  der  Aufgabe  entsprechen.  Die  Mantelliniei 
nach  denen  jene  Ebenen  ihn  berühren,  haben  di 
oex,ofy;  die  Punkte  (e,e'),  (f,f'),  wo  diese  Mai 
allelkreis  (mfn,m'n')  sehneiden,  sind  die  verlan 


t  Die  Aufgabe  kann  immer  nu  durch  h 
werden,  und  dieae  ii^en  so,  änas  ihre  (horiion 
darch  P  und  die  DrehongBaie  gefObrten  Ebei 

Beide  Fnnkte  fallen  in  einen  zusammen, 
geht;  und  sie  werden  nDmCglich,  wenn  p  inni 

382.  Xntg.  Auf  einem  beBtimn 
gegebenen  Drehungsfläche  einen 
welchen  die  Berührnngsehetie  de: 
ausserhalb  gegebenen  Funkt  P  ge 

mg.  116.        Anf  1.     Die  Mache  sei  wie  in  Nr. 
dian  3K  habe  die  H-Projection  of. 

Ein  Cylinder,  welcher  den  gegebei 
und  eine  zur  Meridianebene  senkrechte 
der  gesuchten  Ebene  berührt,  so  dass  & 
auf  Nr.  378  zurückzufahren.  Man  kann 
ausser  Acht  lassen  und  dafür  yon  der  £ 
die  Berührungsebene  1)  senkrecht  auf 
Meridians  steht  (Nr.  346,  l),  mithin  dm 
gefällte  Senkrechte  PY  geht,  und  2)  c 
Tangente  der  Meridiancurve  schneiden 
der  PY  ist  pp  (J^of),  die  V-Projeci 
man  die  Meridianebene  bis  sie  parallel 
der  Fusspunkt  Y  nach  (r,r');  zwei  aus 
des  Meridians  gezogene  Tangenten  beriil 
(w'«),  (i\t),  welche  bei  Zurückflhning 
eigentliche  Stellung  die  Lagen  (/',/"'),  i 
Funkten  (/",/■'),  {g-,9')  kann  jeder  für  d 
pmikt  genommen  werden. 

Wie  viele  Lagen  der  gesuchte  Pankt  habi 
Gestalt  des  Meridians  ab. 

383.  Uebnngsanfgaben. 

1)  An  eine  gegebene  DrebungsSacl 
Funkt  eine  Berülmmgsebene  zu  legen, 
unter  einem  gegebenen  Winkel  schneidi 

2)  Ein  einfaches  Hyperboloid  soll  ' 
gebenen  Funkt  gehenden  Ebene  so  beri 


«stininiteD  Mantellinie  li 
,  354.) 

1  auch  dahin  abUndern,  dast 
ist,  mit  welcher  die  verla 

gegebenen  Drebun 
Kegel  aus  einem  gegebenen  Punkte  P  zi 
und  die  Berfibrungscurv e  zu  eonstruiren 

AnfL  lat  (0,0' o")  die  (verticalatebende)  Axi 
der  Eauptmeridian  der  Fläche,  ao  erhält  man  zi 
liegende  Punkte  (a',  a),  (h',  h)  der  gesuchten  Ben 
Hülfe  der  Tangenten  p'a\p'h'  an  v'h'w,  wel 
Terticalen  Unuiss  des  K^els  darstellen.  Auf  äl 
geben  sich  zwei  Punkte  {c,<f),  (d,d'),  deren  H 
dem  horizontalen  ümriss  der  Fläche  li^n,  -  un 
ümrias  cpd  des  K^els,  .Beliebig  viele  ande 
man  nach  Nr.  381  oder  nach  Nr.  382. 

Bei  wiederholter  Lösung  der  Aufgabe  der  I 
ans  i)  an  die  H-Projectionen  verschiedener  ParaUe 
zn  ziehen,  oder  eigenüieh  nur  die  Berfibrungspu 
bestimmen ;  di^e  Punkt«  liegen  alle  in  dem  über 
Kreise. 

Wie  man  (auf  Grund  einer  in  Nr.  371,  f 
merkung)  den  höchsten  Punkt  {10,  to')  der  Berü 
den  tiefsten  (jt,  n')  finden  könne,  zeigt  die  Figu 
ins  Nr.  381,  f  fol?t  aach  noch,  daas  die  Berfll 
«inei  dDich  die  Drehnngsaie  and  daich  P  geleg 
in  Gjmmetrische  Hälften  getheilt  witd. 

386.  Anfg.  Einer  Fläche  zweiter  C 
Kegel  aus  einem  gegebenen  Punkte  P  zu 

Die  Auflösui^  dieser  Aufgabe  stimmt  fai 
iftaung  der  frühem  in  Nr,  376  überein;  nur  dass 
Üe  Linie  (of,  o"(')  (Fig.  117)  durch  Verbindun 
Punktes  P  mit  der  Spitze  des  Hülfskegels  erhä] 

386.  Der  in  den  beiden  letzten  Aufgaben 
it  die  Umhfillungsfläche  für  alle  Lagen  einer  Eb< 


"unkt  F  berührend  an  die  gegebene  Fläche  gel(^ 
377). 

äinen  (bei  beliebiger  Form  der  gegebenen  Flache) 
oi^itniction  eines  solchen  Kegels  und  seiner  Be- 
lie    Schnitte    der  Fläche  durch   Ebenen    nQthig 


Ebene  L  der  Curve,  nach  welcher  eine  Fläche 

F  von  einem  aus  P  ihr  umschriebenen  Kegel 
meidet  eine  innerhalb  des  fiegele'  beliebig  durch  P 
a  einem  Punkte,  welcher  mit  P  harmonisch  liegt 
a  Punkte,*  in  denen  die  Qerade  der  Fläche  F 
schneidet  eine  durch  die  Gerade  gehende  Ebene 
Geraden  l,  die  F  nach  der  Curve  f,  so  ist  l  die 
Beziehu^  auf  f,  indem  l  die  Berührungspunkte 
gehenden  Tangenten  der /"  verbindet.  (Nr.  285,  1.) 
lache  F  von  einem  nach  P  gerichteten  Durch- 
m  wird,  erhält  man  dm'ch  nachstehende  Betradi- 

Satz  in  anderer  Form  und  mit  der  Erweiterung, 
'der  hohlen  Seite  eines  Ellipsoids,  elliptischen 
■  getbeilteo  Hyperboloids  li^en  darf,  wobei  der 

nicht  eristirt.  Es  seien  A,Ä'  die  Punkte,  in 
rchmesser  die  Fläche  schneidet,  Q  der  Punkt, 
äch  mit  P  g^en  A  und  Ä'  li^.  **  Eine  durch 
r  gelegte  Ebene  schneide  die  Fläche  nach  der 
eziehung  auf  diese  Curve  geht  die  Polare  fOr  P 
b  parallel  mit  der  Tangente  in  A  (da  die  unter 
ingenten  in  A  und  A'  sieh  auf  der  Polare  schnei- 
okt  man  also  die  Ebene  C  um  den  Durchmesser 
1er  Ort  der  Polaren  eine  Ebene,  parallel  mit  der 

der  Fläche  F  im  Punkte  A. 
le  möglichen  Lagen  einer  durch  P  gehenden  Go- 

zireiter  Oidniuig  i&aa  von  einer  Oeraden  in  nicht  mehr 
geschnitten  werden,  da  jede  durch  die  Gerade  gehende 
lach  einer  Linie  zweiter  Ordnung  schneidet, 
jies  Faraboloida  Terschwindet  A'  in  nnendlicher  Entfei- 
■t  die  Strecke  F<i. 


geü,  kann  man  sich  die  Ebene  der  Cnrre  C 
f)  in  jeder  ihrer  Lagen  yon  sol  ' 
raden  erfüllt  denken.    Es  gilt  also  der  allgemeine  Satz 

Dreht  sich  um  einen  willkürlich  angenoi 
PiinktP  desEaumeB  eineGerade,  und  wird  a' 
ihrer  Lag^n  der  Funkt  bestimmt,  welcher  mii 
moniseh  liegt  gegen  die  beiden  Funkte,  in  de 
Gerade  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnun 
80  ist  der  geometrische  Ort  jenes  Punkts  eine 
sie  heisst  die  Polar-Ebene  des  Punkts  P  in  Beziel 
die  gegebene  Fläche,  und  PderPoL  —  Liegt  P  so, 
aus  ihm  der  Fläche  umschriebener  Eegel  möglich  ist, 
die  gegebene  Fläche  von  der  Folar-Ebene  n: 
schnitten.  Lässt  sich  aus  P  ein  Kegel  um  die  F] 
schreiben,  so  schneidet  die  Polar-Ebene  die 
nach  der  Berührungscurve  des  Kegels.  Lieg 
der  gegebeneu  Fläche,  so  wird  die  Polar-Ebeue  durch 
röhruDgsebene  in  P  vertreten ,  insofern  diese  Ebene  alle 
laren  enthält,  welche  bezüglich  der  durch  P  auf  der  I 
ziehenden  ebenen  Linien  diesem  Punkte  entsprechen  (Ni 

Idegen  mit  den  Punkten  B,  B'  der  Fläche  die  Pue 
der  Geraden  BB'  harmonisch,  so  liegt  ebensowohl  1 
Polar-Ebene  für  P  als  auch  P  in  der  Polar-Ebene  für 
also  in  Beziehung  auf  eine  Fläche  zweiter  0 
die  Ebene  L  Polar-Ebene  des  Punktes  P,  so  g 
jeden  in  L  angenommenen  Punkt  die  Polai 
dnrch  P.  Wird  durch  P  eine  Ebene  L'  beliebig  gi 
als  Polar-Ebene  betrachtet,  so  bestimmt  sich  ihr  Pol  P'  a 
schnittspunkt  der  Polar-Ebenen  für  drei  in  L'  willkürlich 
Punkte,  und  da  P  als  einer  dieser  drei  Punkte  genommi 
kann,  muss  der  Pol  P'  in  der  Ebene  X  li^en. 

Wählt  man  auf  der  Geraden,  nach  welcher  sidi 
Polar-Ebenen  L,  S  schneiden,  einen  Punkt,  so  muss  desi 
Ebene  durch  die  Pole  P,^  von  L  und  S  gehen;  und 
dorch  P$  eine  beliebte  Ebene,  so  muss  deren  Pol  sof 


k. 


*  Et  lässt  sich  leicht  aach  &tif  Eegel-  und  Cflinderflichen  z 
Dg,  welche  in  Obig^em  nicht  berfickaichti^  sind,  Qbertragen  (vg 


_fc 
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als  in  S  li^en.  Schreitet  also  ein  Pol  a 
fort,  30  dreht  sich  seine  Polar-Ebeae 
und  umgekehrt. 

Hit  BQcksicfat  auf  amachriebene  Kegel  las 
letzt  gefDndenen  Paare  tos  S&tten  so  auespiecheD: 

Dieht  aich  eine  Ebene,  welche  eine  Fläi 
schneidet,  nm  eine  Gerade,  und  wird  dei  Fl&c 
caiTe  ein  berührender  Kegel  amscbrieben,  s 
Spitze  des  Kegels  eine  Gerade. 

Bewegt  sich  die  Spitze  einee  nm  eineFlä< 
bescbriebenen  Kegels  in  einer  Geraden,  ao  ä 
dei  BerflbrnngacnrTe  nm  eine  Gerade  (welcb 
Entfemnng  iSüt,  wenn  der  Weg  der  Spitze  ein  Dnrci 

Bewegt  sieb  die  Ebene  der  Beröbrnngaco 
so  bleibt  die  Spitze  des  Kegels  in  einer  Bbi 

Bewegt  sich  die  Spitze  des  umschriebe 
Ebene,  so  gebt  die  Ebene  der  Berflhiang 
festen  Fnokt 

388.  Die  angenföUige  Venrandtschaft  zt 
der  Aufgabengruppe  C  und  denen  der  Gruppe 
da  die  Gruppe  B  aus  der  Gruppe  C  hervoi^ 
in  letzterer  als  gegeben  angenommenen  Punk 
femung  rQckt,  wobei  er  durch  eine  Kichtun 
Die  Losungen  der  Aufgaben  unter  B  lassen  s: 
der  entsprechenden  unter  C  vorkonmienden  i 

D.    BerILhniiigsebeneii  welche  dnroh 
Gerade  geheiii 

3S9>  Eine  Ebene,  welche  eine  Pläche 
gleich  durch  eine  Gerade  G  geht,  muss  je 
welcher  der  Fläche  F  aus  ii^end  einem  Punkl 
ist,  und  ebenso  den  parallel  mit  G  ihr  umf 
Hiernach  hat  man  zur  Auffindui^  einer  sol 
Wege. 

1.  Umschreiht  man  der  FlAche  F  aus  zw( 
der  G  zwei  Kegel ,  welche  die  2^  in  den  Gui 
rühren,  ao  gibt  der  Schnitt  dieser  beiden  Cur 
punkt  der  gesuchten  Ebene. 
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n  Cylinder  parallel  ni 
tte  der  G  umschrieben 
iirven  in  dem  gesudite 

f  Mäche  einen  Kegel 
^e  an  diesen  Kegel  eii 

Mäche  einen  Cylinder 


gamethoden  die  paasendsti 
le  Punkte  man  bei  (l)  nn 
^briebenen  Kegel  nimmt,  ] 
ab.  Oefters  kann  man  si« 
«t  Fläche  aosBer  ihrem  E 
kennt. 

lebe  durch  eine  gegeli 
Bedingung  erfüllen  und 
ebene  Mäche  F  berühi 
ierührungsebene  n  bet 
ien  Lagen  n  bestimml 
Luf  diese  n  Puntte  mii 

G  die  Spitzen  der  in 
,  und  hieraus  folgt  dei 
ze  eines  Kegels,  n 
schrieben  ist,  in  i 
iden  Geraden  G  f 
twährend  die  Berul 
eine  bestimmte  A 
K^elspitze  auch  in  u 
1  in  einen  Cylinder  übt 

sind  (vgl.  Nr.  389,  2) 
g  ist  der  Satz  schon  unter  ( 

?  entwickelbar,  so 
sie  eine  Berübrungseb 
D.  Denn  die  Eerühru 
lon  bestimmt,  wenn  sie 


'unkt  der  G  gehen  soll  (Nr.  i 
werden  daun  in  der  Begel 

».  4  hat  die  Gerade  (?  gqfen  die  eatwickelbare  Fliehe  eine 
s  die  Aufgabe  ananahiuBweige  lOsbai  ist. 

t%.  An  eine  gegebene  Kugel  eine  Berüb- 
durch  eine  gegebene  Gerade  GB'  zq  legen. 
indebenen  seien  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Kugel 
s  in  der  Zeichnungsebene  die  beiden  Umrisse  sieh 

Jeder  K^el,  welcher  einer  Kugel  umschrieben  ist, 

nach  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem 
ikt  und  der  Kegelspitze  in  gerader  Linie  liegt,  und 
senkrecht  auf  dieser  Linie  ist.  Versetzt  man  die 
liehen  Kegels  in  die  H-Spur  G  der  gegebenen  Ge- 
10  bilden  die  Tangenten  GA,  GB  den  horizontalen 
jgels,  und  die  Sehne  AB  ist  die  H-Projection  {und 
Durchmesser)    des  Beriihrungsfcreises.     Die  Ebene 

schneidet  die  GH'  im  Punkte  T  und  die  gesuchte 
ne  in  einer  durch  T  gehenden  Tangente  desselben, 
Dgspunkt  zugleich  der  Berührungspunkt  der  vei' 

ist  (Nr.  267,  f).  In  der  horizontalen  TJmklappung 
}  AB  kommt  T  nach  r,  zu  liegen  (Nr.  63,  f): 
n  den  umgeklappten  Kreis  gezogene  T; 

in  dem  Funkte  Ey ,  dessen  L^e  nach 

Kreisebene  den  gesuchten  Berühningt 
'rojeetionen   dieser  Lage  erhält  man, 

_lG§  ßÜlt  und  mr'  =  Rir  macht,  k 
ireis-Umklappung  AHyB  noch  eine  z 
ad  diese  fuhrt  auf  ähnliche  Weise  zu  e: 
3  gesuchten  Punktes. 
en  der  beiden  Ebenen,  welche  die  Ku 
)  und  (s,  s')  berühren ,  gehen  von  G  i 
jnkrecht  auf  den  gleichnamigen  Projei 
B  und  OS.    (Zugleich  müssen  die  H-Sj 

der  Tangenten  TS,  TR  gehen,  d.  i. 
iB  mit  TiSi  und  T^R^.) 


—     403     — 

iser  dem  vorhin  betrachteten  E 

en  zweiten  ans  der  V-Spur  H 

erührt  die  Kugel  nach  eioeni 

ist.      Die    Berührungspunkte 

hnittpunkte  der  beiden  Berfihi 

ts  dasselbe  ist)  die  Punkte,  in 

r  Ebene  des  andern  geschnitt 

e  BJeisebenen  nach  einer  Gera 

jectionen  in  AB  und  CD'  liegen;  klappt  man 

{AB,  CD')   mit   ihrer  h-projicirenden   Ebene  ui 

und  zt^leich  den  Kreis  AB,  welcher  in  dieser 

schneidet  die  umgeklappte  Gerade  den  umgeklappt 

Punkten  üi ,  Äj ,  deren  Lagen  nach  Zumckbew^un 

den  Ebene  die  gesuchten  Berührungspunkte  sind. 

iionen  r,s  dieser  Lagen  ßndet  man  wie  vorhin 

tionen  r',s'  nach  Nr.  44. 

Die  Spuren  der  Berührungaebenen  ergeben  s 

AnfL  ni.  Eine  Ebene,  welche  durch  die  nac 
Berflhrungspunkten  laufenden  Halbmesser  gelegt  w 
recht  auf  beiden  Berufanmgsebenen,  laithin  auch  au 
Geraden;  man  erhält  also  ihre  Spuren  OX,  OX',  i 
Lothe  auf  die  Projectionen  der  QH'  ßUlt.  Diese  '. 
die  Kugel  nach  einem  grössten  Kreise,  die  GH'  in  t 
und  die  gesuchten  Ebenen  in  zwei  von  P  ausgehe 
des  grössten  Kreises,  deren  Berührungspunkte  mglei 
entsprechen  (Nr.  267,  f).  Die  Projectionen  des  I 
man  nach  Nr.  48,  seine  Umklappung  P„  mit  dei 
nach  Nr.  63;  die  TJmtlappimg  des  in  derselben  : 
grössten  Kreises  ^t  in  den  gegebenen  Kugelumi 
daher  die  umgeklappten  Lagen  R„ ,  S„  der  verlang 
punkte  mittels  der  Tangente  P,.R„,  F.,S,.  und 
ihre  wahren  Li^en  E,  S  zu  projiciren,  was  auf  f 
geschehen  kann.  Der  Schnitt  X  der  F„  S„  ui 
H-Spur  der  Tangente  PS,  also  j>X  ihre  H-P 
<wo  ^X  von  der  auf  OX  senkrechten  S„v  get 
H-Projeetion  von  S;  die  V-Projection  s*  eigibt  si 


SbenH 
8  21  : 

Lage 
tferoD 

der 
■e  H-] 


lese  A 
enen  < 
B  Spu 
iten  I 
kannt 


i.  Eil 
tmiDgsi 
wnkiec 
'■P».  - 

ti  sieht 

I   g8K>g 


:  Fläche  (welche  beispielsweise  ein  Ellipsoid  sein  mag) 
für  die  Spitzen  zweier  umschriebenen  Hfiliskegel  die- 
nkte  G,  H,  in  denen  diese  Hauptebenen  von  der 
n  Geraden  6H  geschnitten  werden.  Der  aus  6 
le  E^el  hat  als  verticalen  ümriss  die  Tangenten  g'a',g'b' 
I  v'a'to'  und  berührt  die  Fläche  nach  einer  EUipss  e^ 
rojectiOD  die  gerade  Linie  a'b'  sein  mnss;  denn  dr 
pitze  sich  in  der  verticalen  Hauptebene  des  Ellipsoid 
0  müssen  je  zwei  (auf  verschiedenen  Selten  der  Haupt 
gene)  Funkte  der  Berühnmgsellipse  eine  gemeinschaft 
ction  auf  dieser  Hauptehene  und  also  auch  auf  der  Y> 
gleich  sieht  man,  dass  (a'b\  ab)  eine  Aze  der  Ellipse 
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telpunkt  liegt  in  (m',m),  wo  diese  Äxe  von 
esser  GO  getroffen  wird.     Die  "     "     '" 
nkrecht  zur  VE  und  projieirt  sii 
Länge  nach  der  Richtung  me  {. 
aber  diese  Länge  zu  finden,  benutzt  man  den  Umetan 
Etlipsoid  durch  parallele  Ebenen  in  ähnlichen  Gurren 
wird.     Die  (zu  GO  geordnete)  Diametralebene,  weh 
lur  Ebene  der  Ellipse  e  ist,  schneidet  die  Fläche 
Ellipse,  deren  V-Projection  die  Glerade  c'o'd'  {\\  a'b'] 
Halbaxen  die  Linien  (o'd',o^,  {o',ou)  sind.     Bezeic! 
die  zweite  Halbaxe  der  Ellipse  e,  so  ist  3; :  o«  =  m'  &' :  o'  d 
lieht  mau  daher  he  |{  ud,  so  ist  t»e  =  x,  und  man  ki 
H-Projection  aeb..  der  Ellipse  e  zeichnen ,  nSmlicb 
mit  den  Halbaxen  mb  und  me. 

Der  zweite  umschriebene  Kegel,  dessen  Spitze 
horizontalen  Hauptebene  liegt,  berührt  das  EUips< 
Ellipse,  deren  H-Projection  die  Gerade  qr  ist.  Die 
in  denen  gr  die  Ellipse  aeb  schneidet,  sind  die  H-! 
der  Punkte,  in  denen  das  Ellipsoid  von  zwei  durch 
den  Ebenen  berührt  wird;  die  zugehörigen  V-Projec 
li^en  auf  a'b'.  Die  Spuren  der  Berährungsebenei 
leicht  anzugeben. 

Die  Berührungspunkte  (t,l'),  {s,s')  hätte  man  auch 
eines  zweiten  K^els  finden  können ;  denn  in  diesen  Pi 
die  Ellipse  e  von  zwei  Tangenten  berührt  werden,  wel 
sie  aus  dem  Punkte  («'',£')  zieht,  wo  ihre  Ebene  die  ' 
schneidet  (Nr.  267,  f).  Die  H-Projectionen  st,  es  diesei 
sanmit  den  Punkten  t,s  lassen  sich  finden,  wenn  mi 
Peripherie  der  Ellipse  aeb  nicht  gezeichnet,  sondern  nu 
(und  mittels  dieser  die  Brennpunkte)  bestimmt  hat  (i 
S.  205).  In  Fig.  121  sind  die  Linien  ZT,  ZS  zuglei. 
Ündung  der  Spuren  für  die  Berührungsebenen  benützt 

Zusatz.  Noch  eine  andere  Losung  ergibt  sich 
gegebene  Fläche  ein  einfaches  Hyperboloid  oder  ein  hy 
Paraboloid  ist.  Schneidet  die  gegebene  Gerade  G  di 
dem  Punkte  P,  und  sind  M,N  die  durch  F  gehen« 
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len  die  Ebenen  [GM},  [6N] 
D  dar  (Tür.  354).     Die  G  wird 

Punkte  P"  schneiden,  durch  i 
gehen;  die  Ebenen  IGN'},IG 
rigen  identisch,  da  die  z\x  ven 
iteUinien  M  und  N;  sowie  N  u 
Die  Schnittpunkte  dieser  Paare  i 
»nen  [JfGJf'],  [ifGJlf']. 
hische  Ausföhnmg  dieser  Auflö 
ie  Schnittpunkte  einer  Geraden 
jiciren  weiss  (Eap.  IX). 

im  Allgemeinen  die  Existenz  eine 
I  Beruh  rongBebene  an  die  Bedingung 
abene  Fläche  nicht  schneide,  veibält 
ideren  F&llen  amgekehit.     Diese  EigenthOmlichkeit  findet 
chiefen  Flächen  Qberbaapt  und  hängt  mit  deT  in  Ni.  354 
nachaft  der  BeTflhmngaebenen  solchei  Fliehen  insammen. 

ifg.  An  eine  Drehungsfläche,  welche  darch 
HE)  und  einen  Meridian  W  gegeben  ist,  eine 
ebene  durch  eine  gegebene  Gerade  G  zu  legen. 

tett  der  aus  Nr.  389  bekannten  Methoden  kann  auch 

Verfahren  angewendet  werden. 

it  man  die  Gerade  G  als  Mantellinie  eines  Drefatings- 

welches  mit  der  gegebenen  Fläche  die  Axe  gemein 

ie  verlangte  Ebene  zugleich  Berührungsebene  dieses 

(Kr.  855) ;  die  Punkte,  in  denen  die  Ebeni 

berührt,  liegen  in  der  nämlichen  gemeinst 

!o  (Nr.  346,  1)  und  sind  die  Berühningspui 

chen  Tangente  an  den  beiden  in  die  E 

idiancurven.     In  ihrer  wahren  Lage  kann  ( 

I  Ebene  Wq   unbekannt  ist)  nicht  immitt 

en,  wohl  aber  in  derjenigen  Lage,  weicht 

em  die  Ebene  ^o  bis  zum  Zusammenfalle! 

I  Wt  gedreht  worden  ist;  man  hat  nur 

'm  fallende  Meridiancurve  des  Hyperboloid 

296).  Durch  die  in  ^  gefundenen  Berührui 

m  Flächen  die  Farallelkrmse  bestimmt,  i 
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spiukte  li^en.     Der  dem  Hyperboloid  an- 
schneidet die  6  in  dem  einen  der  letzt^e- 
r  fQlirt  nun  auch  auf  den  zweiten,  auf  die 
Meridianebeue  ^o   ^^^   ^^^  <^ß  verlangte  Ebene  sei 
Spuren  durch  verschiedene  Mittel  leicht  hinzuzufügen 
Gibt  es  für  die  beiden  in  der  Ebene  Vt  gezeicbneten  Mi 
keine  gemeinschaftliche  Tangente,  so  lässt  die  Anfgabe  keine  1 

395.  Die  in  diesem  Abschnitt  (D)  behandeltet 
werden  unbestimmt,  wenn  die  gegebene  Fläche  wim 
die  gegebene  Gerade  eine  Mantellinie  derselben  ist.  N 
dana  aber  eine  durch  die  Gerade  beliebig  gelegte  Eb( 
rührungsebene  an,  so  bleibt  der  Berührungspunkt  zu 
Wie  diess  geschieht,  ist  bereits  in  Nr.  355  ai^eze^ 
konnte  man,  auf  Qrund  der  Sätze  in  Nr.  361,  der 
Fläche  eine  windschiefe  Fläche  zweiter  Ordnung  3 
welche  mit  der  gegebenen  die  Berührungsebene  für  j( 
der  Geraden  gemein  bat.  Doch  finden  sich  zuweilen 
Mittel,  wenn  die  Natur  der  windschiefen  Fläche  näher  1 

B96.  Anfg.  Eine  Schraubenfläcbe  ist  wie  i 
gegeben,  und  durch  eine  ihrer  Mantellinien  ei 
beliebig  gelegt.  Man  soll  den  Punkt  bestii 
welchem  diese  Ebene  die  Fläche  berührt. 

Anfl.  Man  denke  sich  zunächst,  es  sei  die  i 
behandelte  umgekehrte  Aufgabe  fülr  zwei  rerechiedene  1 
einer  und  derselben  Mantellinie  BQ  (Fig.  HO)  zu  lAsei 
zuerst  für  den  der  leitenden  Schraubenlinie  angehörigei 
Dabei  stßsst  man  auf  Beziehungen,  an  welche  sich 
der  gegenwärtig  YOrliegenden  Aufgabe  anlmüpfen  lässt. 
stehender  Figur  sei  (Ab...,  a'b')  die  g^ebene  Schrat 

*  Ist  ein  HTperboloid  so  gegeben  wie  in  Fig.  103,  €31  ( 
Gerade,  eine  von  ®  nach  U  gehende  Linie  die  Spoi  einer  durch 
Ebene,  so  ergibt  sich  deren  BerSbrnngaponkt  (q,q')  anmittelbi 
der  Tangente  ans  U  an  die  Ellipse  kl. 

**  Die  ftr  das  Folgende  entbehrliche  V-Projecidon  ist  nich 
duch  die  beiden  Paukte  a',6'  aber  völlig  bestimmt,  da  ans  dei 
und  der  H-Distani  fva  B  die  Ganghöhe  gefonden  werden  kam 


Nr.  897. 
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{O^&gs')  ihre  Axe,  (6gO,  6'g'o')  die  gewählte  Mantellinie.    Ihre 
H-Spur  ist  S;  T  ist  die  H-Spur  der  durch  B  an  die  Schraubenlinie 

gelegten  Tangente  (6T  =  a/rc  hA), 
also  5T  die  Spur  der  betreffenden 
ßerührungsebene.  Wird  (wie  in 
Nr.  858  angedeutet)  zur  Auffindung 
der  Tangente  in  Q  an  die  durch  Q 
gehende  neue  Schraubenlinie  eine 
zur  HE  parallele  Ebene  ^  benützt, 
welche  durch  den  Schnittpunkt  P 
dieser  Schraubenlinie  und  der  AZ 
gelegt  ist  und  die  BQ  in  V  trifft, 
so  wurde  man  durch  Eectification  des 
Bogens  qp  noch  nicht  die  Spur  der 
neuen  Tangente  erhalten,  sondern 
die  Projection  w  für  deren  Schnitt 
mit  |);  die  H-Spur  der  zu  Q  gehörigen  Berührungsebene  ergibt 
sich  jetzt  als  eine  durch  8  gezogene  Parallele  SR  zu  der  in  vw 
projicirten  Verbindungslinie  VW.  Die  Eectification  von  qp  ist 
aber  zur  Erlangung  des  Punktes  w  nicht  mehr  nöthig,  nachdem 
zuvor  h-A  rectificirt  worden  ist,  denn  die  Parallelstrecken  gM;,&r 
verhalten  sich  wie  die  Eadien  Oq^Ob  der  rectificirten  Kreisbögen, 
d.  h.  w  muss  in  die  Gerade  TO  fallen,  welche  Lage  auch  Q 
auf  BQ  haben  mag.  —  Noch  eine  andere  Beziehung  ist  zu  be- 
merken. Da,  wenn  die  Mantellinie  AP  sich  bis  zur  Lage  BQ 
fortbewegt,  die  H-Distanzen  ihrer  sämmtlichen  Punkte  um  gleich- 
viel wachsen,  so  ist  die  Erhebung  des  Punktes  Q  über  der  Ebene  $ 
gleich  der  H-Distanz  des  Punktes  B;  hieraus  (und  aus  der  unr 
veränderlichen  H-Neigung  der  Mantellinie)  folgt,  dass  immer 
qv  =  bS  ist;  zugleich  ersieht  man  die  Congruenz  der  Dreiecke  i?5& 
und  wvq^  und  dass  Rw  parallel  zu  SO. 

Ist  nun  statt  eines  Punktes  Q  auf  BQ   die  H-Spur  SB 
einer  durch  BQ  geführten  Ebene  angenommen,  so  erhält  man 
deren  Berührungspunkt  Q  durch  folgende  einfache  Construction: 
hTJLOb]    bT=archA;    Bw\\Ob;    wqJLOb;    qqAlGS. 

397.  üebnngsaufgabe.    Durch  eine  Mantellinie  eines  ge^ 
gebenen  Kugel-Conoids  geht  eine  Ebene;  für  die  Bestimmung  ihr« 


;     '■ 
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Berührungspunkts   mit  der  Fläche   sollen  die    Hülfsmittel  aus 
Nr.  361  gezogen  werden. 

E.   fierührungsebenen  parallel  mit  einer  gegebenen  Ebene. 

398.  Da  man  einer  Ebene,  welche  mit  einer  gegebenen 
Ebene  E  parallel  sein  soll,  nur  noch  eine  willkürliche  Bedingung 
steflen  kann,  so  ist  ihre  Lage  bestimmt,  wenn  sie  eine  gegebene 
Fläche  F  zu  berühren  hat. 

Eine  solche  Ebene  berührt  zugleich  alle  möglichen  Cylinder, 
welche  der  Mäche  F  parallel  mit  jener  Ebene  E  (d.  i.  paraDel 
mit  beliebig  in  E  angenommenen .  Geraden)  umschrieben  sind, 
und  die  diesen  Cylindem  entsprechenden  Berührungscurven  müssen 
daher  alle  durch  den  Berührungspunkt  der  verlangten  Ebene  gehen. 
(Kann  die  Berührungsebene  mehrere  Lagen  haben,  so  gilt  Obiges 
für  jede  einzelne  Lage.) 

Bewegt  sich  also  ein  Cylinder  so,  dass  er  stets  einer 
gegebenen  Fläche  umschrieben  bleibt,  und  seine  Mantel- 
linien einer  gegebenen  Ebene  parallel  sind,  so  geht  die 
Berührungscurve  stets  durch  eine  bestimmte  Anzahl 
fester  Punkte  auf  der  Fläche. 

399.  Aus  dem  Vorigen  ist  abzunehmen,  wie  man  eine  der 
gegebenen  Bedingung  entsprechende  Berührungsebene  finden  könne. 
Nämlich: 

1)  Zieht  man  in  der  Ebene  E  zwei  beliebige  (aber  nicht  pa- 
rallele) Gerade  und  umschreibt  der  Fläche  F  zwei  Cylinder  parallel 
mit  diesen  Geraden,  so  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Berührungs- 
curven der  Berührungspunkt  der  verlangten  Berührungsebene.  Oder: 

2)  Man  umschreibe  der  Fläche  F  einen  Cylinder  parallel 
mit  irgend  einer  in  E  gezogenen  Geraden,  construire  eine  Spur 
desselben  und  ziehe  an  sie  eine  Tangente  parallel  mit  der  gleich- 

amigen  Spur  der  Ebene  E;  diese  Tangente  ist  die  eine  Spur 
ier  verlangten  Ebene ;  die  zweite  Spur  ist  parallel  mit  der  zweiten 
ipur  der  E,  (Der  Berührungspunkt  liegt  auf  der  Berührungs- 
arve des  umschriebenen  Cylinders  und  auf  der  Mantellinie,  nach 
reicher  letzterer  von  der  gesuchten  Ebene  berührt  wird;  er  ist 
Jso  der  Durchschnitt  jener  Curve  und  dieser  Geraden.) 


—     410    — 

)  gegebene  Fläche  F  eine 
dnen  unmöglich,  an  sie  i 

gegebenen  Ebene  E  zu  lef 
Ollig  bestimmt,  wenn  sie 
)arallel  liegt  (Nr.  367),  nn 
i  sie  überdiess  noch  mit  eil 

was  doch  der  Fall  sein  r 

sein  sollte. 

Nr.  399  angegebeneu  all^ 
m  manchen  Fällen  durch  a 
tr  besondem  Beschaffenheit 
"rubere  Untersuchungen  km 
folgenden  Beispiele, 
ibene  Fläche  F  sei  eii 
icaler  Aie. 

1  ist  bekannt,  dass  die  B 
ikreefat  auf  der  Meridianeb 
entbfdt.  Fährt  man  daher 
I  senkrecht  zur  gegebener 
r  M  Tuid  E,  zeichnet  di« 
:enden  Meridians  (Nr.  296) 
igente  T  parallel  mit  X, 
lind  berührt  die  Drehtingi 
m  T  den  Meridian  berühr 
inheit  w^en  wurde  hier  v 
e  der  Fläche  sei  von  de; 
als  Erzeugende  ein  Meridia 
tion  des  in  M  liegenden  M 

vielmehr  wird  man  die  ' 
aden  L  durch  Drehung  ü 

fallen  machen,  hier  die  1 
1er  L  ziehen  und  hierauf 
m. 

che  F  sei  ein  einfache; 
'ÜT.  329  gegeben. 
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ihruDgsebene  ent 
:en  sich  auf  seil 
s  ziehen  lassen. 
lemnach  parallel 
E.  Hiernach  Ii 
gels  zu  coDBtniii 
fläche  eine  Ebei 
schneidet  den  i 
ihre  H-Spur  b 
die  H-Spuren  fß 
Projectionen  die» 
Ijperboloids  lass 
Helen  mit  K^  zit 
e  beiden  zosamn 
he  Paar  eine  m: 
ichnitt  den  Berü 
leicht  projieirt  ^ 
i  der  Äeqiiatorial 
igleich  die  H-Pr 
in  mit  der  Aeqv 

r  Hülfsebene,  veld 
gt  wnrde,  die  Spur 
wne  sogleich  die  tc 
engem  Sinne  mehr 

Hfllfeehene  die  Ke; 
SerObrangBekene  de 

eine  Ebene  B  fi: 
,  einer  gegebene! 
ide,  die  Aufgabe 
lene  krumme  ] 
iner  gegebene 
ilich  eine  zn  G 
Berührungspunkt 
^langten  Normali 

,  mit  welcher 


larallel  sein 
fernen  O^eri 


lobe  Berflhr 

vei  Eegeläächen  die  Spitze  gemein  haben,  und 
aschliesst,  so  kann  man  an  beide  eine  gemein- 
igsebene  legen.  Denn  zieht  man  z,  B.  an  ihre 
einschaftliche  Tangente  T  und  durch  jeden  von 
-ungspunkten  eine  Mantellinie  auf  dem  entr 
90  liegen  diese  beiden  Mantellinien  T  in  einerlei 
hene  berührt  sowohl  den  einen  als  den  andern 

1  der  Aufgabe:  ffir  irgend  zwei  gegebene 
ine  gemeinschaftliche  Berührungaebene 
h  genfigt  weiden,  dasa  man  den  Flächen  Kegel 
mselben  Punkte  F  umschreibt  und  an  beide  ! 
ichaftliche  Berübrungsebene  legt;  diese  berührt  | 
men  Flächen  Fi  und  F^.  [ 

t  P  beliebige  Lagen  (mit  Einschloss  unendlich 
rden  können,  so  ist  die  genannte  Aufgabe  eine  > 
>ocb  kann  die  verlangt«  Berührungsebene  nur  f 
;che  Bedingung  erfüllen;  denn  sie  ist  z.  B.  be- 
Punkt P  bestimmt  ist.     Wenn  aber  von  den  1 
imung  einer  Ebene  nöthigen  Forderungen  od« 
fehlt,  so  kann  die  Ebene  aJle  ihre  möglichen  \ 
Uebergai^  durchlaufen;  sie  wird  eich  so  be-  I 
succ^siven  Durchschnitte  eine  eutvrickel-  | 
den  (Nr.  312.  318).    In  obigem  Falle  giW 
Eelbare  Fläche  U,  welche  den  beiden  gegebenei 
schrieben  erscheint  und  jede  derselben  in  einei 
berührt.    Wenn  die  Flächen  Fi ,  F^  sieb  nich 
der  Begel  die  Fläche  U  in  getrennte  Tbeil' 
dem  besondere  Berührungscnrven  entsprecher 


i 
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1  Falle  die  g^ebenen  Flächen  z.  B.  Ellipsoide, 

aus  einem  Punkte  des  Baums  zwei  Paare  ge- 

jrQlinuigsebeDen ,  und  eine    Ebene  des   einen 

am  in  die  Li^e  einer  Ebene  des  andern  (innem) 

stetige  Bewegung  gelangen. 

tchen  Fl,  F^  keine  windschiefe ,  so  viid  für  sie  eine 

brangeeliene  unmöglich,  w«m  die  eine  ganz  im  Innern 

diese  zn  bertlhieD.    Wohl  ahei  giht  es  Ebenen,  welche 

e  nnd  zugleich  eine  von  ihi  umgebene  andere  Fläche 

betfihTen;  denn  wird  durch  irgendeine  Mantellinie  der  windschiefen  FlEiche 

eme  Berflhinngsebene  ao  di^e  andere  Fläche  gelegt,  so  ist  sie  zogleich  Be- 

rahnmgsebene  föt  die  windschiefe  (Nr.  355). 

405.  Die  obige  Aufgabe  wird  zu  einer  bestimmten,  wenn 
eine  der  gegebenen  Flächen  Fi,Fi.  selbst  entwickelbar  ist;  denn 
es  wurde  schon  in  Nr.  367  bemerkt,  dass  zor  T&Qigen  Bestim- 
mung einer  Ebene,  welche  eine  entwickelbare  Fläche  berühren 
soll,  eine  einzige  weitere  Angabe  hinreicht;  berührt  also  eine  solche 
Ebene  zugleich  noch  irgend  eine  zweite  Fläche,  ao  kann  sie  nicht 
aus  ihrer  Lage  treten,  ohne  ihren  Charakter  als  gemeinschaft- 
liche Berfihrungsebene  aufzugehen. 

In  diesem  Falle  ist  demnach  die  in  der  vorigen  Nummer 
erwähnte  Fläche  17  nicht  vorhanden. 

Sind  die  gegebenen  Flächen  Fi,Fz  beide  entwickelbar,  so 
gibt  es  für  sie  im  Al^emeinen  keine  gemeinschaftliche  Beruhrungs- 
ebene.  Denn  indem  eine  Ebene  an  Fi  und  eine  andere  an  F^ 
berührend  fortgleitet,  befolgt  jede  unabhängig  von  der  andern  ihr 
beätimmtes  Bewegungsgesetz,  und  man  kann  daher  nicht  fordern, 
dass  beide  Ebenen  irgend  einmal  ganz  zusammenfallen.  Nur  aus- 
nahmsweise und  in  besondem  Fällen  könnte  diess  geschehen,  wie 
£.  B.  bei  den  zu  Anfang  der  Nr.  404  betrachteten  Kegeln  (oder 
auch  parallelen  Gylindem),  oder  hei  zwei  congruenten  Drehungs- 
kegeln  mit  parallelen  Axen,  oder  hei  dem  in  Nr.  380  vorkommen- 
den Beispiel;  in  aUen  diesen  Fällen  aber  ist  die  Möglichkeit  einer 
gemeinschaftlichen  Berührungsebene  in  der  gegenseitigen  Ab- 
hängigkeit der  gegebenen  Flächen  begründet. 

406.  Von  welcher  Art  die  Forderung  sein  darf,  welche  eine 
gemeinsame  Bertthrungsebene  zweier  nicht  entwickelbaren  Flächen 


1 


Ssst  sich  aus  fmhereD  Betracbtungen  folgern. 
ist  nämlich  eine  Berähnmgsebene  der  um  Fi 
m  entwickelbaren  Fläche  ü  (Nr.  404), 
Bti  kann  man  z.  B.  nicht  verlangen,  dass  sie 

Oenide  gehe  (Nr.  391)  oder  einer  g^ebenen 
(Nr.  400);  wohl  aber,  dass  sie  eine  neue 
^i.  405X  welche  nicht  selber  entwickelbar  ist. 
dgen  ergeben  sich  folgende  Wahrheiten: 
ene  Flächen  gestatten  eine  gemeinschaftliche 
r  dann,  wenn  keine  entwickelbare  darunter  ist. 

welche  drei  gegebene  Flächen  berühren  soD, 

es  im  Allgemeinen  unmöglich,  an  vier  oder 
eine  gemeinschaftliche  Berühmngaebene  zu 


Ln  eine  gegebene  Engel  und  einen  ge- 
Bkegel  eine  gemeinschaftliche  Berühr- 
en. 

;e  die  HE  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Kugel 
les  Kegels,  die  VE  durch  0  und  die  K^el- 
man  als  verticalen  TJmriss  für  die  Kugel  den 
tf  und  für  den  Kegel  die  Geraden  K'Ä,  K'B. 
llele  Tangente  L'C  (oder  (2'i))  des  grössten 

die  Verfdcallinie  L'OQ'  gedreht,  erzeugt  eine 
der  gegebenen  congruent  ist.  Zieht  man  an 
B,  CNiB  beider  Kegel  eine  gemeinschaftliche 
t  sich  durch  sie  eine  Ebene  gelegt,  deren 
/CO  =  W.  K'kk  ist,  so  muss  diese  Ebene 
ier  S')  als  durch  K'  gehen ;  sie  berührt  also 
ibenen  E^el  K',  sondern  auch  den  Hülis- 

und  folglich  zugleich  die  g^ebene  Kugel, 

Kegel  umschrieben  ist.     Ihre  V-Spur  ist 

beider  Kegelspitzen. 
js  die  auf  solche  Art  gefundene  Ebene  vier 
QE','^i£lK\W20K'  annehmen  kann,  von 
gemeinschaftliche  V-Spor  haben. 
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K'  beröhrt  den  gegebene 
K')  und  den  Hfllfsk^el 
Me  {NiO^n' L');  auf  letzterer  liegt  der  Pur 
Engel  von  der  Ebene  M^QK'  berührt  wird; 
gleich  ein  Punkt  des  KreiseB  P'TR'  ist,  in  w 
UQg  der  Kugel  und  des  Kegels  L'  vor  sieb  \ 
seine  V-Projection  ('  als  Schnitt  der  Gerade 
seine  H-Projection  (  nach  Nr.  44.  *  —  Äehnii 
für  die  übrigen  Lagen  der  Berübnmgaebene  di 
auf  der  Kugel  und  die  Berühmi^slinien  auf  di 
finden. 

Je  Dftch  der  gegenseitigen  Lage  der  Eieise  AM 
die  Anzahl  der  Lösangen  Ton  4  aof  $,  %  J,  ü  redac 

408.  Anfg.  Eine  Ebene  zu  finden,  w< 
gegebenen  Punkt  geht  und  zwei  gege 
rührt. 

Aufl.  Die  HE  sei  durch  den  gegebenei 
Mitteipankte  Mi,Ms  der  beiden  Kugehi  geh 

Zwei  an  die  E-Spuren  der  Kugeln  gezogei 
Tangenten  PbSbi^sSs,  von  denen  die  eine  die' 
in  ;?g,  die  andere  in  @g  schneidet,  erzeugen 
M,  M2  zwei  Kegel,  welche  die  gegebenen  Ku{ 
P3AQz,XZY,%BC3,K2'?i  berühren.**  Ei 
Berührungsebene  eines  dieser  Kegel  genügt  di 
es  für  jeden  einzelnen  Kegel  zwei  solche  Ber 
so  sind  für  die  gesuchte  Ebene  im  Allgemeine 
lieh.  SiSs  ist  die  H-Spur  zweier  von  diese 
H-Spnr  der  beiden  andern ;  zwei  der  nämlicheo 
Ebenen>  sowie  ihre  Berührungspunkte,  liegen 
die  HE. 

Um  für  die  Funkte,  in  denen  die  dm 
Ebenen  die  Kugel  Mi  berühren,  die  gemeins 

•  Probe:  Oi-±QK'. 

™  Beide  Eegel  zusammen  stellen  hier  die  in 
Flitche  n  vor.  Wenn  überhaupt  die  beiden  gegebe 
flächen  mit  gemeinsamer  Äie  sind,  besteht  U  immer  a 
Kegeln  (wobei  eine  Spitze  aaeh  unendlich  fem  sein  1 


)sse  der  glei< 
unkte  ideatis 
ührt  wird  vor 
les  Kreises  t 
ine  dieser  T 
Zu  demselbe: 

m  Punkte  der  ö'jös)  einen  neuen  üeröhnrngsfeegei  um 
Ml  beschreiben.  Die  H-Spur  des  E^els  S^  bilden 
ten  SzFi,SiQ2'^  ^^i'  BerQhrungskreis  ist  in  PsQi 
jr  Schnitt  von  PjÖa  und  P^Qs  liefert  den  Pnokt  a; 
ige  H-Distanz  ergibt  sich  durch  nachtrf^liche  Umklap- 
der  Halbkreise  P^AQ^  oder  PsÄQs.  Will  man  je- 
ist  nur  die  Frojection  a,  so  findet  sich  diese  in  P3Q3 
?ten  mittels  MiaJ-S^Sg  {Nr.  27).  —  Die  Mantel- 
Kegels  S^,  welche  in  seine  Berührungsebenen  fallen, 
ch  beide  in  aSg;  der  Schnittpunkt  z  der  aS^  und  XY 
ie  gemeinschaftliche  H-Frojection  der  zwei  Punkt«,  in 
weite  Kugel  Ms  berührt  wird. 
;eselbe  Weise  ergeben  sieb  die  Berfihmngspunkte  für 
andern  Ebenen  (welche  durch  St^s  gehen  und  den 
t)erühren). 

ieht,  dass  die  Yorli^ende  Aufgabe  sich  ohne  Hülfe 
)sm  lässt,  da  man  die  H-Spur  jeder  Berühnmgsebene, 
-Projectionen  und  H-Distanzen  ihrer  Berührungspirnkte, 
I  der  HE  fand.  Will  man  aber  eine  beliebige  VE 
n,  so  kann  man  auf  dieser  die  Projectionen  der  De- 
likte (Nr.  43)  und  die  Spuren  der  Berührungsebenen 
cht  angeben. 

rerbngte  Ebene  gibt  es'nai  drei  Lagen,  zwei,  eine  oder  auch 
e  nacbdem  S^  anf  dem  einem  Kegel,  aber  aoBseihalb  des  andern 
leihalb  dea  einen  and  anaserhalb  des  andern,  oder  anf  dem  einen 
I  des  andern,  oder  innerhalb  beider  Eegel.  Unendlich  viele  Lagen 
,  wenn  S^  in  eine  der  Eegelspitzen  fällt.  —  Dabei  ist  immer 
,  daaB  die  beiden  Engeln  mch  nicht  erreichen.  Berühren  rie 
len,  80  geht  der  eine  Xegel  in  eine  Ebene  über,  und  die  ihm 
JerlUmingsebenen  follen  ganz  w^,  wenn  nicht  jene  Ebene  den 

'hm. 

Lu^.    An  zwei  gegebene  Engeln  eine  gemein- 
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ßhrangaebene  paralle 
i  zu  legen. 

re  die  HE  durch  die  beidei 
b1  zur  gegebenen  Geraden 
in  wieder  den  beiden  Kugi 
Hegel  nnä  zient  aurch  die  Spitzen  derselbei 
äo  gehen  durch  jede  solche  Parallele  zwei  Bi 
entsprechenden  Kegels  (Nr,  368)  oder  der  bei 
folgt,  dass  die  Aufgabe  durch  vier  Ebenen 
Jene  Parallelen  liegen  aber  ganz  in  der  HE 
äcgleich  die  H-Spnren  der  Berühningseben« 
rangspunkte  findet  man  wie  in  der  vorigen  . 

410.  Anfg.  An  drei  gegebene  Xug 
sehaftliche  Berührungaebene  zu  legen, 

Aufl.  Die  HE  gebe  durch  die  Mittel 
der  drei  Kugeln. 

Man  dente  sich  um  die  Kugeln  Mi  und 
einen  berührenden  Kegel  (Sg)  beschrieben  ud 
um  die  Kugeln  Mi  und  M^.  Die  H-Spure 
die  Tangenten  PgXSg,  Q3FS3  der  grössten 
die  Tangenten  P2S2,  QaSa  der  Kreise  Mi,I 
berühren  die  Engel  Mi  in  Kreisen,  deren  H-! 
raden  PaQs.PaQs  sind.  Für  beide  Eege 
schaftlicbe  Berfihrungsebene  mCgIich,  wei 
seihen  Kugel  Mi  umschrieben  sind,  und  ei 
die  Aufgabe.  Ihre  H-Spur  ist  die  Verbini: 
Kegelspitzen ;  sie  berührt  die  Kugel  Mi  in  • 
der  in  PsQ»  und  P^Qz  projicirten  Kreise. 
Kreise  in  zwei  Funkten  schneiden,  denen  ( 
H-Projection  a  zukommt,  so  gehen  durch  S| 
gesuchten  Ebene.  Die  H-Distanz  der  Berül 
Kugel  Ml  findet  man  durch  Umklappung 
{öder  F^Q^). 

Die  beiden  eben  betrachteten  um  je  zwei 
Kegel  hatten  ihre  Spitzen  8^,82  auf  den  V 
betreffenden  Centrallinien  Mi  M^,  Mi  M3 ;  es 


h  zwei  andere  Kegel, 

cliriebeii  sind,  dass 

len  Mitbilpuiikten  lie 

iermal  paareo,  imi 

tn  in  Bezug  aof  S^ 

QChte  Ebene  4.2  = 

Iptir  und  die  H-Fro 

nach  folgender  Ueb 

n  dnroh  8^83    nnd  berühren  die  Kugel  Mj  in  2  Punkten  A, 
-      S2S3      ,  .  ......        Ä 

.      ©aSs     .  .  ,..,-„        C, 

.      ©E®3     .  .  .  ....         .         S. 

QhnmgBpunkte  der  Ebenen  nait  den  zwei  übrigen 
man  anf  ähnliche  Weise  wie  in  Nr.  408  finden. 
)  FAlle  die  Zahl  der  Anflosongen  geringei  wird,  ist  leiclit  in 

3o  wie  miui  dis  Kugeln  Afj,  Mt,  und  dann  die  Kngeln  M,,  M^ 
bene  Kegel  Terbanden  bat,  «0  kann  man  anch  ma  die  Engeln 
icbaftUcbe  BerOhroDgskegel  Si,Si  beschreiben,  deren  Spitzen 
nie  Sf^ifg  liegen,  and  Ton  den  8  gemeinBchaftlichen  BerlUi- 
X  drei  Kngeln  mnss  offenbar  jede  einen  dieser  nenen  Kegel  Si.Bi 
nebt,  dasa  Oberhaupt  jede  BerOhmngsebene  der  drei  Kngeb 
iftliche  BerSbrai^sebene  dreier  Kegel  ist,  deren  jeder  einem 
aK  nmacbrieben  wurde;  daher  liegen  die  drei  Eegel^tm 
der  Linie,  nämlich  in  der  H-Spnr  der  BerfibrangBebene. 
1  bloa  die  in  der  2^icbnnngsebene  ansgeffihrten  Conatrnctionen 
it  mit  Obigem  folgender  Lehrsati  der  ebenen  Geometrie  anr- 
egt man  an  je  zwei  von  drei  gegebenen  Kreisen  bo 
:h  gemeinacbaftlicbe  Tangenten,  so  liegen  die  sechs 
[enen  sich  diese  Tangenten  paaiweise  anf  den  be- 
intrallinienachneiden,  ZQ  je  dreien  anf  vier  Geraden. 


Neuntes  Kapitel. 

ninmer  Flächen  durch  Ebenen  und  geradr 
Linien. 

e  Funkte,  in  denen  eine  Gerade  eine  krumme  I^äcb 
det  man,  wenn  man  durch  die  Gerade  eine  Eb' 
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nitt  dieser  Ebene  mit  der  krumi 
ibt,  wo  die  Gerade  dem  Schnitte 

Die  Bestimmmig  dieser  Punkte  kommt  also  immer  an 

gäbe  zurück:  den  Schnitt  einer  krummen  I'Iäche 

Ebene  zu  projiciren. 

1d  dei  Begel  Iftsat  steh  mit  Vortheil  eine  projicirende  Ebene 

beofitieii. 

412.    Eine  stetige  krumme  Fläche  wird  von  eine 

einer  stetigen  Curve  geschnitten,  welche  aber  unter  Um 
eine  oder  mehrere  Gerade  Übergehen  kann. 

In  manchen  Fällen  ist  aus  der  Lage  der  schneidet 
gegen  die  krumme  Fläche  die  Natur  des  Schnittes  z 
bekannt  und  seine  Frojectionen  lassen  sich  unmittelbar 
mit  nur  geringer  Vorbereitui^  zeichnen.  Solche  Fä 
dann  zur  Auflösung  andere,  bei  denen  die  schneide 
eine  weniger  günstige  Lage  hat.  Wird  nämlich  die 
gesucht,  in  welcher  eine  krumme  Fläche  F  yon  ein» 
g^ebenen  Ebene  B  geschnitten  wird,  so  sieht  man 
einem  System  von  Hülfsebeneo  um ,  deren  Schnittt 
krummen  Fläche  unmittelbar  projicirt  werden  können,  uj 
ausser  diesen  Flächenschnitten  auch  die  geraden  Durchs 
Hülfsebenen  mit  der  Ebene  E.  Schneidet  nun  eine  m. 
ebene  die  Fläche  F  in  der  Curve  y  und  die  Ebene 
Geraden  g,  so  gehören  die  Punkte,  in  welchen  y  und 
gegnen,  der  verlangten  Curve  X  an,  und  man  erhält 
auf  die  ang^ebene  Weise  beliebig  viele  Funkte,  wen 
Lage  der  Hülfsebene  ändert. 

413-    Sind  einmal  die  beiden  Frojectionen  der  Dur 

curre  gefunden,  so  kann  man  diese  Curve  selbst  in  i 

stalt  und  Grösse  dadurch  erhalten,  dass  man  die  Sehn 

le  Grundebene  umklappt,  die  Lagen  einer  hinreichen 

D  Curvenpuniten  in  der  Umklappung  sucht  (Nr.  63) 

o-bindet. 

Kofg  aber  ist  es  ooch  bequemer,  die  Coire  in  solche  Stelloni 
M  ihre  Ebene  parallel  inr  Grundebene  wird,  indem  man  die  El 
ihr  passend  gewählte,  dei  Grandebene  parallele  Gerade  dreb 
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ine  Tangente,  welche  dnrch 
rve  X  an  diese  gelegt  win 
JiTUDgsebene  der  geschoitti 
aan,  sobald  für  X  ein  erste] 
hdr^e  Tai^ente  als  Durch 
ind  der  Scbnittebene  E 
ipherie  der  Curve  zu  haben 

Sobnitte  der  Drehnngaflä 

de  Drehfläche  wird  (Nr.  290)  von  einer  beliebigen 

M  in  symmetrische  Hälften  zerlegt.     Betrachtet 

zn  M  senkrechten  Flächenseimen  nur  diejenigen, 

L  M  beliebig  gezogene  Qerade  A  treffen  und  also 

[f  senkrechten  Ebene  E  liegen,  so  ist  ^  Symmetral- 

iirve,  nach  welcher  die  E  die  Drehfläcfae  schneidet. 

iT  auch  von  einer  willkürlichen  L^e  einer  Ebene  E 

dann  senkrecht  zu  ihr  die  Meridianebene  M  legen. 

dass  jeder  ebene  Schnitt  einer  Drebfläche 

tralaie  hat,  und  dass  man  diese  erhält,  wenn 

ihaxe  auf  die  achneidende  Ebene  projicirt 

:  Grundehene  muss  demnach  die  Projection  einer 

eurve  die  Eigenschaft  zeigen,  daas  {Nr.  25.  28)  ein 

Btem  paralleler  Sehnen  von  einer  Geraden  balbirt 

II  der  Schnitt  einer  Drehfläche  und  einer  Ebene  E 
n,  so  bieten  sich  für  die  in  Nr.  412  genannten 
arallelkreisebenen  dar.  Es  ist  also  wieder  von  be- 
leil,  die  eine  Orundebene  senkrecht  zur  Drehungsaie 
Die  zweite  Önmdebene  legt  man  am  besten  senk- 
ittebene,  weil  dann  ihre  V-Spur  sogleich  die  V-Pro- 
oittcurve  enthält  und  auch  die  verticale  Umklappung 
rve  sehr  leicht  auszuführen  ist  (Nr.  63,  f);  in  den 
Beispiele  ist  aber,  um  die  Allgemeingiltigkeit  d» 
zeigen,  die  VE  in  einer  andern,  beliebig  gewählte 


ächner  auf  ein  achon  vorhandenea  Gnmdsjgtetn  ftiig«wiMe 

men  die  gegelwne  Brebaie  irgendwelche  Neigm^ren  hst, 


in  BjBteinwecbsel  (K»p.  IV)  Temüedeu 
slkieiBeii  nach  f  rfiberem  heratdlen  la» 
tie  Frojectionen  ddt  ftnf  einer  Grand 


:ei  ivw,v'u'w')  die  Erzei^endf 
Drehungsaxe  der  Fläche,  PQP'  die  gegebene  Scb 
horizontale  Hülfsebene  schneidet  die  liscbe  nach  d 
(m'n',  man)  iind  die  Ebene  PQF'  nach  der  Ger 
daher  sind  (a,a')  und  (b,b')  zwei  Puntte  der  Cn 
die  gegebene  Fläche  Ton  der  Ebene  PQP'  ge 
Andere  Paare  solcher  Punkte  erhält  man  durch 
borizontalen  Ebene  S'm'n',  ao  dass  sieh  die  Sc! 
rollständig  construiren  läast. 

f  In  F^.  124  ist  die  g^ebene  Erzeugen« 
Meridian  der  Fläche,  und  zwar  der  Eauptmeridi 
lodere  Erzeugende  g^eben,  so  könnte  man  die 
nach  denen  die  horizontalen  Ebenen  die  Fläche  i 
so  leicht  finden  (vgl.  Nr.  298)  und  das  flbrige  "^ 
ganz  dasselbe  wie  oben.  Aber  der  Umstand ,  d 
meridian  der  Fläche  gegeben  ist,  macht  es  hier  U 
die  V-Projection  der  Schnitteurre  besonders  wich 
erhalten. 

Wenn  (wie  es  in  der  Figur  der  Fall  ist)  i 
weder  nach  unten  noch  nach  oben  sich  in's  Ünen' 
so  smd  die  fOr  die  Construction  brauchbaren  Parallt 
bestimmten  Grenzen  enthalten ,  deren  vorgängige 
erfolglosen  Versuchen  bewahrt.  Zwiscfaenliegend 
haben  mit  der  Schnitt^urve  Sehnen  gemein,  wel 
der  Symmetralaxe  halbirten  gehören;  ah»  mflsseE 
rallelkreise  die  Gurre  in  den  Endpunkten  der  8y 
rtihren.  Diese  Punkte  würden  sich  unmittelbar  zu 
wenn  die  schneidende  Ebene  senkrecht  zur  VE  gi 
bei  der  Lage  PQP'  sind  sie  erst  zu  finden,  und  z' 
punkte  der  PQP  mit  demjenigen  Meridian,  desse 
senkrecht  auf  PQP"  steht.  Zunächst  erhält  ms 
Uoie  beider  Ebeien,  die  Gerade  PP",  in  welche  di 
Mt.    Wäre  die  g^bene  Erzeigende  der  Orehfläi 
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Q,  SO  müsste  man  (Nr.  29f 

an  Bü^en  seiner  T-Projeeti 

sctioii  p'  P'  der  PP"  zum 

izeugende  ein  Meridian  (gl 

,  so  ist  die  Construction  j 

13  man  die  Ebene  FRF'  < 

e  des  gegebenen  Erzeugun_ 

FoO,p°o"  die  Projeetionen  för  die  neue  Läge  der  PF'; 

Punkte  y',S'  (wop*o"  und  v'u'w'  sich  schneiden)  gehen 

ctionen  der  Grenz-Parallelkreise,  und  dadurch  bestimmen 

mite  (c',c),  (d',d),  welche  den  tiefeten  und  höchsten 

Schnittcurve  darstellen. 

-Projection  der  Schnittcurve  wird,  wenn  sie  von  dem 
Theil  der  Fläche  auf  den  unsichtbaren  übei^ebt,  den 
Fl&chenumriss  berühren  (Nr.  S72,  I),  und  zwar  in 
welche  die  V-Projectionen  fOr  die  Schnittpunkte  der 
F  und  der  Peripherie  des  Hauptmeridians  sind.  Die 
letztem  schneidet  die  Ebene  FQ  P'  nach  der  Geraden 

daher  sind  (e',e),  (r-^ö  jene  Schnittpunkte  und  e',f' 
iten  Berührungspunkte. 

.  Dei  Meridian  der  in  Fig.  124  dai^stellten  Flache  ist  eine 
iid  ein  Drehanifsparaboloid  von  einer  Ebene  geBehnit- 
I  gegen  dieDrehnngaaze  antei einem  belieljigen  Winkel 
,  Boprojicirt  sich  anf  ein Rr  znr  Aie  senkrechten  Ebene 
tCQiTe  immer  als  einKreia.  Der  Beweis  bknn  ans  Nr.  247 
weiden. 

_  SteUt  man  nSmlich  neben  die  anf  Techtwinbelige 

Coordinaten  bezogeoe  Qleicbniig' y2:=2c3;  der  Para- 
bel PAPi  noch  die  Gleichung  (ia  =  2[E,  welche  ffir 
die  nämliche  Parabel  gilt  bezflglich  der  in  Nr.  S4T 
benutzten  achiefwinkeÜgen  Coordinaten,  so  hat  man 
(wenn  a,b,  g  dieselben  Bedeutungen  behalten  wie  in 
Nt.  247): 

2(  =  ^;        2c  =  — ;        t:e  =  q^:b&. 

e  nun  die  Parabel  FAP^  den  Ueridian  der  Drehnngsfläche  Tc 
B  senkrecht  znr  Schnittebene  liegt  nnd  von  letzterer  nach  <* 
\  geschnitten  wird;  durch  .^m  aei  senkrecht  znr  Ueridianeb 
eine  Ebene  gel^,  welche  die  Flficbe  nach  einer  Pai«bel  ^ 
Dann  ist  mP(=l|io)  die  eine  Ealbaze  der  elliptischen  Sdur 
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lue  (yo)  ist  die  zni  Abu 
ribe]  AM.  Da  aber  diese  P: 

so  gelten,  wenn  Am  =  Xo 

»;  =  2t&);  also  B( 

elchem  A<i  =  q_,  ÄB  =  V) 

Auf  einei  zur  Diehnngsaie 
?alB  eine  Ellipee  e,  deren 
l(j  ist;  mithin  ist  e  ein  £ 

ät(Nr.290,^)andet  Sil 

welche  ihn  auf  der  in 

in  einer  stetigen  Curve 

einOoppelpankt  ist, 

voriger  Nummer  angef 

,  wobei  die  Construct 

die  YE  senkrecht  zur 

itnen  wurde. 

in  Fig.  125  getroffene  An' 

en  zweiten  Ereis  des  projii 

der  Ebene  zweimal  berflh 

;tcuTve  in  zwei  Kreise  e 

tn ;  die  Mittelpunkte  der  E 

—  B"-»»—'»'-'" '»•''••'"■  ""iine  nm  den  Balbmesser  di 

femt;  jeder  der  Schniftkreiee  hat  znm  Halbmesser  die 

Tom  tfitt«lpiinkt  des  Erzengongskreises.    (S.  Anhi 

tt  Der  Name  Wnlst  wird  auch  noeh  anf  die  Fl 

iaith  Drehung  eines  Kreises  nm  eine  seiner  Tange 

^ht.    Schnitte  dieser  andern  Wnlstformen  können 

gaben  liefern. 

SohniUe  dei  Begelfiächen 
_  419,  Das  allgemeine  Verfahren,  den  Sc! 
und  einer  Ebene  zu  finden,  besteht  darin, 
reichende  Anzahl  von  Mantellinien  der  FL 
Schnittpunkte  mit  der  Ebene  anfaucht  (Nr. 
indet. 

Ein  Beispiel  folgt  In  Nr.  420.  TJm  sieb  noch  : 
pielen  zu  Oben,  kann  man  die  in  Fig.  102  nnd  Fig. ' 

'  d.  h.  so,  das»  der  BerOhrangapniikt  auf  dem 
m  concentrischen  Kreisen  Hegt,  nach  denen  eine  z 
'e  Flache  schneidet 


beneo  Bchoeiden,  odei  die  Ftftt 
lenkrechte  ElMue,  odei  »ach  d 


.    Den  Schnitt  einer 

OP'  zu  projiciren. 

Cylinderhabe(XlfJV..,/ 

Vx,t!'X').    Die  h-projicir< 

igleich  noch  eine  zweite  J) 

e  Ebene  POP"  nach  der  Geraden  {Vx,  Q'A'a'}; 

irt  zu  den  Punkten  {a',a),  (&',&),  in  denen  jene 

ien  die  Ebene  POP'  durchdringen  (Tgl.  Nr.  48) 

der  Terlangten  Sebnittcurve  li^n  müssen. 

tehr  solche  Fnnhte  zu  erhalten,  sucht  man  die 

Maatellinien  mit  der  Ebene  POP'.  Die  biezu 
linien  zwischen  POP'  und  den  h-projicirend«i 
itellinien  kann  man  jetzt,  nachdem  eine  solche 

projicirt  ist,  einfacher  finden;  denn  ihre  V-Pro- 
arallel  mit  h'a'  (Nr.  5,  fV;  Nr.  25).  Projicfat 
die  ManteUinien  (Mif,m'Y'),  [Ny,  mT"),  ßUt 
ieht  h'c'Wh'a',  so  wird  in  (c',c)  und  {d',d)  die 
a  MY'  und  NT"  geschnitten. 
1  denjenigen  Punkt  der  Schnittcurve,  welcher  auf 
'Ur,u'r'}  li^t,  eine  Tai^ente  an  die  Curve  ge- 

projieire  man  zuerst  den  Schnitt  R  der  {Ur,u'r') 
jhne  dann  die  H-Spur  der  durch  UR  gehenden 

des  Oylinders  (nämlich  eine  Tangente  UT  der 
Punkte  U)  und  bemerke,  daas  T  die  H-Spor  der 
ite  sein  muss,  weil  letztere  der  Schnitt  der  POP 
rungsebeue  ist  (Nr.  414).  Man  erhält  demnach 
9ctionen  der  Tangente. 

I-^ur  UT  der  Berflhrungsebene  parallel  zu  OP 
3ste  die  fragliche  Tangente  ebenfalls  parallel  zaOP 
in  (Nr.  5,  T)  und  ihr  Berührungspunkt  B  w&re 
1er  bd^te  oi&t  der  tiefste  Punkt  dw  Schnitt- 
Jemerkung  lehrt  die  genannten  Punkte  finden, 
ixden  die  Mautelünien  VX',WX"  so  gewählt, 
late  und  £  der  tiefste  Funkt  des  Schnittes  ist.^ 
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eine  entwickelbare  Fläche 
kann  man  nach  der  Verwandelten  der  Seh 
Der  CoDstniction  dieser  VerwaDdelten  inuss  di 
TTickelung  der  Fläche  vorangehen,  und  diese  En 
lägst  aleh  in  den  meisten  Fällen  nur  mit  Hülfe 
gewählter  Schnitte  genau  ausführen.  (Vgl.  Nr. 
£s  soll  hier  zunächst  nur  7ou  der  Entwick 
derflächen  und  der  Drehungsk^elflächen  gehand 

422.  Ist  it^end  eine  GylinderSäche  so  dai^ 
Mantellinien  senkrecht  zur  HE  stehen,  so  ist  il 
deshalb  leicht  auszuführen,  weil  die  Verwände! 
eine  Gerade  wird  (Nr,  318).  Eine  solche  Cyl: 
durch  eine  Ebene  jP^P'  geschnitten;  man  vei 
des  Schnittes  und  seine  Verwandelte. 

L^  man  die  VE  senkrecht  zur  Schnitteb 
V-Projection  v'w'  der  Schnitteurve  in  die  V-Spnr 
ebene  und  die  H-Projection  in  die  H-Spur  t>6w  d 
Die  Gestalt  ViAiBi...  des  Schnittes  ergibt  siel 
durch  ümklappung. 

Durch  die  Mantellinie  Bh  des  Cjlinders  sei 
ebene  gelegt  (deren  H-Spm  also  die  durch  h  gehe 
der  Cnrve  vbw  ist);  in  diese  Ebene  soll  die  C} 
gebreitet  werden.  Da  die  Flächenspur  eine^gesc 
ist,  BO  mnas  der  Cjlinder  vor  der  EntwickeluE 
werden,  nnd  diess  mi^e  längs  der  Mantellinit 
Eine    Anyahl   anderer  Mantellinien   ziehe   man 

Punkte  a,h,c, der  Curve  vbc.  und  zeichn 

tionen  la',  2h',  Z&, —  Im  Anfanppuntt 

errichte  man  auf  ihr  die  Senkrechte  bai  =  »iV; 
Ton  0  ans  auf  der  Geraden  die  rectificirte  Länge  < 
ab,  und  zwar  so,  dass  ba=  "-(«a,  Bb  =  ar(v6,  D 
Db^  =  arcvchv.  Zieht  mau  hierauf  durch  die  Fui 
Senkrechte  o2I,  bS, . . .  zu  bdo,  macht  «2(= la',  639  = 
\^^=m'v',  und  legt  durch  die  Punkte  9J,9(,S 
stetige  Curve,  so  stdlt  diese  die  Verwandelte 
(veicv,v'w/)  vor,   die  ebene  Figur  aber,   weit 
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bD(„t)S,öoaSo  and  die  Curve  S?IS..i 
Botwickelung  des  zwischen  der  HE  i 
haltenen  Cylinderstflcks. 

Die  Berührui^ebene  6P  des  Cyl 
PQF'  nach  einer  Geraden  {hF,h'Q),  ' 
Punkte  (J,Ä')  berührt.  Diese  Gerade 
Entwickelung  des  Gylindermantels  ein 
delten  Schnittcurre  sein,  denn  sie  : 
Curvenelements,  welches  anf  dem  Cy 
in  welche  er  auf^breitet  wird,  zngle 
in  der  Eutwickelui^,  wenn  man  t>$  =  i 
Auf  ähnliche  Weise  kann  man  über! 
Schnittcurve  auf  die  Verwandelte  üb( 
gütig  ist,  in  welche  von  den  miendlic 
des  Cylinders  man  diesen  ausgebreitet 
Die  obeD  aDgegebenen  Constractionen  gell 
Qestalt  der  Cntve  vcto,  kennen  sich  aber  in 
so  namentlich  in  Fig.  126,  wo  «eis  ein  Ereia 
yiÜiXi  man  am  besteo  die  Punkte  a,6,c,. . . 
in  eine  Anzalil  gleicher  Theile,  z.  6.  in  1 
uiio=Vew  ond  theitt  uuo  in  12  gleiche  ' 
Fnnkten  a,b,e.,.  entapiechenden]  Punkte  i 
(wie  in  Fig.  126)  eine  zur  Schnittebene  senk: 
linderfläcbe  gibt,  mithin  die  Schnittlinie  bei 
dei  Schnittcar?e  iat,  so  zeichnet  man  die  Ui 
testen,  indem  man  znerst  die  ümklappong 
dann  von  dieser  Aie  ans  anf  den  Linien  a'  A 
entnehmenden)  Lftngen  der  betreffenden  Ordin 
kflrzei  als  durch  wirkliche  ümklappnng  fin 
wahre  Qeetatt  der  Schnittcurve  durch  Dreht 
metralaie  (iiw,  h'm')  bis  zor  Parallelatellung 
die  Schnittcarve  auch  eine  zur  HE  parallele 
wnrde  nm  diese  die  Sehnittebene  in  Homoi 
H-Projection  der  Cnrve  ist  cJlT.,;  die  Ta 
Lage  (B.* 

Znsatz.  Die  Verwandelte  der  stel 
ist  wieder  eine  gesetzmSssige  stetige  < 

•  Daaa  in  Fig.  126  die  CurTe  eil '.BT. 
ohne  nähere  Eenntniaa  der  Cjlinderflächen  zt 
dem  Satze  der  Nr.  229  «rachloesen  werden. 
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cht  vollständig  dargeate 

I  unendlich  viele  Wiederli 

ind  dieser  Fortsetzung  lei 

der  einen  unendlich  lai^ 

en  Windungen  gewickelt 

P'  alle  diese  Windungen 

Iständige   Curve  58513Ö.. 

denken,   dass  der  Cy linder  aich  über  eine 

jeder  in  diese  Ebene  fallende  Punkt  der  ( 

bleibenden  Eindruck  auf  der  Ebene  hinter] 

durch,  dass  an  dem  festen  Cylinder  eine  I 

wälzt  und  dabei  die  Punkte  der  Curve  YA  M 

423.  Um  eine  Cylinderfläche,  deren  Ma 
recht  auf  der  HE  stehen,  entwickeln  zn  kö 
durch  eine  Ebene  senkrecht  zu  den  Mantell 
der  Bectification  dieses  senkrechten  Schnitte: 
lang  der  ganzen  Fläche  ans,  wie  im  vorig 
Bectification  der  H-Spnr. 

Als  Leitende  einer  Cylinderfläcbe 
YVW. .  gegeben  und  ausserdem  eineMi 
derselben;  man  verlangt  die  Entwick 
nnd  die  Verwandelten  ihrer  beiden  S] 
Es  sei  FO  (J.Vx)  die  H-Spur  emer 
senkrechten  Ebene  E.  Diese  Ebene  schneid 
Ebene  der  Mantellinie  VX'  nach  einer  Gen 
Mantellinie  und  ihrer  H-Projeetion  ein  ree 
emschliesst;  die  Hypotenuse  ist  HV;  der 
Winkels  liegt  in  dem  Punkte,  wo  VX'  de 
und  welcher  dnrch  A  bezeichnet  sein  möge. 
klappui^  HA^F  des  genannten  Dreiecks  wird 
■lie  VX'  mit  ihrer  h-projicirenden  Ebene  in 
'mklappt  (Nr.  61)  nnd  HAi±.VXi  M 
Wx,te'X"),  welche  mit  VX'  die  h-projic 
lat,  klappt  sich  nach  WBi  ( il  VXi)  um,  ; 
(lappui^  des  Punktes  B  ist,  wo  sie  die  El 
um  auch  die  Ebene  £^  in  die  HE  umgekla 
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d  B  nach  A„  und  B„  zu  liei 
)  und  geboren  hier  der  Umklapp 
r  Cylinder  und  die  Kbene  E  sie 

Verfahren,  auf  zwei  andere  Mas 
aftlicher  H-Projection  angewandt 
*„  der  mit  E  oingektappten  Schi 
ändert  Ebene  umgeklappten  Dreie 
]er  hier  noch  leichter  als  vorhin 
>i  (w^en  der  gleichen  H-Neigui^ 
7'Xi  sein  mOasen.  —  Sucht  man 
eliebig  viele  andere  Funkte  fQr  < 
£1,  so  kann  man  die  Peripher] 
hnen. 

Entwickelung  des  Cylinders  (we 
ginnen  mOge)  verwandelt  sich  ( 

welche  an  Länge  mit  der  rect 

cht  man  9l6  =  o«^„a , 

J„B,„...,  zieht  durch  die  Fun 

J3e',  a«D', ..  zu  ataio   und 

..,  %3t  =  DiN,  ^m  =  BiW,. 
ikte  der  verwandelten  H-Spur  e 
lie  wahren  Längen  der  verschii 
zwischen  den  beiden  Gründet 
-.VX'  {=rXi),  m-^-^MT' 

" so  sind  3e', ?)',..,  ?)",X" 

Spur.  Hiernach  lassen  sich  diese 
}  Entwickelui^  des  zwischen  de 
aderstücks  herstellen. 

Bi'  und  80  Xo'  müssen  von  der  Ve 
icben  Winkel  geecbnitten  werden,  od« 
iD  in  den  Punkten  %'  and  X'(,  tnItsBei 

äeht,  da^  man  die  Projecti 
ong  der  Fläche  nicht  nOthig  h: 
>nen  zeichnen,  so  kann  diess  mit 
ructionen  leicht  geschehen ;  denn 
iCJ-Mp,  DidJ.My, ,  so 
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die  H-Projectionen  für  die  Punkte  A,B^C^D —  der  Curve  S 
und  J.!«,  jBi6,  Cic,  Did,...  die  zugehörigen  H-Distanzen. * 

Die  Curve  8  ist  die  gemeinschaftliche  Orthogonalprojection 
der  beiden  Cylinderspuren  auf  die  Ebene  E  (PQP').  Da  nun 
in  dem  gewählten  Beispiele  die  H-Spur  VUW,..  ein^Kreis  ist, 
80  ist  hier  S  eine  Ellipse  (Nr.  238),  deren  Ajien  Ä„B„  und 
E„F„  leicht  gefunden  werden,  und  welche  demnach  aus  diesen 
Axen  unmittelbar  construirt  werden  kann. 

tt  Soll  eine  Tangente  TJT  an  der  H-Spur  des  Cylinders  auf 
die  Verwandelte  dieser  Spur  übergetragen  werden,  so  betrachte 
man  ?7T  als  die  H-Spur  einer  durch  die  ManteUinie  TJR  gehen- 
den Berührungsebene  des  Cylinders  und  klappe  die  Schnittlinie  TR 
dieser  Berührungsebene  und  der  Ebene  E  mit  letzterer  in  die  HE 
um,  indem  man  T  mit  der  Umklappung  R„  des  Punktes  ver- 
bindet, in  welchem  TJR  der  E  begegnet.  Nach  der  Entwickelung 
fällt  die  Berührungsebene  in  die  ausgebreitete  Cylinderfläche  und 
die  Linie  TR  in  die  rectificirte  Schnittcurve  S;  entsprechen  also 
in  der  Entwickelungsfigur  die  Punkte  Ä,  U  den  Punkten  iJ,  Z7, 
so  hat  man  (in  der  Eichtung  nach  S  hin)  ^%  =  R„T  zu  machen 
und  die  Linie  XU  zu  ziehen,  welche  dann  die  Tangente  an  der 
verwandelten  H-Spur  des  Cylinders  ist. 

424.  Denkt  man  sich  auf  der  Fläche  irgend  eines  Kegels 
eine  Curve  gezeichnet,  deren  sammtliche  Punkte  gleiche  Entfer- 
nung von  der  Spitze  haben,  so  ist  nach  der  Entwickelung  des 
Kegels  die  Verwandelte  dieser  Curve  ein  Kreis,  und  sie  dient 
hier  der  Entwickelung  eben  so  zur  Grundlage  wie  der  senkrechte 
Schnitt  bei  einem  Cylinder.  Eine  solche  Curve  ergibt  sich  im 
Allgemeinen  auf  dem  Kegel  als  Schnitt  seines  Mantels  mit  einer 
Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  der  Kegelspitze  liegt;  ihre  Construc- 
tion  wird  später  (Kap.  X)  gelehrt  werden.  Bei  einem  Drehungs- 
kegel aber  kann  jeder  Parallelkreis  dafür  genommen  werden. 

425.  Anfg.    Den  Schnitt  eines  Drehungskegels  und 


*  Ein  anderer  Weg  zur  Anfßndting  der  Projectionen  ist  bereits  aus 
Nr.  420  bekannt.  Die  dort  gebrauchten  Linien  a'h',  c'k', . . .  sind  die  V-Pro- 
jectionen  derjenigen,  welche  bei  der  gegenwärtigen  Auflösung  mHAi,KCi,.,, 
lungeklappt  sind. 
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einer  Ebene  z«  projiciren,  den 
wickeln  and  die  Verwandelte  des 

jLiifl.  Ks  sind  hier  drei  Fälle  zi 
derselben  soll  die  HE  senkrecht  zur  Ä 
die  VE  senkrecht  znr  Schnittebene  Pl 
M.  I.  Wird  die  Schnittebene  P^P' 
beiden  Kegelmäntel  getroffen  ohne  mii 
parallel  za  sein,  so  ist  die  Schnittcnrvi 
V-Projection  ist  v'w'.  Ihre  H-Frojectioi 
gefunden  werden ,  je  nachdem  man  di 
oder  als  Drehnngsfläche  ansehen  wi 
man  die  H-Projectionen  tlio,  U^o  zwei 
meinschaflliche  V-Projection  s*«'  beli 
und  hierauf  die  H-Projectionen  ai,a 
Punkte,  wo  jene  Mantellinien  der  Eben 
haltenen  Punkte  (a',ai),  (»',02)  li^en 
corve,  nnd  man  kann  deren  anf  dieselbi 
Im  zweiten  Falle  projicirt  man  einei 
(Ä't'jOiiOa-.)  und  die  Gerade  (o', Ol oa), 
die  PQP'  schneidet;  die  Begegnungs^ 
Geraden  nnd  des  Parallelkreises  gehßn 

Die  Tangente  der  Schnittcurve  in 
wohl  in  PQI"  als  in  der  Berührungs 
durch  die  Mantellinie  {oa^U2,s'u')  ge. 
hat  (Nr.  414);  daher  ist  P  die  H-Spi 
tion  dieser  Tangente;  die  V-Projection 

(Entwickelnng.)  —  Die  Entwicl 
bis  zur  HE  reichenden  und  nach  der  TA 

*  Beide  Hethoden  ergänzen  sich  gegense: 
dem  die  eine  gerade  dott  die  genauesten  BeBolt 
ZQ  spitzer  Scfauittwinkel)  nozQTerlfissig  viii 
sich  die  H-Projection  doich  das  erste  Terfahrei 
v^rend  das  zweite  VeTfahien  sie  als  recht 
raden  d'o  mit  dem  betreffenden  Kreise  liefert 

Eigentlich  kann  man  fOr  die  H-Frojection 
aof  dTeierlei  Art  finden,  da  in  einem  solchen  ( 
Kreis  (Ol  nnd  die  Geraden  oUi,a'aj)  aclmeit 
combinirt  werden  können;  ungleich  hat  man  j 
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einen  Kreissector,  dessen  '. 
alen  Kegelspur  MüiN..  vors 
ogens  hat  die  Länge  s'n'  und 

der  Rectifieation  des  Kreises 

i  B  bezeichnet  sein  möge)  gle 

also  entweder  nach   den  An< 

'den^  oder  dadurch,  dasa  man  d 

SectorB  5i©9to5i  unmittelbar  ( 
msportenrs)  aus  der  Gleichui^ 

.  =  360..| 

inleuehtet,  wenn  man  bemerkt 
treise  3i9Io---  und  MJJ\N..  sie 
Kreise  MTJiN..  gleiche)  Bogei 
(ises  im  Verhältniss  von  y:3t 
)ine  bestimmte  Mantellinie  (< 
twickelung  anzugeben,  so  mi 
i  zieht  ©Ua-  —  In  Fig.  128 
I  zur  Bestimmung  der  Schnitt 
ihre  H-Spuren  den  Kreis  M  \ 
;  man  erhält  daher  ihre  Lagt 
Kntwickelung,  wenn  man  den  Bogen  !R3lo  in  12  gleic 
theilt  und  die  Theilpunkte  mit  ©  verbindet. 

Um  den  Punkt  (o,,  o')  der  Sehnittcurve  in  der  Ent 
wiederzufinden,  trägt  man  auf  ©Ua  von  ©  nach  2Ia  c 
{oaz,s'a')  ab,  dessen  wahre  Länge  =  s'h'  ist.  Auf  ■ 
kann  man  alle  projicirten  Punkte  des  Schnittes  in  die  ] 
Inng  übertragen  und  dann  durch  stetige  Verbindui^  der  « 
Lagen  die  Verwandelte  SfflSBJS)«  der  Schnittcurve  aeic 
Die  BerOhrungsebeue  des  K^els,  in  welcher  die 
iatP,a'Q)  der  Schnittcurve  li^,  föllt  nach  dem  Entwii 
er  Ebene  zusammen,  in  welche  sich  der  K^Imantel  a 
\T  wild  dann  eine  Tangente  für  die  Verwandelte  de 
JfZTiA^. .  und  {a^P,a'Q)  eine  Tangente  för  die  ve: 
chnittcurve.  Die  Lage  der  erstem  erhält  man  also,  w 
i^  xSUa  zieht;  die  L^e  der  letztem,  wenn  man  Ug^ 
lacht  und  !p  mit  Stg  verbindet. 
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Bogen  SßSaßo  des  verwandelten  & 
iTve;  um  diese  volUtändig  zn  erb 
Ebene  mehrfach  umwanden  la  d 
den  Sector  91o€2o,  die  dritte  den  1 
b  eich  dorch  alle  dieee  neuen  Sectoren 
wm  Sectot  wiederholt  Diese  Wieder 
Ende  sein;  ftllt  aber  irgend  einm 
m  ersten,  so  kehrt  die  Corve  in  si 

reten,  wenn  die  Badien  ii,lR  der  KreiBe  SlUylH  nnd  3t3R^-- 
Qiabel  sind  oder  ein  rationales  Terhältniss  haben.  Ist  näm- 
=  n:ra  (wo  m  und  n  ganze  Zahlen  sind),  so  ist  (nach  der  früheren 
G)  m.p  =  n.3600, 

inandergeieihte  Sectoren  vom  Winkd  9  bilden  n  mal  die  ganze  Ereis- 
der(m  +  l)te  mit  in  den  ersten.  In  Mg.  128  ist  o'«':«'n' =:  2:5, 
i«  und  »1  =  1.3600;  das  Ponf&che  des  Bogens  «Mo  ist  also  der 
Peripherie  des  ganzen  Kreises  913N..  gleich:  daher  kehrt  der 
l99o  der  verwandelten  Schnittcorre  ffinünal  wieder  nnd  die  sechste 
ing  kommt  ganz  in  den  ersten  Bogen  zn  liegen. 

[st  die  Scfanittebene  PQP'  parallel  mit  einer  Mantel- 
\s'n')  At&  Kegels,  so  kann  die  Schnittcurve  nicht  ge- 
sein,  sondern  muss  in  zwei  Zweigen  einem  unendlich 
tnkte  zustreben,  indem  die  Schnitte  der  Mantellinien  niit 
e  PQ,P'  in  mn  so  grössere  Entfernung  von  {«,»')  &llen, 
lieh  die  Mantellinien  von  beiden  Seiten  her  der  {oN,  s'n') 
Die  SehnittcmTe  und  eine  ihrer  Tangenten  läsat  sich 
)  projiciren.  * 

twlckeloi^.)  —  Die  Entwiekelung  des  E^elmantels 
Seicfanung  des  verwandelten  Schnittes  geschieht  wie  vor- 
Die  Verwandelte  setzt  sich  (wie  die  ursprüngliche  Pa- 
)St)  über  die  Punkte  &i  und  b^  ohne  Ende  fort, 
wiederholtem  Abwinden  der  MantelMche  erscheinen  mehrere  solche 
liehe  laufende  und  mit  biBSlis..  congmente  Aeste.  Die  Anzahl 
Q  ist  nni  dann  eine  endliche,  wenn  das  Verhältniss  o'n'-.&'n'  (.ß.'tt) 
;  (wie  in  Fig.  129.  wo  der  Exponent  desselben  ^  |J. 
Wenn  die  Schnittebene  PQI"  die  beiden  Eiegelmäntel 

Brennpunkt  der  parabolischen  Schnittcorre  ist  der  Fossponkt 
rechten ,  welche  ans  dem  Mittelpunkt  des  durch  V  gehenden  Pft- 
i  anf  die  Schnittebene  gelallt  wird;  denn  dieser  Mittelpunkt  ist 
ittelpnnkt  einer  dem  Kegel  einbeschriebenen  nnd  die  Schnittebene 
n  Engel  (vgl.  Nr.  235). 
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',  so  besteht  die  Schnittcurre 

besten  und  kann  (am  besten  < 

Jen)  wie  in  (T)  projicirt  werde 

FQF'  durch  die  K^elspitze  | 

Kegel    in  zwei  Mantellinieti 

•  PQF'  ebenfalls  parallel  sind 

les  Kegels  aus  der  Lage  {oM 

'ebt,  80  rQckt  während  der 

eisenden  in  der  Ebene   PQl 

on  (»,«").  und  wenn  die  zult 

ist  dieser  Schnittpunkt   in 

Dasselbe  gilt  för  den   Schi 

11  man  durch  den  unendlich 

Icher  auf  {oU^yS'W)  li^,  e 

hält  man  statt  einer  wirklieli 

.  202);  die  Projectionen  dersf 

ben  Methode,  welche  zur  Auf 

ben  (I,  II)  in  Anwendung  gel 

ämlich  der  Schnitt  der  Eben 

finer  durch  (oE7j,s'm')  gelten  Berühnmgsebene  des 

hin  parallel  zu  (o  JJ^,  s'u') ,  und  man  erhält  ihre 

wenn  man  JJ^FJ-oüi  und  Fd  1|  U^o  zieht.     In  g 

fahrt  die  {oUi,s'u')  auf  eine  zweite  Asymptote,  dei 

tion'P'd  ist,* 

(Entwickeln!^.)  —  Da  hier  beide  K^mänti 
worden  sind,  und  also  auch  beide  entwickelt  werden 
man  die  Verwandelte  des  Schnitts  haben  will,  so  hta 
Wickelung  aus  zwei  Kreissectoren  ©5l9)13Io©  un 
welche  in  Fig.  130  einerlei  Halbmesser  haben,  weü 
grenzimg  für  den  obem  Kegelmantel  eine  horizontal 
gewählt  hat  welche  von  der  Spitze  S  eben  so  we: 

*  Bei  dem  paiaboliscben  Schnitte  in  Fig.  129,  wo  ni 
linie  SN  die  Ebene  PQP-  erst  in  nnendUcher  Eotfetnung 
duch  SN  gellte  Berähningsebene  des  Kegels  parallel  zn 
Ht  die  Schnittcnire  fSr  ihren  nnendlich  fernen  Paukt  keil 
(wie  ffir  jede  Parabel  schon  bekannt);  mit  dem  nnendlich  fer 
pnnkt  ist  die  Asymptote  selbst  in  Dnendlicher  Gntfemnng  i 

Qugler,  dMorlpt.  Oeometrie.    *.  Anfl. 
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wie  letztere  7on  der  HE.     Der  Kegel  selbst 

Linie  NSF  aufgeschDitten ;  daber  besteht  die 

auf  dem  obem  Mantel  gelegenen  Asts  der  Schi 
'  in  Stücken  283:^,  2Bo3:i,  während  die  Vt 
m  Asts  imgetrennt  bleibt.  Die  einzelne! 
1  ergeben  sieb  leicht,  wenn  man  die 
B  ursprüi^lichen  Punkte  gehenden  Part 
betreffenden  Mantellinien  in  die  Entwickelimg  überträgt, 
im  Beispiel  $^$0   die  Verwandelte  des  Parallelkreises 
■)  (wobei  ©©  —  s'h")  und  ©Sa   "üe  Lage  der  Mantel- 
g  nach  dem  Entwickeln,  also  Sa   der  Punkt,  welcher 
erwandelten  den  Punkt  (öa>  b')  der  Schnittcurre  darstellt, 
bt  man  Ua^xSUj,  Hi^=UiP,  ^$)  [|  ©IIa,  so  enl^ 
tS)  in  der  Entwickelung  der  Asymptote  PD  und  bleibt 
die  Verwandelte  eine  Asymptote,  welcher  sich  sowohl 
gSBSa-  als  der  Zweig  SEBo  Si . .  ohne  Ende  nähert.  Auf 
.rt  ergibt  sieh  die  Le^c  "^"2)  der  zweiten  Asymptote. 
ch  wiederholtes  Abwickeln  der   Eegelfiäche  kehren  die  oben 
:d  Bälgen  der  Verwandelten  immer  wieder  nnd  reihen  sich  znln 
landei.    Wenn  diese  Bogen  auf  eine  endliclie  Aniahl  beschränkt 
len,  nflesen  s'n'  nnd  o'n'  (ft  und  £)  eommenanrabel  sein,  wie  m 
wo  o'n':s'M'  =  2:3.    In  Fig.  ISOb  ist  für  den  vorliegenden  Fall 
idelte  (soweit  sie  den  in  Fig.  130  projicirten  begrenzten  Stacken 
tcnrre  entspricht)  TollBtftndig  geieichnet 

Anmerk.  Wäre  über  die  Natur  der  Kegelschnitte 
iheres  zuvor  bekannt,  so  könnte  für  jeden  der  drei  in 
behandelten  FSlle  die  Clleichang  der  Schnitt«urve  (fOr 
elige  Coordinaten)  sehr  leicht  aus  der  Figur  gefnnden 
Gilt  nämlich  überall  VW  als  Abscissenaxe  und  wird 
=  y^  gesetzt,  femer  (in  Fig.  128  und  130)  c-t'  =  &w'  =  ay 
=  ^2,  (:'a'=x,  dann  (in  Fig.  129)  v'a'=x,  v'b'=x\ 
'  =  y'^,  so  ergibt  sich  aus  Betrachtung  ähnlicher  Drei- 
.  passender  Multiplikation  der  erhaltenen  Proportionen) 

;.  129:  y^  :y'^  =  x:x'  (d.h.^  CODStant) 

;.  128:  y'i(a—x)  {a  +  x)  =  ß^:a^ 
r.  130:  y^:(x-a)ix  +  a)  =  ß^:a^ 
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BemerkenBveith  üt  hiebei,  daas  die  beiden  Strecken,  als  ' 
der  conatante  Weith  ^  ffli  die  Ellipse  wie  fOr  die  Hjpeibel 
beiden  Fällen  dnrch  die  nämliche  Constinction  erhalten 
ist  ß  bei  der  Ellipse  mgleich  die  Ordinate  in  einem  Parallel 
Hypeibel  nicht.  Bass  aber  (wie  ans  FrOheTem  bekannt)  fOi 
die  durch  Iff  ausgedrückte  QrOsse  das  zwischen  die  Asymptoten 
der  Scbeiteltangeute  ist,  l&ast  sich  ebenfalls  ans  Fig.  130  e 
man  nUmlich  a'C,  dann  ui'y'Hs'C  bis  an  u'g'..,  femer  k'jf'J 
/i'  =  c'I'  nnd  /K'  =  c'ft',  mithin  c'fc'.c'i' =  y'x' ./i'.  Die 
also  einer  in  y'  projicirten  Sehne  r  des  in  *'V  projicirten 
gleich,  und  diese  Sehne  hat  wieder  einerlei  Länge  mit  einer  in 
nnd  dnrch  die  Asjmptoten  begrenzten  Geraden  B.  Denn  B  b 
eines  gleichschenkeligen  Dreiecks,  dessen  Spitze  in  {c,c')  lie; 
gleiche  Snten  in  die  Asymptoten  fallen ;  T  ist  die  Basis  eines 
schenkeligen  Dreiecks,  dessen  Spitze  in  {»,»')  liegt  nnd  dessen 
Stficke  dar  (mit  den  Asjmptoten  paitUlelen)  Linien  U]  S . .  nn 
beide  Dreiecke  nnd  aber  congraent,  weil  sie  in  der  Hohe  (c' 
dem  Winkel  an  der  Spitze  übereinstimmen;  also  B  =  r  =  2ß. 

^.  An  den  Verwandelten  der  in  Nr.  422—^ 
teten  Cylinder-  und  Kegelscfanitte  finden  sidi  Punkt« 
derer  Bedeutung;  diese  Funkte  lassen  sich  direct  b» 

1)  Die  Punkte,  welche  auf  der  Verwandelten  eii 
Schnitts  die  grCsste  und  die  kleinste  Entfernung  toi 
linigen  Verwandelten  des  Normalschnitts  haben,  sind 
Tangenten  parallel  zur  letztgenannten  Geraden,  also 
den  in  die  Entwickelung  überg^angenen  zugehörigen 
liegen;  sie  entsprechen  mithin  dei^jenigen  Funkten  d 
liehen  Schnittcurve,  in  denen  diese  Curve  die  betrefiei 
liuien  des  Cylinders  rechtwinkelig  schneidet.  (In  I 
Fig.  127  findet  diess  bei  V  und  W  statt.  Für  die  V-S 
des  in  F^.  127  dargestellten  Cylinders  würde  man 
mittels  zweier  zu  OP'  parallelen  Tangenten  der  1 
man  hätte  sodann  die  durch  die  Berfihningspunk 
Mantellinien  zu  projiciren  und  in  die  Entwickelung  ü 

Äehnlich  bestimmen  sich  auf  der  Verwandelt« 
if^elschnitte  die  Punkte,  in  denen  die  Verwandelte  i 
Jen  Kadien  des  um  ©  beschriebenen  Kreises  senkrec 

2)  Die  (vollständige)  Verwandelte  des  K^lschnitt 
bietet  Doppelpunkte  dar.    Damit  ein  Pnnkt  des 
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mit  einem  Funkte  in  der  Wiederholung  des 
TneDfallen  könne,  miias  der  Funkt  den  durch 
b4^ea  zwischen  ©9i  und  ©9K  halbiren. 
die  Verwandelte  eines  halben  Parallelkreises; 
also  der  betreffende  Punkt  der  ursprünglicl 
einen  Quadranten  Beines  Parallelkreises  von 
SM  entfernt  liegen ;  mithin  ist  in  ä'  der  ges 

Auf  dieselbe  Weise  gelangt  man  zu  d 
Fig.  129  und  zu  den  Punkten,  in  denen  bei 
B  und  Sß}|,  gehenden  Zweige  sich  schneiden. 

3)  Auf  den  in  Fig.  126—128  gezeic 
fallen  Wendepunkte  in  die  Augen.  Wie 
den  können,  ist  aus  Nr.  319,  f  b^annt. 

In  F^.  126  kann  man  die  Axe  VW  A 
Projection  einer  Cylindermantellinie  auf  die  Sc] 
Eine  der  mit  FTT  parallelen  EUipsentangentei 
hin  ist  €  ein  Wendepunkt,  und  ein  zweiter 
metrisch  gegen  3Bn). 

In  Fig.  127  sind  fftr  die  Verwandelte  d« 
3£"  und  ^"  Wendepunkte,  weil  die  V-Spur  st 
jectionen  der  Mantellinien  LX°  und  NY"  in 
wird.  Für  die  Verwandelte  der  H-Spur  führe 
gehenden  Mantellinien,  deren  H-Projectionen 
auf  die  Wendepunkte  3  und  3**- 

Ob  bei  den  Schnitten  eines  ß-egels,  auf 
guten  128— 130  beziehen,  der  Fusspunkt  des 
auf  die  schneidende  Ebene  geMlten  Lothes  ausserhalb,  auf  oder 
innerhalb  der  Schnittcurve  li^,  hängt  von  der  Grösse  des  Winkels 
s'v'i"  ab.  In  den  drei  Figuren  ist  der  Kegel  und  die  Lage  der 
Sehnittebene  so  gewählt,  dass  der  erstere  Fall  stattfindet;  für  die 
zu  Fig.  129  nnd  F^.  130  gehörigen  Verwandelten  gibt  es  also 
ebensi^ut  Wendepunkte  wie  bei  Fig.  128 ,  nur  sind  sie  nicht  s" 
augeniUIlig.  Die  Ausführung  der  in  Nr.  319,  f  vorgeschriebenei 
Gonstructionen  ist  an  den  Figuren  unterlassen,  um  diese  nicht  zi 
überladen. 

Der  Fnaspiinkt  des  Lothes  aas  S  auf  P^P-  ftUt  in  die  Symmetia 
ue  TW  dei  Schnittcnrre ;  die  V-Projection  dieses  Fosspunkta  soll  (für  aT 
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mt  sein.    Man  kann  dann  vot  der  Anfwickelnng  and 

er  h-projicirton  SchnittcnrTen  die  Pnnlite  bestimmen, 
der  verwandelten  Schnitte  geben.  Wird  in  F^.  128 
a  Durchmesser  v'w'  beschrieben,  ans  2'  eine  Tangente 
tn  ihn  gew^en  und  aus  dem  Berabrungsptinkt  ein  Loth  anf  «'W  geßtlt,  so 
ist  dessen  Fnsspnnkt  die  gemeinechaftlicbe  V-Projection  zweier  anf  Wönde- 
ponkte  ffllurenden  EUipsenpankte  (TgL  S.  226,  Fig.  90).  Wird  in  Fig.  129 
Ton  c'  ans  anf  v'Q  eine  Strecke  z=  e'v'  abgenommen,  eo  ist  deren  Endpunkt 
die  gemeinschaftliche  T-Frojection  zweier  Parabelpnnkto,  welche  Wendepunkte 
e^ben  (vgl,  S.  210, .).  Ffir  den  hyperbolischen  Schnitt  (Fig.  130)  bat  man 
die  Länge  der  reellen  Aie  und  findet  leicht  die  wahre  OrOsse  dea  Asjmpto- 
taiwinkela;  ans  den  Asymptoten  nnd  dem  Bcheitel  ergeben  sich  die  ßrenn- 
pimkte  (Vgl.  Figur  anf  S.  208),  so  dasa  man  (in  einer  Nebenfignr)  die  von  e' 
ansgehenden  Tangenten  nnd  ihre  Berührnngspankte  zeichnen  kann  (vgL 
S.  208),  also  anch  die  zwischen  diesen  enthaltene  (anf  der  reellen  Äxe  senk- 
rechte) Sehne ,  deren  Abstand  von  z'  dann  (in  die  Hanptfignr  übertr^en) 
die  gemeinsame  V-Projection  der  gesuchten  Ejperbelpunkte  bestimmt. 

428.  unter  den  windschiefen  Flächen  gestattet  in  Be- 
ziehnDg  auf  ebene  Schnitte  das  Drehuogshyperboloid  dieselbe 
anfache  Behandlung  wie  unter  den  entwickelbareD  der  Drehungs- 
kegel,  nämlich  die  Anwendung  von  kreisförmigen  Hülfsscfanitten. 
Wenn  ein  solches  Hyperboloid  durch  seine  verticale  Drehungs- 
axe  {OfO'o")  und  seine  gerade  Erzeugende  {Vw,v'w)  gegeben  ist 
und  die  VE  senkrecht  zur  Schnittebene  FOP'  angenommen  wixd, 
so  lässt  sich  zum  Voraus  entscheiden,  ob  die  Schnittcnrre  ge- 
schlossen sei  oder  nicht.  Das  Erstere  wird  der  Fall  sein,  wenn 
die  Ebene  PQF'  den  asymptotischen  K^el  in  einer  Ellipse 
schneidet;  denn  da  hier  alle  Mantellinien  dieses  E^els  der 
Ebene  PQP'  begegnen,  so  müssen  auch  alle  Mantellinien  des 
Hyperboloids  (als  Parallelen  zu  jenen  des  Kegels)  die  Ebene  PQP' 
achneiden  und  die  Schnittcurve  kann  also  keinen  unendlich  fernen 
Punkt  haben.  Wird  der  asymptotische  Kegel  von  der  Ebene  PQP' 
nach  einer  Parabel  geschnitten,  d.  h.  ist  eine  ManteBinie  des 
Titels  parallel  mit  PQP',  so  ist  auch  eine  Mantellinie  des 
lyperboloids  parallel  mit  PQP' ;  der  Schnitt  der  letztem  Fläche 
lat  also  einen  unendlich  fernen  Punkt.  Wird  endlieh  der  asymp- 
»tische  E^el  nach  einer  Hyperbel  geschnitten  (wobei  also  zwei 
«iner  ManteUimen  parallel  zu  PQP'  sind),  so  sind  zwei  Man- 
fillinien  des  Hyperboloids  parallel  zu  PQP"   (ohne  untar  sich 
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in)  und  mithin  bat  der  Schnitt  dea 
h  ferne  Punkte. 

etzten  Fall  passt  die  Fig.  131,  in  we 
od  m'o'v'  der  veiticale  Umriss  des  J 
?l.  Nr.  298).  —  i)ie  Schnittcurve  h 
,  und  diese  ei^eben  sich  durch  die 
mit  den  beiden  asymptotischeoEbenen  (Kr.356), 
die  mit  PQP'  parallelen  Mantellinien  des  Hyper- 
Diese  asymptotischen  Ebenen  berühien  zugleich 
„)  den  asymptotischen  Kegel  in  den  beiden  Linien 
^,  oTj),  welche  mit  jenen  Mantellinien  des  Hypei^ 
nit  der  Ebene  PQP'  parallel  sind;  hiernach  findet 
1S2  als  H-Spuren  der  asymptotischen  Ebenen  ond 
-Spuren  der  Asymptoten.     Die  Asymptoten  selbst 
.  mit  (o'^o 3', )'("'''>  o^'a);  daher  eind  Sic  { 1|  2io) 
20)  ihre  H-Projectionen.     (Man  siebt,  dass  diese 
[gleich  die  Asymptoten  der  Hyperbel  sind,  in  welcher 
che  Kegel  durch  die  Ebene  PQP'  geschnitten  wird. 

m.) 

littcurve  selbst  wird  (wie  schon  oben  bemerkt)  nach 
ingsäächen  überhaupt  geltenden  Methode  projicirt. 
ition  muss  die  H-Projection  des  Aequators  berühren 
nd  die  den  BerQhmngBpunkten  &i,&3  gemeinschaft- 
fl  V-Projection  ist  der  Punkt  B',  wo  ^P'  die  V-Pro- 
squators  schnddet. 

Schnitte  der  BüoVnngBfl&chen- 
ie  einzelnen  Lagen  der  ebenen  Curve,  welche  durch 
Eückung  eine  toumme  Fläche  erzeugt,  lassen  sich 
ihnen  parallele  HE  anmittelbar  projiciren,  da  sie 
tweder  congruent  oder  ähnlich  sind,  und  eine  dieser 
Q  sein  mussi*  ihre  V-Projeetionen  sind  dann  Gerade. 
lieser  verschiedenen  Lagen  machen  also  hier  das  in 
bnte  System  von  Hfilfsebenen  aus. 
Flächen  zweiter  Ordnung  würde  man  nach  dem 

I  eine  Cvire  zeichnen  kann,  welche  eiiier  g^ehenen  ähnlich 
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;ende  Ellipse  (oder  Parabel)  i 
Igen  zu  projiciren  haben.  I 
inne  des  byperbolischen  Fan 
ähnlichen  Ellipsen  geschc 
wieder  ähnliche  Ellipsen  a 
)ü  den  Lagen  der  Erzei^un^ 
Q  mit  einem  andern  System 
uan  so  wählt,  dass  die  1 
mitte  Kreise  geben. 

Den  Schnitt  eines  Ellipse 
P'  zu  projiciren. 

lege  die  Grundebenen  parall 
lida,  80  dass  (mon,  »t'«'n' .. 
I.  —  Macht  man  owi  =  ot,  v 
let  die  zur  VE  senkrechte 

Ellipse,  deren  H-Projeetioi 
,  und  die  Ebene  PQl"  in  der 
nkte  Oi.&i,  wo  Zs  jenem  E 
eier  Funkte  der  verlangten 
jectionen   sind   a',b'   (in  v'w 

Ebene  schneidet  das  Ellipso 
'rojectiou  die  Gerade  v"w"  { 
sr  ein  Kreis  ist;  den  Mitte 
esea  Kreises  findet  man,  weni 

und  V'vgXGS  ßillt.  Diel 
elcher  die  Parallel-Ebene  di 
1  und  also  leicht  zu  erhalten : 
zwei  Funkten  aa,&£,  und  d 
r  gesuchten  Schnittcurre  zu 
"«.■"  liegen.  —  Auf  dem  a 
»ig  viele  Punkte  der  Curve. 
Mittelpunkte  der  parallelen 
n,  o'c")  liegen  und  also  das  H 
:en  Hülfsscbnitten  erspart  w: 

jinitt  eines  einfachen  Hj 
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>'  einer  Ebene  lässt  sich  ganz  nach  dem  YerfaJi 

Nummer  erhalten.  * 

<  Dag^en  ist  es  nicht  so  leicht,  an  einem  ge 

boloid  die  Ellipsen  zu  finden,  welche  sich  auf  de 
senkrechten  Qrundebene  als  Kreise  projiciren; 

',  tischen  Faraboloid  gibt  es  (wie  aus  dem  Zui 

mit  Rücksieht  auf  Nr.  308  und  Nr.  276,  gefolg« 
gar  keine  EUipsen,  deren  Projectionen  auf  eine 
rechten  Ebene  Ereise  sind.  In  diesen  beiden  I 
ein  anderes  Verfahren  zur  Anwendung  bringen, 
nächsten  Nummer  begründet  werden  wird. 

.;  Ausserdem  konnten  auch  folgende  Methoden  benutzt  weiden  (wobei  immer 

r-'  loiansgesetzt  sein  soll,  die  HE  sei  aenkreclit  znr  Axe  der  Flüche,  die  VE 

parallel  an  einet  Hanptobene  oder  eine  Hauptebene  selbst). 

1)  Eb  sei  .E  irgend  ein  elliptischer  Hfllfsschnitt  der  Flfiche,  dessen  Ebene 
senkrecht  zn  eiaei  Eaaptebene  3  steht  nnd  dessen  grossere  Ate  in  ^Mt. 

^  Nachdem  die  kleinere  Aie  Ton  E  bestimmt  ist,  täeat  sich  immer  eine  zn  H 

senkrechte  Ebene  G  finden,  anf  welche  mch  £  als  Ereie  projicirt.  mmmt 
man  diese  Ebene  G  als  neoe  EE,  so  Ifisst  sich  ähnlich  wie  in  Nr.  480  ver- 
fahren', die  H-Projection  des  Schnitts,  den  die  gegebene  Ebene  anf  der 
Fläche  hervorbringt,  kann  nothigenfalls  in  die  alt«  HE  zorfick  abertragen 
werden. 

2)  Ist  5  die  g^ebene  Schnittebene  nnd  gilt  als  YE  eine  Hanptebene 
selbst,  so  betrachte  man  die  in  der  VE  liegende  H;fperbel  oder  Parabel  als 
Heridian  einer  Drehnngsfläche  ^  nnd  diese  als  Ableitung  (Nr.  275.  308)  der 

j'  gegebenen  Fläche  F,  bestimme  die  entsprechende  Ableitung  £  der  Ebene  S 

(zu  welchem  Zwecke  man  blös  fOr  einen  Punkt  der  E-Spui  von  S  die  Ab- 
leitung in  suchen  hat],  projicire  den  Schnitt  <&  der  g  nnd  S  und  dann  die 
Cnrve  C,  nach  welcher  der  y-projicirende  Cylinder  ffir  6  yon  der  Ebene  8 
geschnitten  wird. 

I  Femer  kannte  man  den  Schnitt  eines  Hyperboloids  und  einet  Ebene  8 

noch  dadurch  erhalten,  dass  man,  nachdem  ein  Pnnkt  P  dieses  Schnitts  (am 
besten  ein  in  die  Terticale  Hauptebene  fallender  Punkt)  bestimmt  ist,  die 
Cntre,  K  constmirt,  in  welcher  die  S  den  asymptotischen  Kegel  schneidet, 
und  zuletzt  eine  Curve  (in  ihren  ProjectioDen)  zeichnet,  welche  durch  P  geht 
und  mit  K  .entsprechend'  liegt  (Nr.  307,  t). 

Endlich  ist  ein  ebener  Schnitt  eines  elliptischen  Faraholoids,  £alls 


*  Während  fQr  das  EUipsoid  die  YE  parallel  mit  derjenigen  Hanptebene 
za  legen  war,  welche  dorch  die  grosse  Aze  des  hori»)nt«leu  Hanptschnitb 
geht,  hat  man  fttr  das  einfache  Hyperboloid  die  YE  parallel  zur  kleinei 
Aie  der  Eehlellipse  anznnehmen. 


il  zu  seinen  HxoptebeDen  geDommen  vi 
srhalten,  der  bei  späterer  Gelegenheit 


i'läehe  zweiter  Ordnung,  w 
;ten  werden  kann,  lässt  sich 
teme  von  Parallelebenen  na 
'ei  zu  Terschiedenen  Systemen  ge 
f  einer  Kugel."  (Beide  Syatei 
Fläche  durch  Drehung  entstände 
bedeut«  Aq  die  Aie  eines  ellipl 
iginäre  Axe  eines  einfachen  Hypei 
getheilten  Hyperboloids,  oder  ai 
Axe  eines  Ellipsoids.  Ein  zu  A 
er  dieser  Flächen  eine  Ellipse;  c 
\X6  dieser  Ellipse  beatinunte  H: 
immen;  die  Gurre  P^ß-P'^  (welch 
ber  zugleich  den  einen  Zweig  ei 
t  einer  Ellipse  andeuten  soll)  is 
schnitt,  der  andere  durch  Aq 

,  ^.„j _,  Jauptschnitt  Q..Q'  ist  in  Qi.. 

klappt  gezeichnet.  —  Man  denke  sich  nun  in  der 
zweiten  Hauptachnitts  um  einen  beliebigen  Punkt  i 
Kreis  so  beschrieben,  dass  er  die  Curve  Q-.Q'  bei 
iwei  gegen  Aq  symmetrisch  liegenden  Funkten  Q,< 
und  lasse  durch  Drehui^  dieses  Kreises  um  Aq  eiD 
entstehen.  Der  Kreis  P^p...,  nach  welchem  dies 
der  Grundebene  geschnitten  wird,  fUllt  zusammen 
Uappimg  QiPQi'  des  zuerst  genannten  Erzeugur 
wird  von  dem  in  der  Orundebene  liegenden  Haupts 
vier  Punkten  P,P',5ß,^'  getroffen,  wobei  die  Geraden 
sich  auf  Aq  kreuzen  müssen,  und  es  ist  nun  zui 
veisen,  daäs  die  Kreuzung  zugleich  auf  der  Geradet 
n  der  gemeinsamen  Projection  q  der  Bi 
)unkte  Q,Q')  erfolgt. 

*  Für  Cjlindei  nnd  Eegel  sind  die  Sätze  schon  Id  Ni.  S 
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ioBamea  Tangenten  QiA,Qi'A 
Qi--Qi'  und  des  Kreises  QiPt 
bezüglich  jeder  der  ebengenann 
Qi  Qi '  die  Polare  des  FunMies  Ä 
D^eklappte  Hanptscboitt  Qi...^ 
■he  Lage  gebracht  werden  kOnnb 
.m  Hauptschnitt  P^'P'Sß  znsai 
der  eine  Hauptscbnitt  als  ein< 
.  werden  kann,  wobei  die  Bichttu 
A  an  P^'P'^  zu  riehenden  1 
auf  der  Geraden  QiQi'  haben, 
der  Curve  P^'P'^  die  Polare  I 
iraden  AP'  den  Punkt  bestimmt 
rt  gegen  A  und  den  Funkt,  wo 
,  (so  musa  der  gesuchte  Punkt 
'  als  auf  der  Cnrve  PgJ'P'^  1 
in  gerader  Linie  mit  A  und  1 
nnd  ^5p'  auf  der  Geraden  QiQ 

etzt  durch  PP'  und  ^^'  Ebei 
egt,  so  schneiden  diese  die  Kugel 
imesaem  PP'  und  ^5p',  die  geg 
deren  jede  eine  der  Strecken  P 
aber  die  beiden  in  q  projicirtei 
Fläche  gemeinsamen  Funkte  Q. 
ven  hegen,  so  sind  je  zwei  diese 
jection)  identisch;  die  Ebenen 
(ebene  Fläche  nach  Kreisen  (unt 
3  zugleich  Ton  der  Kngel  gesctmi 
Punkten  Q,  Q'  gemeinschaftliche 

;eben  sich  zwei  Systeme  von  Kn 
Ichnitt  des  einen  Systems  mit  je 
if  einer  Kugelfläcbe  liegt,  folgt 
) 

id  Dud  einfachen  Hyperboloid  kon 
Lcher  nacbgewiesen  werden,  indem  mai 
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illipaoid«  oder  am  die  grosse  Aie 
»  die  zweite  Aie  des  SchnittB  jener 
Hyperboloide  geht  die  Edstan  Ton 
907,  t  herror, 

lache  zweiter  Ordnung  (welc 
ein  soll)  auf  einem  Qrundsjst 
tebeneo  der  Fläche  sind,  da 
gegeben,  deren  Schnitt  mit  d 
nach  Obigem  eine  auf  einer  ( 
f  einer  Seitenebene)  senkrechl 
nach  einem  Kreise  schneidet, 
parallele  Ebene  als  eine  neu 
em  neuen  Qmndaystem  lei( 
verlangte  Schnittcurve  proji< 
-Onglicbe  Gmndsystem  zurücl 

Den  Schnitt  eines  hypei 
boloids,  dessen  Hauptebenen  den  Grund 
liegen,  und  einer  gegebenen  Ebene  zu  p 
Anfl.  Es  sei  (tv..,i>'f  der  horizontale 
Terticale  Hauptbcbnitt,  PQB'  die  gegebene  Ebi 
parallele  Hülfsebene  e'b'  achneidet  die  Fläch. 
horizontalen  Hauptschnitt  congruenten  Parabel 
Scheitel  C)  und  die  Ebene  PQR'  nach  einer  Ge 
an  Stock  AB  als  Sehne  in  die  Parabel  AC 
Zeichnung  der  Parabel  ÄCB  zu  ersparen,  d< 
sammt  der  Sehne  AB  so  v^legt,  dass  sie 
nach  tv...  projicirt.  Macht  man  mn  =  cv,i 
«nh  die  H-Projection  der  Sehne  nach  der  ' 
oo«  II  boh  II  GS  findet  man  die  H-Projectionen  ( 
m  denen  die  Parabel  ACB  von  der  Hülfsebei 
wird;  {a,a'),  (b,b')  sind  zwei  Punkte  der  gesui 
andere  Paare    ergeben   sich    durch  Aenderun^ 


t  Man  konnte  den  Schnitt  einea  hyperbolischen  F 
einfachen  Hyperboloids)  und  einer  Ebene  ancli  dadnrc 
die  Fläche  als  Begelflache  behandelt  (Nr.  419),  wBn 
btqaem  Arbeiten. 


Zusatz.  Das  obige  Verfahren  ist  auch 
Paraboloid  anwendbar. 

(Bchuitte  krnminei  Flächen  ä-azoh  gc 
434.  Es  kann  bisweilen  verlangt  werdi 
knmunen  und  einer  gebrochenen  Fläche 
solche  Aufgabe  ist  immer  nach  dem  in  diesi 
delten  lOsbar.  Man  projicirt  die  Schnittcurv 
zweier  Nachbarkanten  (die  Ebene  eines  BmebE 
nen  Fläche  auf  der  krummen  Fläche  hervoi 
von  dieser  Gurre  nur  den  zwischen  den  en 
haltenen  Bogen;  auf  diese  Art  verßlhrt  m: 
Brfichattlcken  und  erhält  dadurch  die  volls 
Diese  Figur  darf  jedoch  nicht  mit  einer  stetig 
werden;  rielmehr  ist  sie  eine  blosse  Znsam 
lelnen  Bögen  verschiedener  Curven. 

Als  einfache  üebtmgsbeispiele  können  dienen :  1) 
fläche  dQTch  eine  prismatiecb  gebrochene  Fl&che;  2) 
Diehnngsfläclie  mit  dei  gebrochenen  Oberfläche  einei 
in  der  Drehnogsaie  liegt 

Viele  Aufgaben  dieser  Art  lassen  sich 
derselben  Methode  lösen,  welche  im  folgen 
Schnitt«  krummer  Flächen  durch  Gylinder-  i 
lehrt  werden  wird,  indem  prismatisch  geb 
cylindrische ,  und  pyramidal  gebrochene  wie 
werden  können,  wenn  man  der  leitenden  Cn 
lygon  (oder  irgend  eine  gebrochene  Linie) 
hier  also  alle  Aufgaben  gemeint,  bei  denen 
brochenen  Fläche  sämmtlich  durch  einen 
endlich  fernen)  Punkt  geben,  so  dass  nur  die 
bleiben,  wo  eine  gebrochene  Fläche  durch  eini 
Linie  bestimmt  ist,  deren  Bruchstocke  verl 
Aufeinanderfolge  paarweise  durch  Ebenenstflcl 
werden. 
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Zehntes  Kapitel. 

Schnitte  knunmer  Flftchen  durch  knun 
und  krumme  Linien. 

435.  Die  Scbnittpimkte  einer  krummen  Fit 
«benen  Curve  liegen  dort,  wo  letztere  der  Cur' 
nach  welcher  ihre  Ebene  die  Fläche  schneidet;  s 
(wenn  überhaupt  solche  vorhanden  sind)  durch  I 
vorigen  Kapitel  betrachteten  Aufgaben  gefunden  t 

Wird  aber  eine  krumme  Fläche  F  von  einer 
Curve  TT  geschnitten,  so  bat  man  zur  Bestimmui 
punkte  eine  der  spätem  Äti^aben  aufzulösen, 
nämlich  die  Curve  W  als  Leitende  irgend  einer 
(am  besten  einer  Cjlinder-  oder  Eegelfläcbe),  dei 
Bümmnngsetücke  nach  der  L^e  und  Beschaffenheit 
Fliehe  F  passend  gewählt  werden  können,  und 
Schnitt  V  der  Flächen  R  und  F;  die  Punkte, 
OuTven  W  und  V  zusammentreffen,  sind  die  verlang 
F^n  kann  für  die  Fläche  R  schleich  einer  der  ] 
Cylinder  der  Curve   W  genommen  werden.) 

436.  Der  Schnitt  zweier  krummen  Flächen  ii 
meisten  Fällen  eine  gewundene  Curve,  welche  in  : 
sein  oder  in's  unendliche  laufen  kann,  öfters  aucl 
getrennten  Aesten  besteht. 

In  Bezug  auf  die  Art  des  Durchschneidens  z 
Flächen  (oder  zweier  von  krummen  F^hen  begi 
lassen  sich  dieselben  Unterscheidungen  machen  ' 
rdr  Polyeder-Schnitte;  es  kann  nämlich  d^  Schi 
ein  Eindringen  der  einen  Fläche  in  die  andere,  o< 
dringen,  oder  ein  gegenseitiges  Ausscbneidi 

437.  Zur  Bestimmui^  des  Schnittes  X  ü^en 
men  Flächen  Fi,Fz  bedient  man  sieh  eines  Syst 
flächen,  welche  gegen  die  gegebenen  in  solchen  Bezi 
dass  ihre  Schnitte  mit  letzteren  unmittelbar  an^ 


Hülfsflächen  nfissen  daher  imn 
sein;  wo  es  angebt,  nimmt  ma 

t  Kugeln,  Cylinder  oder  K^eL 

imme)  Hülfsfläche  und  schneidet 
in  den  Linien  f\-,fz,  so  liegen  dl 

inscbaftlicb  bat,  auf  der  gesuchte! 

um  die  Lage  der  H  ändert,  um 


die  Darstellung  der  Gurre  X  \ 
icbt  gleicbgiltig,  indem  von  der '. 
Üe  Möghcbkeit  einfacher  Hülfsi 
ksicht  auf  diese  Hülfsachnitte  sin 
istände  zu  beachten.  Lassen  z. '. 
1  eine  gemeinschaftliche  Sym: 
uch  die  Schmttcurve  X  selbst 
n  muss),  so  wird  man  dadurch  i 
allele  Gnindebene  hingewiesen, 
i  der  beiden  symmetrischen  Hä 
uüssen,  so  dass  jeder  Funkt  di 
er  wahren  Gurre  gilt, 
wei  Flächen  zweiter  Ordnui 

einander  liegen,  dass  sie  eine 
»n ,  so  projicirt  sich  auf  diese 
hr  parallele  Qrundebene)  die  S( 
weiter  Ordnung.*    (S.  Anhani 

»jecHoii  der  Cnrve  Ton  einer  in  der  Gl 
mehr  als  zwei  Paukten  geschnitten  i 
r  Betrochtang.  Zwei  in  einerlei  Ebi 
können  höchstens  vier  Punkte  gemeii 
ffinft«!  Punkt  beide  Linien  identi 
Ebene  kann  daher  dei  Cnrre,  n&ch  n 
lieh  achneiden ,  in  nicht  mehr  ala  vier 
.  der  Cnrre  anf  irgend  einer  Grundebe 
idebene  liegenden  Geraden  in  hfichstei 
Iche  Gerade  sich  als  Spur  einer  zur  Gl 
Unter  den  oben  angegebenen  TJmst&i 
Punkten,  in  denen  im  Allgemeinen  die 
lene  geschnitten  wird,  eine  gemeinschaftliche  Projection. 
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kt  man  sich  durch  einen  Punkt  P  der  Gurve  X, 
wei  knimme  Flächen  F^  und  Fi  sich  schneiden, 
n  dieselbe  gezogen,  so  muss  diese  in  ' 
I  li^en,  wdche  darch  P  berührend  ; 
w  können ;  sie  ist  also  die  Durcbschnit 
an  kann  daher  durch  Construction  die 
iden,  wenn  man  auch  ausser  P  keim 
e  X  kennt. 

Sclmitt  sweier  BafelflAobeD' 
in  zwei  Begelflichen  sich  schneiden, 
nen  zu  HfilfsflSchen,  weil  eine  schick! 
DS    eine   der  gegebenen  Flächen,   in 
■h  beide,  nach  geraden  Linien  sehne 

;.    Den  Schnitt  zweier  Cylinderi 

len. 

1  Cylinder  wird  durch  eine  zu  seiner 
nach  einer  oder  mehreren  Gieraden  j 

e  Ebene,  welche  den  Richtlinien  der 

rflächen  zugleich  parallel  ist,  jede  von  i 

hneiden,  und  die  gegenseitigen  Schnittpi 

auf  der  gesuchten  Schnittcurre. 

VGW  und  a3®3B  die  Leitenden  {z< 
H-Spuren)  der  gegebenen  Flächen  C  und  6,  (Vx,v'x-] 
tellinie  der  ersten,  {Sbi,l'h')  eine  Mantellinie  der  iw^ 
man  darch  einen  beliebigen  Punkt  ix,x')  in  {Vx,v'x 
rallele  in  (ft5i,!'6')  und  bestimmt  ihre  H-Spur  Z, 
die  H-Spur  einer  Ebene  E,  welche  den  Erzeugenden 
linderflächen  parallel  ist  (vgl.  Nr.  52).  Diese  Eben, 
die  Fläche  G  in  den  Mantellinien  {Vx,v'x-),  (T^Oi, 
die  Fläche  E  in  (SBoi,D'o')i  {3SS<h,ro-a");  daher  gehör 
Punkte  (ai,o'),  {az,a"),  (ag.a"'),  (aj.a'"),  in  denen  sie 
Paare  von  Mantellinien  begegnen,  der  Schnittcnrve  an 
^at  zugleich  aus  Nr.  10  eine  Genauigkeitsprobe).  D 
aal^es  paralleles  Verrücken  der  H-Spur  VZ^  erhä 
liebig  oft  vier  neue  Punkte  der  Cnrve. 
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3  Verrficken  der  F5ß  hat  aber  seine ' 

F,  deren  Spur  sie  iat,  ünioer  beid 
11,  so  muBB  die  V%  auch  die  beidi 
id  ihre  änssersten  Iiagen  sind  mithii 
I  die  eine  Gylinderspur  berQhrt  und 
in  Fig.  136  also  die  Linien  G^  und 

Hfllfsehene  -E,  welche  den  Spuren  ( 
heissen  Qrenzebenen,  und  zwischf 
)n  Lagen  der  Hülfsebene  eingeschlosse 
Mögen  Spurgrenzen  heissen. 
äer  Lage  der  Spurgrenzen  ist  sofort 
rt  der  Durchschnitt  beider  Cylinderfl 
nämlich  diese  Spui^renzen,  wie  in  Fij 
be  Cylinderspur,  so  siebt  man,  dass  i 
gar  nicht  vom  andern  Cylinder  6  er 
Stück,  dessen  H-Spur  der  Bogen  K. 
:h  ein  Stück  des  Cylinders  ®  nicht  t( 
alb  findet  zwischen  beiden  Gylindem  ei 
siden  statt  und  die  Schnittcurve  mui 
ibloBsenen  Äste  bestehen.  Würden  d 
eide  die  Spur  VGW  berühren  und  die  Spur  »©aB 
,  so  müsste  der  Cylinder  C  den  Cylinder  S  durch- 

und   die  Scbnittcurve  bestände  aus  zwei   getrennten 

t  eine  der  Spargrenzen  beide  Cy linderBpnren ,  so  berflhreii  doh 
r,  kOnneD  dabei  nbec  gleichwohl  sich  noch  schneiden  (wenn  ihre 

einerlei  Seite  jener  Spnrgienze  U^en).  Ist  jede  der  beiden 
L  eine  gemeinschaftliche  Tangente  beider  C^lindersporen,  so  liegen 

zwiechen  zwei  parallelen  gemeinachaftlichen  Berflhnmgsebenen.  — 
gegebenen  Cylinder  sich  gar  nicht  begegnen ,  ist  diess  sogleich 
.age  der  beiden  Geraden,  welche  Spni^renaen  werden  sollten,  an- 

ächnittcurTe  muss  die  durch  K  and  L  gehenden  Man- 
ies  Cylinders  C  berühren,  und  ebenso  die  durch  ® 
henden  Mantellinien  des  Cylinders  6;  denn  sie  hat  mit 
len  Mantellinien  einen  Punkt  gemein  und  liegt  übrigens 
leits  derselben.  Mit  der  Bestimmung  dieser  Berührungs- 
n  b'),  {h,  6"),  (Ci ,  c"),  (Ca,  c")  wird  am  besten  die  Zeich- 


ikte  der  Currenprojection ,  welche  auf  den 
9sen  der  Gyliader  Hegen  und  in  denen  die 
ffenden  ümriss  berühren  musa  (Nr.  372, 1). 
EMmkten  ist  im  Allgemeinen  schon  der  Lauf 
n,  und  es  I&sst  sich  dann  leicht  beurtheilen, 
man   noch    weitere    Punkte    zu    bestimmen 


das  AoBziehen  der  piojicirten  MaDtellinien  ist  zu 
che,  welche  anf  dem  an  sich  eichtb&ren  Theile  des 
teilweise  nnsichtbar  weiden  können,  indem  dei  andere 
Q  verdeckt.  Was  fflr  Stücke  zn  ponktiren  sind,  l&ast 
i,  wenn  man  yoiher  bcstimrot  hat,  welche  Punkte 
u  und  welche  unsichtbar  sind.  Ein  Punkt  der 
nar  dann  sichtbar  sein,  wenn  ron  den  beiden  Man- 
ihnitt  et  entstanden  ist,  jede  aaf  ihrem  eigenen  Cj- 
ein  dee  andern)  gani  sichtbar  w&re;  ein  Funkt  da- 
eine  sichtbare  und  dne  nnsichtbare  oder  zwei  rni- 
chneiden,  ist  verdeckt,  weil  er  bezüglich  dee  einen 
F  dem  onslchtbaren  Theile  liegt. 
5. 136,  die  leitenden  der  beiden  Cjlinder  geschlossene 
JcbnittcnxTe  niemals  einen  unendlichen  Zweig  haben. 
tr  Grenzebenen,  Ober  welche  die  Schnittcurve  nicht 
Wb  welcher  sie  auch  keinen  Dnendlicb  fernen  Punkt 
hiben  kann,  weil  ein  solcher  das  Parallelwerden  zweier  aaf  verschiedenen 
Cjliadem  übenden  Mantellinien  und  mithin  ein  ParaUelsein  der  beiden  Er- 
zeugenden TorsoBsetzen  wftrde ;  nnter  einer  solchen  Yoranssetinng  aber  schnd- 
ka  sich  iwei  Cylinder  nicht  in  einer  Corve,  sondern  in  mehreren  Qeraden. 

Zusatz.  Hat  man  nur  einen  Funkt  der  Schnittcurre  be- 
stimmt, so  kann  man  (nach  Nr.  439)  sogleich  für  diesen  Funkt 
die  Tangente  der  Curve  finden,  ohne  weiterer  Punkte  zu  be- 
dürfen. So  ist  fOr  den  Funkt  {g,q%  welcher  durch  den  Schnitt 
der  Ton  T  und  %  ausgehenden  Mantellinien  entsteht,  die  Tangente 
die  Schnittlinie  zweier  Ebenen,  welche  die  beiden  Cylinder  in  den 
"nannten  Mantellinien  berühren;    die  H-Spuren  dieser  Ebenen 

id  TR,%B,  also  JS  die  H-Spur  der  Tangente,  Rq  ihre  H-Pro- 

;tion,  r'q'  ihre  V-Projection. 

4^.  Aafg.   Den  Schnitt  zweier  Kegelflächen  zu  pro- 
ciren. 

QugUr,  dHcrtpt.  G«oiiwtria.    *.  AoO.  2f> 
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Die  Kegel  seien  durch  ihre  H-Spuren 
litzen  (t,t'),  (s,s')  gegeben, 
nan  um  eine  Gerade,  welche  die  l 
idet,  eine  Ebene  E  sich  drehen, 
Ebene  sowohl  den  einen  als  den  i 
inien  (weil  Bie  durch  die  beiden  ! 
jenseitigen  Durchschnitte  derselber 
shnittcurve. 

E  in  solche  Ijage  kommt,  dass  si 
id  den  andern  schneidet,  so  heissl 
IS  den  Lagen  der  Grenzehenen  ist 
Durchschnitts  der  gegebenen  Flä 
in  der  sämmtlichen  L^en  von  E 
1er  ST;  die  H-Spuren  der  Grenze 
erhält  man  also,  wenn  man  durch  B  Gerade  legt, 
lie  Spur  des  einen  Kegels  berührt  und  die  Spur  des 
;.     Sind  die  Spurgrenzen  Tangenten  einer  und  der- 
Ispur  (wie  in  Fig.  137),  so  ist  der  Schnitt  beider 
Durchdringen  (und  zwar  dringt  derjenige  Kegel, 
von  den  Spurgreozen  berührt  wird,  durch  deü  andern), 
hnittcurve  aus  getrennten  Aeaten  besteht.    Wenn  von 
izen  jede  eine  andere  Kegelspur  berührt,  so  schneiden 
sich  gegenseitig  aus. 

;.  137  darg^eatellteD  E^el  sind  von  solcher  Lage  und  Bcsch&ffen- 
eine  gemeiDBchaftlicbe  Haaptebene  haben,  und  zn  dieser 
rallel  gel^.  Deshalb,  und  weil  die  Spuren  der  Kegel  Linien 
ag  (Kreise)  siiid,  mnsa  die  V-Projection  des  Schnitts  eine  Linie 
g  ergeben  (Nr.  438,  t)-  Zugleich  sind  die  Lagen  der  Hülfeebenei;' 
I  zn  beiden  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Hauptebene  ange- 
:h  von  den  Mantellinien,  auf  welche  man  durch  ihre  Schnitte 
'  je  zwei  eine  gemeinschafdiche  V-Projection  erhalten.  —  Zuerst 
Ebene  E  mit  der  Baoptebene  znaammenfallen  und  findet  da- 
[te  (a',  Ol),  (a" .  ou),  (a"',  a^),  (,aP',  a^);  dann  geht  man  schleich 
benen  übet,  weil  die  in  ihnen  liegenden  Uantellinjen  von  d(~ 
etfihrt  werden  mtlsaen;  andere  Lagen  der  JS  schaltet  ma 
IS  ein. 

Zeichnung  der  Fig.  137  sind  vorzugsweise  nur  d 
rn  Mäntel  der  Kegel  berücksichtigt,  weil  durch  di 
der  obern  Mäntel  die  H-Projeetion  völlig  verdecl 
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ei  (wegen  des  Funktirens  aller  Linien)  die 
lätte.     Deshalb  sind  auch  die  Mantellinien, 
eDen  E  &llen,  nicht  über  die  Kep"!™'*'" 
m  aber  die  vollständige  Schoith 
iwendig  die  obem  Mäntel  ebenfalls 
Iso  die  Mantellinien  nach   oben  vf 
nentreffen  dieser  obem  Mäntel  gil 
curve;  dieAniänge  für  die  FrojectioDi 
tnd  a"x'  angedeutet  (wobei  a"x'  ei 
erbrochenen  Hyperbelastea  o" .  .a'  i 

Fig.  137  (die  obem  Kegelmftotel  hiniTQ 
inktirt  werden  mnssten,  ist  dort  leicht  z 
der  gegebenen  E^el  liftlt  man  sieb  u 
f  fOr  den  verwandten  Fall  an^^esteltt  w 
ebe  mao  die  Zeicbnnng  der  Scbnittcnrr« 
ob  diese  Curve  nnendliche  Zweige  habe  oi 
glich,  wenn  irgend  eininal  zwei  in  einer 
verschiedenen  Kegeln  gehörige  Mantellinie 
itelliniea  müssten  aber,  wenn  man  den  ei 
lia  znm  ZoBammeufollen  beider  Spitzen 
h  Tereinigen.  Denkt  man  sich  nun  jene 
Torgenommen,  so  bilden  t'p'  (  ||  s'm')  and  Ci 
ler  Denen  Lt^e ;  und  da  seine  nrsprfingliel 
1  seine  neae  Spnr  ein  Kreis  über  PQ.  Di 
gegebenen  Kegels  T  in  den  Funkten  Zj 
leren  Spitzen  in  T  vereinigt  sind,  zwei  Hi 
lieraus  moas,  dem  Torigen  gemäss,  geschli 
e  der  gegebenen  Kegel  T  nnd  S  (nachden 
le  znrückgefüfart  worden)  in's  Unendliche 
bewegnng  des  Kegels  S  schreitet  die  Spit^ 
f  TZi  gefallene  Linie  in  der  Ebene  TRZi 
len  BZi ;  achneidet  daher  die  verlängerte 
:te  3i,  so  niDss  «^i  II  t^i  »ein  and  die  H- 
'stellen,  welche  die  TZi  in  einem  nnendl 
deselbe  Weise  findet  man  die  H-Projectioi 
'^2  i"  nnendlicfaer  Entfemnng  begegnet 
Iften  jedes  Kegels  müssen  die  Linien  TZi 
Projection  (('«')  haben;  ebenso  S3j  und 

»äre  der  Fall  gewesen,  wenn  die  Kreise 
ihnitten  hätten. 
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Zusatz.  Eine  Tai^ent«  der  i 
stiiniDten  Berfibrongspunkt  findet  ma 
in  Nr.  441,  Zus. 

Wendet  man  das  Verfahren  auf  d 
punkt  von  S3,  und  TZi  an  (ft),  » 
tote  der  SebmttcurFe, *  welche  mit  l 
miiss  (Nr'  5,  V)  und  also  leicht  zu  pn 
sowohl  der  Zweig  (04X0.. ,a" sc'..)  als  ■ 
ohne  Ende,  und  ihre  Projectionen  sind 
namigen  Projectionen  dieser  Zweige, 
welche  mit  der  ersten  die  V-Projec 
und  den  Zweigen  (a^x..,  a"x' . .),  («a 
spricht  dem  unendlich  fernen  Schnitt 
Beide  Asymptoten  schneiden  sich  in  di 
der  Kegel. 

443.  A.jde.  Den  Schnitt  eii 
einer  Kegelfläche  zu  projiciren. 

Anf  1,  Die  hier  anzuwendenden 
die  Spitze  des  Kegels  parallel  zur  Bi( 

und  gehen   demnach   alle  diirch  die    ,    __  -- 

der  Kegelspitze  parallel  zu  jener  Richtlinie  ziehen  kann.  Jede 
solche  Ebene  schneidet  sowohl  des  Kegel  ab  den  Cylinder  nach 
Geraden.  Im  üebrigen  wird  die  Aufgabe  fast  ganz  so  behandelt 
wie  die  in  Nr.  441  und  Nr.  442. 

444.  Anmerkungen.  —  1)  Wenn  bei  den  in  Nr.  441—443 
behandelten  Aufgaben  zwei  gleichuamige  Spuren  der  Flächen  nicht 
schon  als  Leitlinien  gegeben  sind,  sondern  erat  (Nr.  273.  279)  con- 
struirt  werden  müssten,  kann  man  sie  auch  ganz  umgehen,  indem 
man  jede  der  Hülfsebenen  durch  eine  Mantellinie  der  einen,  Fläche 
legt  und  dann  zunächst  die  Punkte  sucht,  in  denen  die  Ebene  i^'> 
Leitlinie  der  andern  Räche  schneidet  (Nr.  256).  Dabei  wird  m  1 
in  der  Regel  die  in  Nr.  256  mit  B  bezeichnete  Cur?e  nur  1  ■ 
die  erste  Hülfsebene  vollständig  zu  projiciren  haben;  für  die  sj   ■ 

■  GegMiwartiges  Baiapiel  mag  tberlianpt  zeigsD,  wie  auch  bei  gew 
denen  Corven  Asymptoten  TOtkommen  können. 
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1  sich  meist  die  Stellen,  an  denen  die 
len  B  die  Projection  der  Leitlinie  kreoaen 
oransseben,  ao  dass  von  der  f-Projection 
eichnen  sind.    Am  leichtesten  macht  sich 
1er  Nr.  441,  weil  dort  die  s&mmtlicheo  B 
:irenden  Cylinders  durch  para 
schiehnng  in  einander  übei^l 
ron  der  ersten  B  z.  B.  die  Y-I 
und  schneiden  die  V-Spnrei 
wbene  anf  einer  zum  Grund 
recke  c  aus,  so  erl^t  man 
lende  B  einen  Puntt  der  V-P 
beliebigen  Funkt  der  Bi  auj 

0  Grondschnitt  ein  Stück  abt 
^ssinn  mit  der  Strecke  c  übi 
oder  Nr.  443  eine  der  gegeb 
paralleler  Cylinder,  so  sieht  i 
Debene  hingewiesen. 
Aufgaben  in  Nr.  441—443 

1  Fläehenspuren  groben  (wie  ( 
äer  Fall  ist),  so  könnten  aucl 
bene  als  Hülfsebenen  verwei 
n  gegebenen  Flächen  sich  sei 

•Hr.  441  und  Nr.  443  ersehe 
he  Nr.  442,  wenn  man  eine  i 
adlich  femer  Spitze  betrachte 
r  Nr.  442  vorgeschriebene  Lösi 
if  die  in  Nr.  441  und  Nr.  443 


'gaben.    Man  suche  den  Du: 
rlinder,  von  denen  der  eine  senl 
parallel  zur  HE  liegt; 
he  und  eines  hyperbolischen 
tebene  parallel  zur  Biehtlini 
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er  hyperbolischen  Paraboloide  mit 
itetiene ; 

!  Kngel-Conoids  und  des  in  Nr.  33 
Hds,  wenn  beide  einerlei  Richtebene 
r  (windschiefen)  Schranbenfiäche  und 
D  Spitze  in  der  Aie  der  erstem  li^ 

■hnltt  einer  Drehnngsfläclie  imd  einer  ] 
Die  Hülfsflächen ,   mittels    deren 
nner  Drehungsfiäche  und  einer  B^ 
1  entweder  Ebenen,  oder  Kegel,  odei 
man  Ebenen  benätzt,  wählt  man  di 
ler  die  Drehmigsöäche  (bei  verticaler 
allelkreisen  schneiden,*  oder  dii 
**     In  besondem  Fällen  lässt  siel 
Ibe  Ebeneneystem  erreichen;  nämlic 
en  Mantellinien  der  Kegelfläche  mit  einer  Ebene  parallel 
he  senkrecht  zur  Axe  der  Drebungsöäche  liegt.**'"    In 
illen  wird  man  durch  die  Natur  und  gegenseitige  Lage 
wnen  Flächen  auf  Hfilfsebenen  verwiesen,   welche  die 
en  nach  Geraden  und  die  Drehungsfläche  nach  Ueri- 
chneiden.  f 
und  in  welchen  Fällen  man  sicli  der  Kegel  oder  Cy- 

HülMächen  bedient,  wird  später  (Nr.  451.  452)  an 

gezeigt  werden. 

Anf^.  Man  verlangt  den  Schnitt  einer  Dreh- 
he  und  einer  Kegelfläche,  welche  ihre  Spitze 
rehungsaxe  hat 

I.  Die  HE  lege  man  senkrecht  zur  Aie  (s,o's')  der 
Däche,  deren  Hauptmeridian  {mti,m'o'n' ..)  sein  soll; 

PUVW  die  H-Spur  und  (s,s')  die  Spitze  der  Kegel- 
<ie  Drehungsfläche  ist  hier  eine  vollkommen  geschlosser 

in  Beüpiel  in  Nr.  453,  5. 
ji  Beispiel  in  Nr-  452,  tt- 
tispiele  ia  Nr.  453,  i-s. 
iiepiete  in  Ni.  447  nnd  453,  3.  i. 
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liegt  innerhalb  derselben;  deshalb  kommt 
)ls  mit  der  Drebongsfläche  zum  Durchschnitt, 
im  eine  ßbersichtliche  Zeichnung  zu  erhalten, 

K^la  weggelassen  und  von  der  Drehungs- 
änige  Stück  als  vorhanden  gedacht  werden, 
Kegelmantel  getroffen  wird ;  der  Parallelkreis 


es  Hanptmeridiana  fallen  zwei  Mantellinien 
des  Kt^els;  die  Punkte  {a',a),  (&',i),  welche 
neridian  gemein  haben,  gehören  zur  gesuchten 
a',b'  berührt  die  V-Projection  dieser  Curve 
s  der  Drehangsfläche.     Um  den  Punkt  der 
dessen  V-Projection  auf  der  Linie  m's'  des 
ses  liegt,  drehe  man  die  der  ManteUinie  US 
;irende  Ebene,  welche  zugleich  eine  Meridian- 
äche  ist,  bis  zum  Zusammenfallen  mit  der 
Hauptmeridianebene;  dadurch  kommt  die  ManteUinie  in  die  Lage 
(üfflS,  «*§')  und  schneidet  den  Hauptmeridian  in  einem  Punkte, 
dessen  V-Projection  c"  ist;  bei  Zurüekbewegung  des  Meridians 
in  seine  erste  Stellung  rückt  dieser  Punkt  nach  {e',c),  wo  er  der 
gesuchten  Curve  angehOrt.    Durch  das  nämliche  Verfahren  findet 
man  nicht  nur  den  Punkt  (d',d),   dessen  V-Projection  auf  die 
zweite  Linie  r's"  des  verticalen  Kegelumrisses  föUt,  sondern  über- 
haupt belieb^  viele  Punkte  der  Schnitteurve.     Dabei  dient  es 
zur  Abkürzung  der  Construction,  wenn  man  die  Mantellinien  des 
Eegels  immer  paarweise  zusammennimmt,   nämlich  je  zwei 
solche,  deren  E-Spuren  gleiche  Entfernung  von  s  haben,  wie  SP 
und  SQ;  denn  man  sieht  leicht,  dass  diese  beiden  nach  vorgenom- 
mener Drehung  der  durch  sie  gehenden  Meridianebenen  einerlei 
V-Projection  erhalten. 

Wäre  statt  einea  Stacks  der  Dreboiigsa&che  die  ganze  FULche  beibe- 
hatten  worden,  so  hätte  man  die  H-Frojection  der  Schntttcaire  nnd  die 
Stücke  sa,8c,....  der  h-projicirten  Mantellinien  punktiren  müssen.  Will 
man  ferner  die  Schnittflgni  vollständig  haben,  so  sind,  nachdem  der  Hanpt> 
meridian  ganz  angegeben  worden  ist,  die  einzelnen  Hantellinien  des  Eegels 
über  die  Spitze  hinauf  2a  verlängern,  und  ebenso  die  V-Projectionen  ihrer 
gedrehten  Lagen;  dadurch  ergibt  aich  ein  zweiter  Carvenast, 

t  Die  V-Projeetion  der  Schnitteurve  hat  in  F^.  138  einen 
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Doppelpunkt  f.  Soll  zum  Voraus  untersuch 
solcher  Doppelpunkt  überhaupt  Torkommt,  und 
bemerke  man,  dass  ^f  die  gemeinschafüiche  V-] 
Mantellinien  ist,  deren  H-Spuren  G,H  also  in  < 
schnitt  .senkrechten  Sehne  der  Kegelspur  PC" 
dass  zugleich  diese  Punkte  (5,7?  gleichweit  von 
die  beiden  in  f  projicirten  Punkte  auf  einerlei  P 
und  mithin  die  gedrehten  Lagen  der  MantelUnrei 
V-Projection  {s'g'*)  haben  müssen.  Der  Halhi 
Sehne  GH  muss  demnach  auf  VW  liegen ;  ei 
triscber  Ort  desselben  ei^bt  sich  im  Allgeme 
durch  die  Uitten  mehrerer  auf  dem  Gnmdsc 
Sehnen  der  Curve  FUVW  eine  stetige  Curre 
den  Y  und  VW  sich  in  3r,  so  führt  x  auf  die 
also  auch  auf  den  Punkt  f;  schneiden  sie  sich 
Curve  a'&b'd'  keinen  Doppelpunkt.  In  F%. 
Kegelspur  Pf/WF  eine  Ellipse;  daher  geht  h: 
gerade  Linie  über,  und  zwar  in  den  Durchmei 
die  Berfihrtmgspnnkte  der  auf  dem  Grundscb 
Tangenten  Uu',  Rr'  verbindet  (Nr.  239). 

448.  In  Fig.  13S  wurde  fOr  die  gegehei 
eine  Kugel  angenommen  und  die  K^elspitze 
punkt  der  Kagelfläche  verlegt.  Dadurch  erhä! 
gäbe  noch  eine  besondere  Bedeutung,  indem  il 
Entwickelung  einer  beliebig  gegebene 
gebraucht  wird  {vgl.  Nr.  424). 

Soll  nämlich  der  in  Fig.  138  gegebene 
werden,  so  weiss  man  zum  Voraus,  dass  die  Verwandelte  der  Uurve, 
nach  welcher  er  von  jener  Kugel  gMchnitten  wird,  ein  Kreis 
sein  muss,  dessen  Halbmesser  mit  dem  Kugelhalbmesser  über- 
einstimmt; denn  alle  Funkte  der  Schnittcurve  sind  gleichweit  vo» 
der  Kegelspitze  (vom  Kugelmittelpunkt)  entfernt  und  bebaltei 
diese  Entfernungen  während  der  Entwickeln!^  des  Kegelmantel 
bei.  Wenn  man  daher  auf  diesem  Kreise  die  Punkte  angebe 
kann,  welche  bestimmten  Funkten  der  ursprünglichen  Scbnittcurv 
entsprechen,  so  kann  man  bestimmte  Mantellinien  in  die  Entwick 
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ind  auf  ihnen  die  Puntte  i 
igenden  dure  finden,  mithi 
1  Beispiel  zu  geben,  soll  ai 
Kegels  die  Verwandelte  A' 

be  mit  dem  Halbmesser  s'm 
a  (yerläi^erten)  Itadius  @' 
i'v')  nach  erfolgter  Entwii 
eh   S,   so   dass  ©3)  =  (s 

der  Entwickelong  den  M 
rechen,  lassen  sich  nun  d: 
luf  dem  Kreise  31 6 es..  Bi 
;he  Länge  mit  den  Bögen  (. 
haben.  Da  aber  diese  Gw 
hebong  oder  Äendenmg  ili 
n  werden,  wenn  man  zuto 
}  (ohne  Aenderung  ihrer  Li 

hat,  und  diess  ist  durch 
I  Gylinder  zu  erreichen.  E 
flinders  und  die  Zeichnan 

wie  in  Nr.  422  ai]sgefQl 
lier  eine  gewundene  Curvi 
'en  selbst  keinen  Unterschii 
leite  der  (achd,  a'c'i'd')  dii 
iem  Punkte  (c,  c'),  so  dass  ort 
;916  =  arca'e',  ziehe  ©G 
von  {sU,s'u')  ab,  d.  i.  mm 

welcher  auf  dem  entwicki 
:te  U  entspricht  Macht  ma 
,  so  ist  £  die  Lage  von 
it  man  auf  diese  Art  hinl 
,  V  in  der  entwickelten  Maj 
rch  ihre  stetige  Verbindu 
ir  Spur  zeichnen.* 

eiche  für  die  Entwickelnng  irg( 
,az  diesellie  Bolle  wie  die  Etwni 
g  eine«  Cylindera  la  Hülfe  ger 
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Die  H-Spur  des  gegebenen  Kegels  i 

,  mithin  der  Kegel  selbst  von  der 

r  Schnitt  einw  aolchen  Kegels  durch 

iriebene  Kngel  wird  ein  sphärischer 

und  seine  vichtigsten  Eigenschaften  : 

Igelschnitte  (Linien  zweiter  Ordnung) 

t  eines  sphärischen  Kegelschnitts  ist  d 

uidtes  auf  der  Kugelfläche,  dessen  sph 

ster  Kreise  gemessene)  Entfernungen   ' 

r  Kugel  eine  constante  Summe  haben ;  die  beiden  Aeste 

bilden  den  geometrischen  Ort  eines  Punktes,  dessen 

Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  eine  constante 

aben. 

ergibt  sich  aus  nachstehender  Betrachtui^. 

iner  Kugelääche  sei  ein  Kreis  K  und  ein  Punkt  F 

in  veränderlicher  Kreis  k  auf  der  Kugel  gehe  durch  F 

■e  K.    Wird  der  Kreis  k  als  Berührungscurve  eines 

umschriebenen  Kegels  genommen,  so  ist  der  geo- 

i  Ort  für  die  Spitze  dieses  Kegels  eine  Linie 

rdnung.     Denn  die  K^elspitze  liegt  sowohl  in  der 

;he  die  Kugel  in  F  berührt,  als  auch  auf  der  Fläche 

Kegels,  welcher  der  Kugel  nach  dem  Kreise  K  um- 

it,  folglich  in  der  Cnrve  C,  in  welcher  dieser  Kegel 

Sbene  sich  schneiden.**  —  Die  Gerade,  welche  die 

Jb  diese  Ebene  BiDd  Fiacben,  welche  die  Bftmistliclien  Mantel- 
entwickelndeD  Fläcbe  Benkiecbt  scbueiden.  (Auch  ^t  die 
in  eine  Ebene  ober,  wenn  man  den  Kegel  durch  nnmdliclies 
seinei  Spitze  in  einen  Cylindei  flbergehen  läset.) 
Lnsdrack  ist  also  in  demaelben  beschränkten  Sinne  zu'  verstehen 
e  ,  Kegelschnitt'  flberbanpt, 

^egel,  welcher  den  Kngelmittelpankt  zar  Spitze  und  den  Kreis  K 
1  hat,  Bchneidet  die  Kngel  nach  einem  zweiten  Kreise  S'  (pa- 
lod  diesem  gleich).  Je  nachdem  F  zwischen  K  und  K',  oder 
:  in  einem  der  flhrigbleibenden  Theile  der  Ei^elflfiche  litgt, 
ei  Lagen,  oder  in  einei  Lage,  cder  in  keiner  Lage  ein  grCsstei 
;  niid  da  fDt  einen  grcaaten  Kreis  der  nmechriebene  Kegel  aw» 
odlicher  Entfernung  hat,  ist  C  im  ersten  Falle  eine  Hyperbel 
ine  Parabel,  im  dritten  eine  Ellipse. 
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Brüchen  Kegels  mit  dem  Kugelmittelpunkt  ver- 

also  eine  Eegelfläche  zweit 
leidet  aber  die  Engel  in  zwei  j 
fittelpunkte  des  Kreises  Ic  sin 
ie,  ß  den  Punkt  wo  lo  den  B 
arischen  Mittelpunkt  für  K,  so 

Bezeichnungen  auf  sphäriscl 

F'P-\-FF=F-B, 
af  einerlei  Seite  des  Kreises  K 

F-P—PF=F'B, 
raf  verschiedenen  Seiten  des  K 
sphärischer  Halbmesser  von  E 
er  unveränderlicher  Werth.  De 
welcher  der  Kegel  Z  in  die  ] 
he  nach  demselben  Qesetze  be: 
der  Hyperbel  in  der  Ebene.  *  I 
chen  Brennpunkte, 
die  der  Gllipsenconstraction  ei 
re  W  vor  Äugen,  so  sieht  man, 
Lxen  gibt,  die  sich  recbtwinkeli 
Qssere  durch  die  Brennpunkte  g 
lassen  sich  aus  ihnen  mngekel 
F  bestimmen.  Da  aber  die  s 
beiden  Hauptschnitte  am  Kege 
ir  schliessen,  dass  eine  beli< 
weiter  Ordnung  die  Stelle 
n. 

die  Cdtts  W  aat  einer  dnich  die 
ilpuDkt  0  gehenden  Ebene  da^estt 
er  Haüptachnitt  des  Kegels  Z.  Dei 
i  Engel  nach  dem  zweiten  CnTvenu 

3cbe  Ort  des  Pnnkts  P  iat  auch  (t 
)  schon  durch  die  Gleichung  FF  — 
nach  kannte  man  für  den  besouden 
die  Cnire  W  als  eine  .Bphärischi 
.  ffli  die  Eogelfläche  ganz  ähnliche 


Brannpnakte  fj,^  zn  gehönD.  Diese  Punkte  %,fS'  kO 
Breonpankt«  fHi  den  Ast  SPS'  gedacht  wetzen,  ohne 
■la  sphärische  Ellipse  tn  erscheinen.  Denn  1^  man 
iieirten  Punkt  P  nud  dnrch  die  beiden  Engeldnichmes 
grOaste  Kreise,  so  ist  EDD&chst 

■  PF+PF-  =  jSS-, 
aber  such  (wenn  n  die  halbe  Peripherie  eines  grössten  ] 
{«  -PS}  +  («  — PSO^Sä-SC'S' 
worang  folgt 

P5  +  PS'  =  S&S-, 
d.  h,   als   Brennpimkte   fflr   den   (aphariseh-elliptischen) 
atatt  F,F'  anch  die  Fonkt«  g^.g'  gelten;  als  sphärische 
dum  statt  des  Bogens  SS'  der  Bt^n  S&S'  ein. 
Die  Qleichnng  (G)  Uaat  sich  ferner  ninandeni  in 
PF-h(a~  Pg')  =  S'S^'  -  SS' 
=  w  -  SS' 
oder  i>S'-PJ'=S®', 

and  ebenso  hat  man  für  den  in  p  projtcirten  Punkt  $  ' 

?Sif~?B'  =  SS'. 
Hieraus  folgt,  dass  beide  Aeste  znaammen  den  geot 
Punktes  Torstellen,  dessen  sphärische  Entfeninngen  ti 
und  S'  eine  constante  Differenz  SB'  haben  (analog  der 
Ebene).  Nach  dieser  Ansicht  sind  dann  F  and  g'  die 
punkte  fflr  den  ans  zwei  Aesten  beatehendeu  Kegelschnitt 
leicht,  dasB  man  ebensowohl  die  Punkte  F'  nnd  S  dafOi 

f  Wird  von  der  EugeMäcbe  ganz  abgeseh' 
Satz:  Der  geometrische  Ort  f^r  die  drit 
Dreikants,  von  welcbem  die  Summe  der 
Lagen  zweier  Kanten  gegeben  sind,  ist  ei 
zweiter  Ordnung. 

450'  Änfg.  Den  Schnitt  eines  schief 
und  einer  Eugelfläche  zu  bestimmen,  we 
Eegelspitze  geht  und  ihren  Mittelpunkt 
Spitze  auf  die  kreisförmige  Basis  gefilH 
*s.  Aufl.  Die  Ebene  der  Basis  sei  die  eine, 
rechte  Hauptscbnitt  des  Kegels  die  andere  Gründe 
ist  Bur  die  letztere  GE  berücksichtigt;  ba..  ist 
Der  in  die  GE  fallende  grösste  Kugelkreis 
den  Mantellinien  des  Eauptschnitta  in  den  F 
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irch  die  Kegelspitze  V  ] 
>erfihrl;.     Da 

T(äi  AB  senkrecht  zur  ( 
n  Kreise  vom  Durchme 
Kreise  wird  aber  anch  d 
so  ist  dieser  Kreis  die  g« 
Kugel. 

nerst  den  Kreis  A..B 
und  als  Leitende  eines 
'  hat,  so  würde  eine  gai 
f  einer  zu  CO  senkrech 
e  Centralprojection  von 

r  Engel  li^rNid«  Figni  auf  i 
isstirahl«D  vom  Endponkt«  d( 
IdUTchmenera  ausgehen,  «o 
D  den  Kamen  steieogTaph 
Projectionen  gelton  folgende 
ion  jedes  Ereisea  der  En 
:ojectionecentrnin  gebt,  i 
nnkt  fttr  die  Protection 
tction  der  Spitze  eines  f 

onen  zweier  saf  der  Engt 
ch  ontpr  demstiHien  Wir 

i  oben  angezeigt. 

ene  aCh  geht  dnrch  dio  Spib 
beschriebenen  Kegels  und  i 

BS,  welche  den  EieU  GAB 

sie  die  Tangente  CT  io  T  ti 
auf  den  Kreis  GAB  der  Pol  der  Geradun  CSa  (Nr.  28G 
dem  Pankte  R  harmonisch  gegen  A,B.  Deshalb  I 
jT,  CR,  GB,  VA  ein  System  harmonischei  Linien,  w. 
Geraden  in  Tier  harmonisch  goldenen  Punkten  gescb 
Da  aber  ab  II CT,  so  tSUt  fQi  die  Schneidende  ab. 


'  Der  Name  ist  durch  die  Geographie  eiugefllhrt 
irapfaischer  Projection  ein  Theil  der  Erdoberfläche  abgi 
^ie  Projeddonsebena  in  der  Regel  durch  den  Erdmitb 


feinang  nnd  ea  ist  as  =  sb  oder  s  der  Hi 
b. 

3.  Dei  dritte  Satz  läast  fulgenden  einfac 
nen  zweier  Geraden,  welche  die  Engel  in 
Hessen  denselben  Winkel  ein  wie  diese  1 
den  Pnnkt,  dnich  welchen  die  zwei  Tangei 
bv  sei  senkrecht  zn  der  Ton  den  Tangentei 
letztere  nach  Bv,  die  ProjectionBebeDe  (J. 
.BAC  =  'W.Cb«.Boii,tbc  =  Bv.  Diel 
Projectionsebeoe  treffen,  nnd  welche  Pj.Pa  1 
1,  die  in  v  senkrecht  auf  der  Ebene  bvB 
a.  Pibv,  W.  P^Bv  =  W.  P^v,  mithin  W.  P, 
bP^  die  Projectionen  von  BPi,BP2  sind. 


.ofg.  Man  sucht  den  Scbnitt  ei 
einer  Kegelfläcfae,  deren  Spiti 
ixe  liegi 

Bei  verticaler  Stellung  der  Drehung 
.)  der  Hauptmeridian  der  Drehungsfli 
K^els,  (s,s')  seine  Spitze, 
ijenigen  Funkte  der  verlangten  Scbnil 
[nen  beliebig  gewählten  Parallelkreis  (s 
diesen  Ereis  zur  Leitenden  eines  Hü] 
gebenen  die  Spitze  (s.s')  gemein  hat 
acb  Geraden  schneiden  kann.  I 
fsk^els  besteht  aus  den  Geraden  5' 
ein  Kreia  vom  Durchmesser  k'l\  wt 

weis  far  diesen  anf  seine  einfachste  Fono 
am  ersten  nnd  zweiten  Satz,  kann  aleo  diese 
in,  nnd  dann  ergeben  sieb  dieselben  ans  il 
nach  einem  aaf  der  Kngel  angenommenet 
ar  Kegel  F  beschrieben,  so  geht  durch  jed< 
ingenten  nnd  eine  Mantellinie  jenes  Kegek 
snten  dei  Engel  nnd  stehen  aufeinander  sei 
hl  den  Eieis  K  ab  jede  Mantellinie  des  Bert 
jicirt,  so  mnsB  die  Frojection  k  von  K  die 
ntlichen  Normalen  in  dem  Pnnkte  s  zusamm 
ce  des  Kegels  F  piojlcirt;  d.  b.  k  ist  ei 
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Z  der  TOD  (s,^)  nacli  dem  Miti 
ez(^enen  Geraden  {so^s'o''\  hat 
A  in  P  und  q,\  daher  gehör 
^s,$'«')  den  beiden  Kegeln  g 
e  («,(1'),  (*>*')'  ^0  "l'^ß  M!8 
b^egnen,  liegen  zugleich  auf 
hin  anf  der  verlangten  Schnitt 
ch  und  nach  den  Parallelkreis 
>en  sich  auf  die  vorbeschriebene 
ihnittflurve.  * 

isang  ist  ganz  allgemein.  Ist  abe 
gegebenen  Eegela  ein  Eieis,  so  werden  die  HOl&liegel 
kennen  dmch  Hälfsebenea  ersetzt  werden ,  nelcbe  znr  EI 
Eine  solclie  Ebene  acbneidet  aämlich  die  Drehnngsfläche 
tallelbreise  nnd  den  g^ebenen  Kegel  eben&lls  nach  einen: 
auf  die  ECE  leicht  piojiciren  läsat;  die  gemeinsamen  Pnn 
sind  Pnnkte  der  gesuchten  Schnittcnrve. 

tt  W^e  die  gegebene  Erzengende  der  Drehnngsfl&cl 
so  wQrde  die  Aasfübrnng  der  LOsong  nor  wenige,  leicht  c 
cationen  erleiden. 

452.  Anfg.  Den  Schnitt  einer  Drehunj 
einer  Cylinderfläcbe  zu  projiciren,  deren  I 
Drehungsaie  nicht  parallel  ist. 

Anfl.    Man  betrachte  einen  beliebigen  Farall' 

Drehungsfläche  als  Leitende  eines  Hülfscjlindera,  t 
gegebenen  Cylinder  die  Bichtlinie  gemein  hat, 
linder  schneidet  den  g^ebenen  nach  Geraden, 
punkte  mit  dem  Parallelkreise  M'N  der  gesuchti 
angehören,  so  dass  sich  gegenwärtige  Aufgabe  gf 
die  vorige  behandeb  lässt.  (Sie  kann  als  besoi 
vorigen  angesehen  vrerden,) 

f  Ist  die  H-Spur  des  g^benen  Cjlinders  (anf  einet 
senkrechten  HE)  ein  Kreis,  so  hat  man  die  Hfllfscylinder  u 
Nr.  451,  t.) 

Hat  die  Bichtlinie  des  gegebenen  Cjlindeis  eise  znr  ] 
rechte  Lage,  so  gehen  die  Hülfscjlinder  in  Hülbebenen  ß 

*  Es  versteht  sich ,  dass  nach  dem  hier  angegebene 
der  in  Ni.  44  T  betrachtete  Fall  behandelt  weiden  konnte. 
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tt  Wäre  die  gegebene  Drehungsflftche  einEllipsoid,  so  w&re  noch^ 
eine  zweite  einfache  Auflösung  möglich.  Ifan  kann  näinlich  dann  ein  System 
Ton  Hülfsebenen  parallel  zur  Erzeugenden  des  Cylinders  annehmen  und  das 
Grandsystem  so  wählen,  dass  die  elliptischen  Schnitte  der  Drehungsfläche 
und.  der  Hül£sebenen  sich  auf  die  eine  Grundebene  als  Kreise  projiciren. 

453.  UebUQgsanfgaben.    Es  schneiden  sich 

1)  ein  hyperbolisches  Faraboloid  und  eine  Engel; 

2)  das  in  Nr.  339,  l  beschriebene  senkrechte  Conoid  und  ein 
Wulst,  für  welchen  die  gerade  Leitende  des  Conoids  die 
Drehujgsaxe  ist; 

3)  ein  Drehungs-Hyperboloid  und  eine  Wendelfläche  (Nr.  342)^ 
deren  Axe  in  die  Drehungsaxe  fallt; 

4)  irgend  eine  Drehungsfläche  und  eine  Gylinderfläche,  deren 
Erzeugende  parallel  zur  Drehungsaxe  ist; 

5)  eine  entwickelbare  Schraubenfläche  und  ein  Drehungs-Para— 
boloid,  dessen  Axe  mit  der  Axe  der  Schraubenfläche  pa- 
rallel liegt.* 

Schnitt  zweier  Drehungsflächen. 

454.  Haben  die  beiden  gegebenen  Drehungsflächen  die  Axe 
gemeinschaftlich,  so  können  sie  sich  nur  nach  Parallel- 
kreisen  schneiden;  denn  eine  zur  Drehungsaxe  senkrechte  Hülfs- 
ebene  schneidet  beide  Flächen  nach  concentrischen  Ereisen,  welche 
also,  wenn  sie  nicht  ganz  ineinander  fallen,  gar  keinen  Punkt 
gemein  haben. 

455.  Sind  die  Axen  zweier  Drehungsflächen  parallel,   so 


*  Die  zu  den  Axen  senkrechten  Hülfsebenen  (von  denen  man  eine  als  H£ 
nimmt)  schneiden  die  Drehungsfläche  nach  ParaUelkreisen  und  die  Schrauben- 
flache  nach  Ereisevolventen,  deren  H-Projectionen  unter  sich  congment  sind, 
aber  aus  verschiedenen  Punkten  der  Schraubenlinie  entspringen.  Man  reicht 
mit  der  Zeichnung  einer  solchen  ETvolyente  aus,  nämlich  mit  der  Flächenspor^ 
wenn  man  jede  Hülfsebene  mit  dem  in  ihr  liegenden  ParaUelkreis  in  sich 
selbst  um  den  Punkt  dreht,  wo  ihr  die  Axe  der  Scbraubenflache  begegnet, 
und  zwar  so  lange,  bis  die  H-Projection  der  entsprechenden  Schnitt-Evolvente 
mit  der  Spur  der  Schraubenfläche  zusammenfällt;  die  erhaltenen  gemeinsamen 
Punkte  des  Parallelkreises  und  der  Evolvente  lassen  sich  dann  durch  RQck- 
drehung  leicht  an  ihren  wahren  Ort  versetzen. 


licht  20  projiciren,  da  ein  und 
de  Flächen  nach  Farallelbreisei 

L  die  Axen  der  g^ebenen  Flächi 
man  zur  Auffindung  der  D 
fBflächen  an.  Es  achneidet  nän 
±  in  der  Axe  einer  Drebungs 
lach  einem  Parallelkreise  ( 
in  Kugelmittelpunkt  den  Punk 
lachen  sich  begegnen,  so  wird 
lem  Parallelkreise  geschnitten, 
ie  der  zwei  Parallelkreise  liegen 
nen  Ftächen.  Zu  leichterer  B« 
D  die  HE  senkrecht  zu  der  ei 
Ulel  zu  beiden  Axen. 

el. 

w.'hin  angegebenen  Lage  des  6r 

{o,o'o")  and  {oXt&'x")  die  Drehungsaxen,  u'v' 
vertik^en  Umrisse  zweier  Drehungsflächen.  Eil 
um  0"  mit  beliebigem  Halbmesser  beschrieben,  st 
Ümrias  einer  Kugel  Tom  nämlichen  Halbmesser 
Mittelpunkt  im  Schnitte  (o,  o")  beider  Aien  hat  i 
Flächen  nach  Parallelkreisen  schneidet,  deren  ^ 
Seraden  m'n',k'l'  sind;  daher  ist  o'  die  gemeint 
jection  zweier  Funkte  der  Curre,  In  welcher  si 
flächen  schneiden;  die  zugefacrigen  H-Frojectic 
man,  nachdem  die  H-Projection  moin..  des  1 
Partdielkreises  MN  gezeichnet  worden  ist. 

um  fär  die  Schnittcurve  andere  Paare  vo: 
halten,  gibt  man  der  HtÜfskugel  andere  Halbn 

*  Die  Etwne  beider  Drehnngsuen  ist  iminer  et 
Hanptebene  der  gegebenen  Fl&chen.  Da  non  die  in 
Fischen  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  so  liefert 
spiel  fQr  den  in  Nr.  438,  t  angefahrten  Satz.  (Hat  ein 
EreU  mit  den  beiden  verticalen  FlScheunmriasen  iwei  S< 
öcb  erst  in  ihren  Verllngernngen  schneiden,  so  lii 
ftof  der  Fortsetzung  der  krammen  Linie ,  irelche  man 

anglar,  dMOiipt.  Owmetrie.    4,  Ann. 
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"  f  Zur  Bestimmiuig  der  Tangente  für  einen  h 

,:;        (atiO*)  der  Schnittcarve  zeigen  sich  zwei  Wege,  V' 

(         der  in  Nr.  439  angedeutete  betreten  werden  so] 

i       Scheidung  der  beiden  gegebenen  Drehungsflächen  ] 

deren  Ase  vertical  steht,  die  erste. 

Die  H-Spur  FQ  der  Ebene,  welche  die  erste 
im  Punkte  («a,«')  berührt,  wird  nach  Nr.  347 
BerfihrungsebeDe  der  zweiten  Drehungsfiäche  für 
Punkt  steht  senkrecht  auf  der  in  (ag,a')  errichte 
der  Fläche;  ihre  H-Spur  BQ  ergibt  aieh  also  nac' 
man  vorher  diese  Normale  (c'a'.cßa)  bestimmt  h 
Nr.  347,  t  geschieht.  Die  H-Spur  der  gesuchten  "] 
daher  iQ(h,q'a')  die  Tangente  selbst. 

Ein  anderer  Weg  wird  durch  die  Bemerkung 
eine  Ebene  e,  durch  die  von  (o^iaO  ausgehenden 
der  Flächen  geführt,  auf  den  vorbin  benützten  Be 
und  also  auch  auf  der  gesuchten  Tangente  senkrec 
stimmt  man  diese  Normalen  (c'a',  cog),  (d'a',oa^) 
der  durch  sie  gehenden  Ebene  e,  so  erhält  man  c 
aiQ,a'q'  der  Tangente  nach  Nr.  55.  In  Fig.  1^ 
H-Spur  EF  der  Ebene  s  gezeichnet;  die  V-Sp 
Raumerspamiss  und  zugleich  zur  Vereinfachung  de 
durch  die  Linie  (c'd'.,co)  ersetzt,  in  welcher  die  e 
beider  Drehungsaien  sich  schneiden.  Diese  Linie  i 
V-Spnr  parallel  {Nr.  5,  IV)  und  auf  ihrer  V-Frojec 
^so  die  V-Projection  a'q'  der  Tai^ente  senkrecht 

tö7.  Liegen  die  Axen  der  gegebenen  Drehung 
in  einerlei  Ebene,  so  legt  man  in  der  R^el  i 
senkrecht  zur  einen  Axe  imd  die  YE  parallel  zi 
bedient  sieb  einer  Reihe  horizontaler  Hülfsebenen 
Hülfsebene  schneidet  aber  nur  die  eine  Fläche  nach 
die  andere  Fläche  wird  nach  einer  Curve  C  gesc 

Flächensclmittea  fand,  aber  er  ist  nicht  mehr  Projection 
dieses  Schnittes.) 

*  Demnach  ist  a  eine  Noimalehene  der  Schnittcnrv 
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mstruiren  musB, 
usiällt  als  in  Pä 
jesondern  ümstä 
■e  Vortheile  gew 

äcbnitt  zweier 
einerlei  Ebene 
die  VE  parallel 

.  „    .  ihre  V-Projectio: 

die  V-Projectienen  der  Hauptmeridiane, 
jectionen  der  zweiten  Meridian-Halbaxen 
dem  noch  den  kürzesten  Abstand  S  der 
sind  die  beiden  Fläeben  und  ihre  geg 
geben.  Die  vortheilhafteste  Wahl  der 
folgender  Betrachtung  ergeben. 

Das  Ellipsoid,  dessen  Meridian  in  i 
das  erste,  das  vom  Meridian  SET.. 
durch  den  Mittelpunkt  0  des  ersten  eine 
des  zweiten  und  nehme  diese  Parallel 
dritten  Ellipsoids,  dessen  Meridian  dei 
und  dessen  Aequator  mit  dem  des  erE 
die  Grösse  des  Halbmessers  gemein  hi 
den  Hauptmeridian  dieses  dritten  Elli 
man  x'o' ..  \{r'w'  und  o'&'d.o't  zieht 
Länge  o't  aus  der  Proportion  o't'io' 
über  den  Halbazen  o'z',o'i'  eine  Ellipse 
Ellipse  und  die  Ellipse  v'u'w'..  schnei 

*  Um  den  Schnitt  C  einet  horizontalen 
üiche  in  projiciren,  deren  Aie  parallel  zar  V 
ist,  nimmt  man  zu  Hülfsschnitten  PoralleU 
solchen  FarallelkreiseB  ist  eine  Gerade,  weit 
DarchmeeaerB  angibt ;  die  elliptdecbe  H-Proj 
zeiclinen;  viebnehi  projicirt  man  die  (zur  VE 
kreiaes,  welche  in  die  Ebene  H  fUllt  nnd  d 
der  Drehnngsaie  senkredit  halbirt  wird;  die 
;  wenn  man  den  ParaUelbreis  in  die  ebengenai 
'     klappt    Die  Endpunkt«  der  Sehne  gehören  i 
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I 

welche  paarweise  in  gerader  Linie  mit  o'  liegen ;  denn  zieht  man  x^*o' 
und  macht  (auf  ihrer  Verlängerung)  ö'n'  =  o'm',  so  muss  der 
Punkt  n'  auf  die  Peripherien  beider  Ellipsen  zugleich  fallen,  in- 
dem m'o'  die  Hälfte  eines  den  beiden  Ellipsen  gemeinschaft* 
liehen  Durchmessers  ist;  ebenso  ist  l^fo'V  ein  zweiter  gemein- 
schaftlicher Durchmesser.  Demnach  haben  auch  die  wirklichen 
Meridiane  VTJW..  und  ©JRZ^..  zwei  Durchmesser  W^  und  KL 
gemeinschaftlich.  Da  femer  das  erste  und  dritte  EUipsoid  auch 
den  in  o'  projicirten  Aequator-Halbmesser  gemein  haben,  so  liegt 
eine  Ellipse,  welche  diesen  Halbmesser  und  die  Linie  OSR  zu 
Halbaxen  hat,  auf  beiden  Ellipsoiden  zugleich,  und  aus  denselben 
Gründen  gehört  eine  zweite  Ellipse,  deren  Halbaxen  in  o'  k'  und  & 
projicirt  sind,  den  beiden  Ellipsoiden  gemeinsam  an;  folglich 
schneiden  sich  diese  Ellipsoide  in  zwei  Ellipsen  9)1.. 91 
und  K,.L.  —  Zieht  man  nun  m'w' w'  ||  m'n'  und  betrachtet  m'w' 
als  V-Projection  für  einen  elliptischen  Schnitt  M, .  N  des  zweiten 
Ellipsoids,  so  sind,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  die  Ellipsen  SR. . 5R 
und  M..N  ähnlich  und  überdiess  ihre  Axen  parallel;  daher 
müssen  auch  ihre  Projectionen  auf  einerlei  Grundebene  ähnlich 
sein;  wenn  also  die  Projection  der  einen  ein  Kreis  ist,  wird  auch 
die  Projection  der  andern  ein  Kreis,  und  zugleich  projiciren  sieb 
alle  njit  2R . .  91  parallelen  Schnitte  sowohl  des  ersten  als  des- 
zweiten  Ellipsoids  nach  Kreisen. 

Die  H-Projection  der  Ellipse  9D1..91  wird  ein  Kreis,  wenn 
die  H-Projection  der  Halbaxe  09DI  die  Länge  der  zweiten  Aie 
(welche  sich  auf  die  HE  in  wahrer  Grösse  projicirt)  erhält.  Die 
Länge  dieser  zweiten  Axe  ist  o'v\  Beschreibt  man  daher  über 
m'o'  einen  Halbkreis,  trägt  von  m'  aus  die  Sehne  m'Ä' :=o't;' ein 
und  legt  die  HE  parallel  zu  dieser  Sehne,  so  sind  die 
H-Projectionen  aller  Schnitte,  welche  in  den  beiden  gegebenen 
Ellipsoiden  durch  zu  m'n'  parallele  und  zur  VE  senkrechte  Hülfs- 
ebenen  hervorgebracht  werden,  Kreise,  und  mittels  eines  solchen 
Ebenensystems  ist  nun  die  Projection  des  Schnitts  beider  Ellipsoide 
leicht  zu  finden. 

Hätte  man  den  Halbkreis  über  m'o'  auf  der  entgegenge- 
setzten Seite  dieser  Linie  errichtet,  so  würde  die  HE  eine  andere 
Lage  erhalten,  aber  wieder  die  nämlichen  Vortheile  gewährt  haW. 
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Femer  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  statt  der 
Ellipse  3H..5n  parallelen)  Hiilfsebenen  auch  eben 
der  Ellipse  E..L  paralleles  System  in  Anwendun 
den  kann,  und  dass  es  hier  abermals  zwei  Ter 
einer  HE  gibt,  auf  welche  sich  die  Schnitte  de: 
stems  kreisförmig  projiciren.  Für  die  Lage  de 
liat  man  also  die  Auswahl  unter  vier  rerschiede 
Ist  ®®  (llffj'Ä')  der  Gnindschnitt  und  eil 
Parallele  uo..  die  H-Projection  der  ersten  Dreh 
hält  man  für  die  H-Projection  der  zweiten  Drehui 
Parallele  rw..,  welche  von  uo..  um  S  absteht 
filr  eine  Hülfsebene  der  früher  erwähnten  Art  se 
dann  sind  p'q\x'y'  die  V-Projeetionen  der  Ellipi 
die  gegebenen  Flächen  geschnitten  werden,  und  pi 
messer  der  zugehörigen  (kreisförmigen)  H-Projec 
(ojO),  (b,h')  zwei  Punkte  der  gesuchten  Durchsc 
t  Eb  ist  klai,  dftss  anch  für  den  Fall,  wo  die  Dr 
EQipaiitde  sich  schneiden,  die  obige  AnflOenng  bi&acbl 
der  in  Nt.  456  gelehrten  eabstitairt  «erden  konnte;  doch  i 
*1b  die  einfacheTe,  TorznzielieD. 

Ebene  Sctmitte  iwiaotieii  iwei  Fl&chen  Kweitei 
469.  Wenn  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  F 
Cylinderfläche  sich  schneiden,  so  werden  alle  die  E 
auf  den  Mantellinien  des  Cylinders  durch  die  FlS 
sind,  von  einer  Diametralebene  der  F  halbirt.  I 
besteht  demnach  aus  zwei  Theilen,  welche  gegen  < 
ebene  nach  dem  ihr  conjugirten  Durchmesser  syn 
(vgl.  Nr.  275,  f).  Diese  Theile  bilden  getrennte  j 
Oylinder  die  Fläche  F  durchdringt.  Ist  in  diesen 
Ast  eben,  so  muss  nach  Obigem  auch  der  andere 
Wird  ein  ebener  Schnitt  einer  Fläche  zwe 
alsLeitlinie  einerCylinderfUehe  genommei 

*  Aendert  man  die  obige  Aufgabe  dahin  ab.  dass  stat 
iigend  zwei  Drehnngsflächen  zweiter  Ordnung  gegeben  b 
scbirer  zn  ermitteln,  für  welche  Fälle  die  obige  Art  der  Aul 
bleibt. 


(tiese  die  erstere  Fläche  io  nocl 
gleichfalls  eben  ist. 

4€0.  Durch  eioen  im  Baume  gt 
Gerade  G  gelegt,  welche  zwei  gegeb 
Punkten  A,Ä'  achneidet.  Der  Punkt 
stimmt,  dass  er  mit  P  harmonisch  geg 
nun  durch  Q  und  die  Schnittlinie  dt 

neue  Ebene  E^  gelegt  und  schneidet  irgend  eine  zweite  durch  P- 
gezogene  Gerade  ®  die  Ebenen  E,  E\  E^  der  Reihe  nach  io  den 
Punkten  ^,^',0,  so  liegt  Q  mit  F  harmonisch  gegen  91  und  9'; 
denn  denkt  man  sich  durch  die  Schnittlinie  der  drei  Ebenen  und 
den  Punkt  P  eine  vierte  Ebene  geführt,  so  werden  die  vier  Ebenen 
von  der  Ebene  [G®]  nach  vier  Geraden  geschnitten,  welche,  da 
sie  einen  Punkt  mit  den  vier  harmonischen  Punkten  A,A',P,Q 
verbinden,  selbst  harmonisch  li^en,  mithin  jede  in  ihrer  Ebene 
gez(^ene  Gerade  harmonisch  schneiden  (S.  275,,,).'*' 

Hieraus  folgt  umgekehrt:  Wenn  zwei  gegebene  Ebenen  E,E' 
von  einer  nm  den  festen  Punkt  P  sich  drehenden  Geraden  in  den 
veränderlichen  Punkten  .il,X'  geschnitten  werden,  ao  ist  der  geo- 
metrische Ort  des  Punkts  Q,  welcher  auf  der  Geraden  harmo- 
nisch mit  P  gegen  A  und  A'  liegt,  eine  Ebene  Et,^  welche  durch 
die  Schnittlinie  der  E  und  E'  geht  (oder,  falls  diese  beiden 
Ebenen  parallel  sind,  ihnen  parallel  liegt,  wobei  man  die  gemein- 
same Schnittlinie  aller  drei  Ebenen  in  unendlicher  Entfernung  zu 
denken  hat). 

SelbstverstELodlich  kaun  dieser  Satz  auch  so  ausgesprochen 


'  Der  obige  Satz  ist  nnr  ein  besonderer  Fall  des  nachstehenden  allgt- 
zes.    Sind  durch  eine  Gerade  X  vier  Ebenen  bo  ge- 
legt, daBB  aie  eine  andere  Gerade  G  in  vier  harmonischen  Pnnkten 
schneiden,   ao  werden  die  Ebenen   (welche  dann  selbst   .harmoDiscli 
li^end'  heisaen)  von  Jeder  beliebigen  Geraden  G'  in  harmonische 
pQnkten  geschnitten.    Diess  erhellt  schon  ans  Obigem,  falls  G'  mit  i 
in  einer  Ebene  hegt.    Andernfalls  ergibt  sich  der  Beweis,  wenn  man  aaf. 
iwei  Pnnkte  c,c'  beliebig  wählt,    die  vier  gegebenen  Ebenen  dnrch  i 
Ebenen  [cG],  [c'ö']  schneidet,  nnd  beachtet,  dass  von  den  acht  SchnittÜDi 
je  zwei  auf  der  Geraden  znsamiaeDtreffen  mflssen ,  in  welcher  die  Eben 
(cÖ],  [c'G'J  eich  begegnen. 
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die  Namen  E'  und  Eo,  sowi« 

imd  Q,  miteinaDder  vertansf 

r  Ordnuug  F  von  einer  Ebt 

iu;   P  sei  die  Spitze  ränes 

m  hat,  Eq  die  Polarebene  t 

Da,  wenn  eine  Mantellinie 

B  Fläche  F  in  dem  auf  C  lief 

in  A'  schneidet,  die  Punkte  j 

6V6V.  ^^  .  ^^^^  ^,P  liegen  (Nr.  387),  so  ßUt  r 

Satze  der  Puntt  Ä'  immer  in  eine  bestimmte 

der  £egel  hat   ausser  der  Curve  C   nocl 

ebene  Curve  C   mit  der  Fläche  F  gemei 

der  Cnrven  C,C'  und  die  Polarebene  der  Kegel 

auf  die  Fläche  F  schneiden  sich  in  einer  Ge: 

sämmtlich  parallel. 

Anmerk.  Wie  in  gewisMn  Fällen  eine  Linie' iwei 
ivei  in  einer  Ebene  li^ende  Gerade  ersetzt  weiden  koni 
>o  können  zwei  Ebenen  eine  Flache  zweiter  Ordnnne  t^ 
perboliBcber  Cjlinder  verwandelt  aich  in  zwei  sich  schnei 
puttboUscher  Cjlindei  in  zwei  parallele  Ebenen,  wenn 
Hjperbel  in  ihre  Asymptoten,  die  leitende  Parabel  in  zw 
flbeigehen  Iftasi)  Die  Umkehrnng  des  zu  Anfang  der  ! 
Satzes  Mit  dann  mit  dem  ersten  der  S&tze  in  Nr.  38?  ! 
man  die  Ebenen  E,E'  an  die  Stelle  einer  Fläche  zweit« 

461.  Durch  zwei  ebene  Curven  auf 
zweiter  Ordnung  lassen  sieh  immer  zwei 

Für  den  Fall,  dass  die  Ebenen  der  Curven 
dieser  Satz  schon  früher  (Nr.  305.  309)  erwiesen. 
aber  die  Ebenen  der  auf  der  Fläche  aweiter  Ordii 
Cnrven  C,  6"  in  der  Geraden  X,  so  denke  man  ; 
welche  der  Fläche  F  nach  den  Gurren  C,  G'  berübi 
Bind,  und  lege  durch  die  Verbindungslinie  Y  de 
spitzen  eine  Ebene  H,  welche  die  C  in  den  Punk 
in  den  Punkten  A\B',  die  X  im  Funkte  ß  s( 
Beziehung  auf  die  Schnitteurve  der  H  und  F  di 
Polare  des  Punkts  D  ist  (Nr.  285,2),  so  liegt  sov 
pQukt  Si  der  Geraden  AÄ',BB'  als  auch  der 


1 


en  ÄB',Ä'B  auf  r(Nr.  285,  s);  also  gehen  bezüglidi 
e  J^  die  PolarabcDen  der  Punkte  Sx,Ss  durch  X 
Betrachtet  man  die  X  zunächst  ak  Schnittlinie  der 
!  für  Si  upd  der  Ebene  C,  so  folgt  ans  Nr.  460,  dass 
C",  in  welcher  ein  dorcb  die  Leitlinie  C  and  die 
bestimmter  K^el  die  Fläche  F  zum  zweitenmale 
in  einer  durch  X  gebenden  Ebene  liegt;  der  Gurre  C" 
)er  die  Punkte  A',B'  an;  folglich  föllt  die  Ebene  der  C" 
Ibene  der  C  zusammen,  oder  die  Curven  C"  und  C 
I  identisch.  Ebenso  erhellt,  dasa  der  Kegel,  welcher  C 
den  und  S^  zur  Spitze  hat,  durch  C  gehen  muss. 
erade  wie  X  ond  T  (d.  h,  zwei  Gerade  welche  gegen  eine  Fläche 
noiig  F  so  liegen,  dasa  die  Polarebenen  ffii  alle  Pankte  der  einen 
ndere  gehen,  —  Tgl.  Nr.  887)  können  wechselseitige  Polar- 
igUcb  der  Fläche  F  genannt  werden. 

T  oben  erwieaene  Satz  führt  noch  auf  zwei  Sätze,  welche 
zung  Dessen  dienen,  was  in  Nr.  387  über  die  Polarität 
in  zweiter  Ordnung  vorkam.     Nämlich: 
;  man  durch  eine  gegebene  Gerade  X  beliebig 

neu,  welche  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ord- 
schneiden,  und  durch  die  beiden  Schnittcurven 
;el,  so  fallen  die  Spitzen  dieser  Kegel  immer 
bestimmte  Gerade  T,  nämlich  auf  die  Gerade, 
sflglich  der  Fläche  F  als  Polarlinie  zu  X  gehört. 
m  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  beliebig 
men,  welche  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ord- 
schneiden,  so  fallen  die  Spitzen  der  durch  die 
^hnittcurven  gehenden  Kegel  immer  in  diejenige 
velche  bezüglich  der  Fläche  F  die  Polarebene 
:tes  P  ist. 
te  Satz  ist  eine  namittelbare  Folgenmg  ans  dem  Vorangegangenen. 

Satz  erhält  man  aas  dem  ersten,  indem  man  beachtet,  dass,  wenn 
2|,S^,  Xj  durch  einen  Pnnkt  P  gehen,  die  za  ihnen  gehörigen 
7|,  Tj,  Tg  in  einer  Ebene  (der  Polarebene  für  P)  liegen  mBssen. 

In  Nr.  459 — 461  ist  stillschweigend  angenommen,  die 
'  sei  weder  ein  Kegel  noch  ein  Cylinder.  Es  bleibt 
prüfen,  ob  die  dort  angesprochenen  Sätze  auch  für 


ig  übergangeDen  Fälle  gelten,  wobei  auf  die 
«D  der  K^el-  ood  Cylinderflächeo  zurückzu- 

>rt  einer  Geraden,  welche  eine  g^bene  F 
Ordnang  berflbrt  nüd  dnicb  einen  an» 
kt  P  geht ,  wird  dnrch  iwei  Bertlinings 
Mar  tritt  daher  an  die  Stelle  des  ans  P  e 
fela;  die  BerOhrnngBcnne  wird  dnich  n 
linien  der  gegebenun  Fläche  vertreten. 

Die  Fobrebene  eines  Pnnkta  P  ic  Being  anf  eine  E^lfläi 
Oidnnng  iat  diejenige  Diametralebene,  welche  dem  dnrch  P  gehen 
messer  zugeordnet  i«t.  (Tgl.  Nr.  287.)  Hieraus  folgt,  dass  alle '. 
nimlichen  DarcbmeeserB  einerlei  PoUrebene  haben,  and  dass  einer 
ebene,  ab  FolarebeDe  betrachtet,  anendlich  viele  Pole  entspreche 
alle  Pnnkte  des  ihr  zngeordaeten  Durch  messers. 

Schneidet  eine  als  Polarebene  angenommene  Ebene  die  Keg 
einer  Curre,  so  ist  der  zngehorige  Pol  die  Spitze  des  gegebenen 
dieser  mit  dem  nach  der  Schnittcorve  za  nmecbieibenden  Kegel 
ftltt    Folglich  ist  die  Polarebene  der  Eegelspitze  nnbestimmt. 

Betrachtet  man  einen  Darchmeaser  der  Eegelfläche  als  dl< 
ivei  wechselseitigen  Polarlinien  (Nr.  461),  so  kann  für  die  ander«  ; 
aogenommen  werden,  welche  in  der  dem  Dnrchmesser  zngeordne 
tralebene  liegt 

In  Beziehong  auf  eine  Cjlinderflftche  zweiter  Ordnung  ist 
ebene  eines  gegebeneo  Punkts  P  parallel  zu  den  Mantellinien ; 
sie,  wenn  man  die  Fl&cbe  mittels  einer  dnrch  P  gehenden  I 
einer  Cnrre  schneidet  und  beiflglich  dieser  Corve  die  Polare  fB 
diese  Polare  liegt  in  der  Polaretwne,  Als  Pol  kann  aber  zu  der 
Polarebene  ansaer  P  noch  jeder  Pnnkt  der  Geraden  geboren,  die  m 
parallel  zu  den  Hantelliniea  legt. 

Der  Pol  jeder  Ebene,  welche  die  Gjlinderflache  in  einer  Cutt 
ist  der  unendlich  ferne  Pnnkt,  nach  welchem  die  Mantellinien  gei 
Wird  parallel  zn  den  Mantellinien  des  Cjlinders  eine  Oerad 
men  und  in  der  ihren  sämmtlichen  Pnukten  gemeiDschaftlichen 
beliebig  eine  zweite  Gerade  gezogen,  so  können  beide  Gerade  i 
seit'ge  Polarlinien  angenommen  werden. 

Dass  die  Beweisführung  über  die  Sätze  in  Nr. 
Nr.  460  nocb  passt,  wenn  F  eine  Kegel-  oder  Cylinder 
deutet,  ist  leicht  zn  ersehen. 

Hat  F  auch  in  Nr.  461  diese  neue  Bedeutung,  so 
der  im  Satz  genannten  Segelflächen  durch  die  g^ebene 
selbst  vertreten.     Von  der  Existenz  des  zweiten  Kegels 
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tnan  sich  durch  eine  unwesentliche  Moc 
Beweises.    Die  Gerade  Y  nämlich  er( 
Durchmesser  der  gegebenen  Eegelfläcl 
gellten  Diametralebene  zugeordnet 
Mantellinien   der  Cylinderfiäche   F  p( 

Pole  für  eine  durch  X  parallel  zn  der      „     = 

enthält;  der  Schnitt  einer  durch  Y  beliebig  geführten  Ebene  H 
und  der  Fläche  F  besteht  nunmehr  aus  zwei  Geraden,  was  aber 
(Nr.  285,  Anm.)  ohne  Einfiuss  auf  den  weiteren  Verlauf  des  Be- 
weises ist. 

463'  Haben  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  FifF^ 
eine  ebene  Curve  C  gemein,  während  sie  sich  noch  nach 
einem  zweiten  Curvenast  C  schneiden,  so  ist  auch  dieser 
andere  Ast  eben. 

L^t  man  nämlich  durch  drei  Punkte  Ä,B,D  der  Curre  C' 
eine  Ebene ,  so  schneidet  diese  die  Flächen  Fi ,  F^  nach  den 
Gurren  Ci,Cg.  Zwei  Kegel  Ki^K^,  von  denen  der  eine  durch  C 
und  Ci,  der  andere  durch  C  und  d  gelegt  ist  (Nr.  461),  schnei- 
den sieh  in  einer  ebenen  Curve  C«  (Nr.  460.  462) ,  welche  mit 
jeder  der  Curven  Ci,Ci  die  drei  Punkte  A,B,B  gemein  hat, 
mithin  in  der  gemeinschaftlichen  Ebene  dieser  beiden  Curven 
liegt.  Da  aber  diese  Ebene  weder  den  einen  noch  den  andern 
der  Kegel  Ki,Ez  in  zwei  verschiedenen  Curven  schneiden  kann, 
so  sind  die  drei  Curven  Ct>-,Ci,Cz  identisch,  und  also  ^t  auch 
die  Curve  C"  mit  ihnen  zusammen. 

464.  Wenn  die  Curve,  in  welcher  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung  zusammentreffen,  sich  selbst  durchschneidet,  so  findet  in 
diesem  Doppelpunkt  zugleich  Berührung  zwischen  den  Flächen 
statt ;  denn  zieht  man  durch  den  Doppelpunkt  der  Curve  an  jeden 
der  sich  kreuzenden  Bögen  eine  Tangente,  so  ist  die  von  beiden 
Tangenten  bestimmte  Ebene  eüie  gemeinschaftliche  Berfihnu^ 
ebene  beider  Flächen. 

Hat  der  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  zwe 
doppelte  Punkte  A,B,  so  berühren  sich  die  Flächen  in  beidet 
Punkten.  In  diesem  Falle  zerlegt  sich  der  Durchsehnit 
in  zwei  ebene  Curven.     Um  diess  zu  erweisen,  nehme  ma 
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in  A  sich  kreuze 
nen  Punkt  E, 
erstere  Ebene  scfa 
7a,  welche  beide 
in  A  und  B  sieb 

Cnrren  zwei  um 
cb  in  fünf  Panli 

sind.  Ebenso  zei 
iD  Flächen  nach 
r.  458.) 

zwei  Kegelflä 

ftliche  Beruh 

h  in  ebenen  C 

^  schon  im  vori 

leidet  eine  Manti 

m,  und  jeder  die 

beiden  Flächen  gemeinsamer  Berührui 

Torhin)  die  Existenz  einer  ebenen  S 

(Nr.  463)  auf  einen  zweiten  ebenen 

t  Man  sieht,  dass  der  Satz  ui 
die  eine  oder  jede  der  beiden  Kegel: 
fläche  zweiter  Ordnung  ersetzt. 

ff  Die  zwei  Punkte,  in  denen 
berfihreu,  liegen  auf  der  Schnittlin 
denen  die  eine  durch  die  Bertthrungani 
die  andere  durch  die  Berührungsmai 
bestimmt  wird.  Zwei  Kegel  könnei 
Ebenen  parallel  sind,  also  die  Be 
m  unendlicher  Entfernung  Terschwin 
Falle  parallel  zu  den  ebengenannten 
einen  auf  beiden  Kegelflächen  liegei 
diese  jeden  Kegel  nach  einer  Curve 
Punkten,  also  nach  einer  Hyperbel; 
zu  Asymptoten  die  Schnittlinien  dei 
Berührongsebenen.    Da  aber  eine  E 
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toten  und  einen  Peripheriepunkt  B  völlig  bestimmt  ist  (Nr.  202, 
Anm. ;  Nr.  230),  so  schneidet  die  Ebene  P  beide  Eegel  nach  einer 
und  derselben  Curve,  und  diese  muss  bei  veränderter  Lage  des 
Punktes  B  die  nämliche  bleiben,  weil  sonst  die  zwei  Kegel  ganz 
zusammenfallen  würden. 

Zusatz.  Aus  dem  Satze  dieser  Nummer,  in  Anwendung 
auf  zwei  Cylinderflächen  (f),  folgt: 

Ist  in  jeder  der  Grundebenen  eine  Ellipse  oder  in 
jeder  eine  Hyperbel  so  gegeben,  dass  beide  Curven  auf 
der  Zeichnungsebene  zwei  gemeinschaftliche  zum  Grund- 
schnitt senkrechte  Tangenten  zulassen,  so  können  diese 
Curven  immer  als  die  Projectionen  zweier  Ellipsen  oder 
Hyperbeln  betrachtet  werden.  Denn  jede  jener  Tangenten 
stellt  auf  der  Zeichnungsebene  die  Spuren  einer  Ebene  vor,  welche 
die  beiden  projicirenden  Cylinder  der  im  Räume  gedachten  Curve 
berührt. 

466.  Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  in  drei 
gemeinsamen  Punkten  gemeinschaftliche  Berührungs- 
ebenen haben,  so  beruhigen  sie  sich  noch  in  unendlich 
vielen  andern  Punkten,  nämlich  längs  einer  Curve, 
welche  in  der  durch  jene  drei  Punkte  bestimmten  Ebene 
liegt. 

Die  letztgenannte  Ebene  muss  nämlich  die  beiden  gegebenen 
Flächen  in  einer  Curve  schneiden,  da  ihre  Schnitte  mit  den  ein- 
zelnen Flächen  drei  Punkte  sammt  den  zugehörigen  Tangenten, 
also  eigentlich  sechs  (paarweise  zusammenfallende)  Punkte  gemein 
haben,  mithin  identisch  sind.  Soll  nun  der  einen  Fläche  längs 
dieser  gemeinsamen  Curve  ein  Berührungskegel  umschrieben  wer- 
den, so  bestimmt  sich  dessen  Spitze  als  Schnittpunkt  der  drei 
vorausgesetzten  Berührungsebenen.  Weil  aber  diese  Ebenen  zu- 
gleich die  zweite  Fläche  in  Punkten  der  gemeinsamen  Curve  be- 
rühren, so  ist  jener  Kegel  auch  der  zweiten  Fläche  längs  der 
Curve  umschrieben,  oder  die  beiden  gegebenen  Flächen  haben  in 
allen  Punkten  der  Curve  gemeinschaftliche  Berührungsebenen. 
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SelbfltBclmitt  einer  Fläche. 

467.  Wenn  eine  krumme  Flache  sich  selb 
30  kann  man  die  Scbnittcurve  durch  die  nämlich« 
welche  bisher  für  die  Schnitte  zweier  rerschicc 
Dfttzt  wurden.  Man  behandelt  die  beiden  zum  1 
menden  Flächentheile  wie  zwei  gesonderte  FUc 

468.  Anfg.  Der  Mittelpunkt  einer  1 
stantem  Halbmesser  bewegt  sich  In  ein 
Tente.  Mao  soll  die  ÜmhüUungsfläche  di 
stellen  und  dea  Selbstdnrchschnitt  der  F 

Anflösiuig. 

a)  Es  sei  QoaRfj . .  ein  in  der  HE  liegender 
sane  Evolvente.  Die  ümhüllungsfläche  der  i 
punkte  in  der  Evolvent«  fortschreitenden  Kugel 
fläche  (Nr.  313)  und  ihre  Charakteristik  ei 
welcher  sich  auf  die  HE  als  eine  Normale  di 
vente  projieirt ,  weil  seine  Ebene  normal  a 
steht.  Die  H-Projection  fflr  eine  Lage  desselbi 
oQ=oB=  dem  Kugelhalbmesser).  Man  k 
als  die  Erzeugende  der  Böhrenfläche  betrachte 
ausBCT  Acht  hissen.  Da  jede  Normale  der  Ev< 
Öoa-Bo . .  berührt  (Nr.  215),  so  wird  die  (erweitt 
Ebene  des  Erzeugungskreises  in  jeder  L^e  eir 
hnder  6  berühren,  dessen  H-Spur  der  Kreis  < 
das  Entstehungsgesetz  der  Eöhrenfläche  lässt  sie 
aussprechen,  dass  sie  durch  einen  Kreis  erzeugi 
weiterte  Ebene  sich,  ohne  za.  gleiten,  an  einem 
wälzt,  oder  (was  im  Wesentlichen  auf  dasselbe 
um  einen  solchen  Cylinder  aufwickelt,  Dabe 
der  Mittelpunkt  o  des  Kreises,  sondern  auch 
Peripherie  eine  Evolvente  beschreiben;  alle  diese 
in  parallelen  Ebenen,  welche  den  Cylinder  ß  st 
MantelUnien  schneiden,  und  gehören  gleichen 
Projectionen  auf  die  angenommene  HE  sind  ali 
gment  und  unterscheiden  sich  nur  hinsichtlich 
Die  beiden  in  die  HE  fallenden  Funkte  Q,,l 
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kreises  beschreiben  zwei  Erolventen,  welche  d: 
gleich  den  horizontaleD  Umriss)  der  Fläche  toi 
Punkten  Qo,-Ro  des  Ereises  Q^aB^..  entspi 
Umstände,  dass  die  eine  dieser  Evolventen 
schneidet,  lässt  sich  schon  schliessen,  dass  dii 
selbst  durchschneiden  müsse. 

Während  der  Bewegang  des  erzeugende! 
Lage  QOR  aus  beginnend)  kOnneo  sich  zy 
Lagen  des  Durchmessers  QB  so  lange  nicht 

Punkt  jB  den  Funkt  Bo  nicht  erreicht  hat;    

sich  erst  die  Verlängerungen  solcher  Lagen,  und  zwar  auf 
dem  Kreise  QaaBa--<  welcher  die  ümhüllungslinie  aller  ver- 
längerten Lagen  abgibt.  Ist  aber  QE  über  die  Lage  Ooi^o 
hinausgekommen,  so  wird  sie  von  der  folgenden  (unendlich  nahen) 
Lage  in  einem  Punkte  geschnitten,  welcher  zwischen  ihre  Grenz- 
punkte  filllt  und  dem  Kreisbogen  Eo"Qo  angehört.  Diess  wieder- 
holt sich  so  lange,  bis  die  QB  in  die  Lage  ^oSRo  tritt,  von  wo 
aus  wieder  erst  die  Verlängerungen  zum  Durchschnitt  kommen. 
Wie  nun  die  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  H-Projectionen 
des  Erzeugungskreises  sich  in  Punkten  schneiden,  deren  Gesammt- 
heit  den  Bogen  BoaQa  bildet,  so  müssen  die  Lagen  des  Kreises 
selbst  sich  in  ihrer  stetigen  Aufeinanderfolge  paarweise  schneiden 
und  dadurch  eine  Curve  C  zum  Vorschein  bringen,  welche  sich 
in  jenen  Bogen  R^aQ^  projicirt,  und  zwar  so,  dass  jeder  Punkt 
des  Bogens  die  Projection  zweier  Punkte  von  C  ist.  Diese  Curve 
bildet  eine  Kückkehrcurve  für  die  IWhrenfläche  (Nr.  312,») 
und  kann  nichts  anderes  als  der  um  den  Cylinder  S  gebogene 
Erzeugungskreis  sein.  Die  unendlich  vielen  durch  die  ver- 
schiedenen Punkte  des  Erzeiigungskreises  beschriebenen  Evolventen 
haben  sämmtlich  ihre  Rückkehrpunkte  auf  dieser  Bückkehrcurve. 
In  derselben  stossen  zwei  Mäntel  der  Böhrenflache  zusammen, 
so  dass  von  jeder  der  ebengenannten  Evolventen  der  eine  Zwe^ 
dem  einen  Mantel,  der  andere  Zweig  dem  andern  Mantel  ange- 
hört. Beide  Mäntel  berühren  sich  in  allen  Punkten  der  Kück- 
kehrcurve; denn  bestimmt  man  die  Berührungsebene  für  einer 
solchen  Punkt   mittels    der    durch   ihn   gehenden  Tangente  ai 
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)d  der' Tangente  an  der  in  ihm  er*" 
erflhrt  die  letztere  Tangente  bei 
Iventenzweige  sich  selbst  im  ürs] 
die  erstere  (weil  die  ßückkehrcn 
^ehCrt);  folglich  ist  die  Ebene  b 
len  Mänteln    als  Berührungseben 

istdurcfaschnitt  der  Bdhrenääche  zi 

eine  Reibe  horizontaler  Ebenen  g 

:,  welche  je  zwei  in  eine  solche  Ehe 

iben.    Macht  man  den  Anfang  mi 

so  zeigt  sich,  dass  die  in  Qo  ent 

im  Punkte  O  sehneidet  und  von 

rente  in  den  Pnnkten  ©,  S,  5  j 

idet  die  letztere  sich  selbst  in  m 

Punkte  Q,9l,@,iS,2  gehören  also  dem  Selbstdurchschni 

der  Umklappnng  QV^It..  des  Erzeugungskreisea  sind 

punkte    Vi,Wi   einer  beliebigen  mit  QR  parallelen 

ümklappungen  zweier  Pnnkte  V,  W,  welche  nach  Wie 

tung  des  Kreises  gleiche  Höhe  über  der  BE  eiimehmt 

zwei  Evolventen  beschreiben  welche  in  einerlei  Ebene 

sich  schneiden;  die  H-Projectionen  dieser  Evolventen  g 

die  Projectionen  v,to  der  Punkte  V,W,  und  ihre  Urspri 

erhält  man,  wenn  man  mc  avo  =  arc  awo  =  ov  =  < 

die  nämlichen  9-Projectionen  passen  zugleich  noch  für  3 

Evolventen,  welche  von  den  in  V„  und  W„  umgeklappti 

beschrieben  werden;   diese  Evolventen  ergeben  als  Si 

Punkte  d,lD,s,a:,|,  deren  jeder  die  H-Projection  von  zw 

des  gesuchten  Selbstdurchschnitte  der  Fläche  ist.     Ii 

die  Lage  der  mit  QE  parallelen  Sehne  VW  ändert, 

noch  beliebig  viele  Punkte.  —  Die  beiden  in  o  proji 

inOi,0„  umgeklappten  Punkte  (der  höchste  und  der  i 

Erzeugungakreises   beschreiben  zwei  Evolventen,   dere 

schaftliche  Projection  oaa..  ist;  der  Punkt  a,   wo 

Zweige  der  letztern  sich  begegnen,  ist  also  ebenfalls  i 

tion  zweier  Punkte  des  gesuchten  Durchschnitts. 

Die  beiden  Zweige  der  Evolvente  oaa...  li^en  in 
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Durchmesser  am.,  des  Kreises  ^oaJJo-  symmetrisch 
leideD  sich  daher  auf  der  Richtung  dieses  (verlängerten) 
»sers.  Da  femer  (in  welcher  Entfernung  von  QR  man 
parallele  Sehne  VfWi  annehmen  m^,  und  seihst  wenn 
mit  QR  zusammenfallen  lässt)  immer  ov  —  ow,  und 
a«o  =  arc  aw^,  so  liegen  auch  die  beiden  Evolventen 
wwtyto...  symmetrisch  in  Beziehung  auf  die  Gerade  am...; 
Üe  l,x,^,  in  denen  die  eine  die  andere  schneidet,  li^en 
ebenfalls  auf  der  Richtung  von  am.  Hieraus  folgt, 
vei  Zweige  des  Selbstdurchsehnitts  sich  als  ge- 
nien  aS',@^  projiciren,  deren  gemeinschaftliche  ßich- 
rch  den  Mittelpunkt  des  Ej-eises  Öof^-Bo--  und  den  Ür- 
1er  leitenden  Evolvente  geht 

rie  a  auf  der  Verlängerung  des  Halbmessers  am,  so 
auf  der  YerläDgerung  von  Qotn,  91  auf  Eom...,  0  auf 
to  auf  Wo»»...;  wegen  der  Congraenz  aller  Evolventen 
ses  Qo«^  ■  ■  ist  au  =  ^0  Cl  =  BoSft  =  v^b  =  woW,  daher 

ma  =  mQ.  —  mS  =  mD  ^mroi 
hegen  die  Punkte  a,0,9t,t),ni  um  m  im  Kreise,  oder  ein 
Zweig  des  Durchschnitts  projicirt  sich  als  ein 
Dgen,  welcher  mit  dem  Bi^en  Q(,aBo  concentrisch  liegt 
gleichen  Gentriwinkel  umspannt  (W.  OmU  =■  W.  QomBa). 
rd  die  Evolvente  oaa ...,  und  mit  ihr  die  Böhrenfläche 
lach  beiden  Seiten  weiter  fortgesetzt  als  sie  in  Fig.  144 
}t  ist,  so  ei^eben  sich  wiederholte  Durchschnitte;  jeder 
Due  Durchschnitt  bildet  wieder  zwei  Zweige,  von  denen 
sich  als  Gerade  (in  der  Kiehtung  von  ma..)  und  der 
h  Kreisb<^eu  (concentrisch  mit  Qoalta  und  vom  i^m- 
entriwinkel)  projicirt. 

&.uf  einer  beliebig  gewählten  VE  sind  die  Projectionen 
ßückkehrcurve  und  die  verschiedenen  Zweige  des  Selbst- 
leicht auszuführen,  da  die  H-Distanzen  der  einzehiea 
mfcte  aus  der  Ümklappui^  QV,R..  äes  Erzeugungskreises 
ihmen  sind;  es  ist  nämlich  O^o  die  H-Distanz  der  vier 
welche  paarweise  in  o  und  a  projicirt  sind,  und  Viv  die 
]z  der  14  Punkte,  welche  paarweise  in  vo,wo,a:,t, 5,0,10 
sind  (und  von  denen  die  zwei  ersten  Paare  zur  Bfiekkehr- 


m  Selbstscfanitt  gehören).  —  Am  besten 
in  Curren  auf  eine  la  ma  senkrechte  TB 
ojieiren. 

ikelbare  Schraubenflllc 
gedacht,  bat  als  H-Spur  eine  endlose  KreiseTolvenb 
malige  Beg^en  der  beiden  Elrolventfinzweige  dei 
Selbstdurebschnitt  der  Fläche. 

Man  denke  sich  die  Schraubenlinie,  welche  als 
der  Fläche  auftritt,  vorläufig  nicht  weiter  nach  o 
als  in  Fig.  102,  wohl  aber  nach  unten  (unter 
durch  einen  Umgang.  Dadurch  erhält  der  Bogei 
Flächenspur  den  Zuwachs  Avqy  (vgl.  Nr.  322,  Sc 
der  Punkt  Z,  welchen  die  beiden  Zweige  A  PX  un 
haben,  gehört  zum  Selbstscbnitt  der  Fläche.  —  1 
der  Schraubenlinie  {A&c,  a'b'c"..)  vor  einem  and 
aua  hat,  vielmehr  die  Schraubenlinie  an  allen  JE 
Ton  derselben  Natur  ist,  so  ist  klar,  dass  bei  ei 
Verrücken  der  HE  immer  wieder  eine  Evolvente  s 
Fl&che  zum  Vorschein  kommen  müsste,  oder  das 
parallelen  Schnitte  Evolventen  sind,  deren  H-P 
Spar  XPAvy  congruent  sein  werden,  aber  in 
Punkten  des  Kreises  Abc.  entspringen.  Der 
Zweige  einer  solchen  Evolvente  gehört  ebenso  wii 
dem  Selbstdurchschnitt  der  Fläche  an.  Lässt  man 
Abc.  sammt  der  mit  ihm  fest  verbundenen  Ev 
sich  selber  drehen,  so  ßillt  die  letztere  nach 
den  Projectionen  aller  möglichen  horizontalen  Fläe 
sammen;  der  Punkt  Z  beschreibt  dabei  um  o 
welcher  die  H-Projection  für  den  Selbstdurchschi 
vorstellt;  eine  auf  der  Fläche  Uzende  Cnrve  ab( 
als  Kreis  h-projicirt,  ist  (nach  Nr.  324)  eine  Sc 
von  gleicher  Axe  und  Gai^höhe  mit  der  Bflckkeh 

Bei  weiterer  Fortsetzung  der  Schraubenfläcl 
und  nach  oben  begegnen  sich  die  beiden  wachsend« 
dmrch  einen  horizontalen  Schnitt  erhaltenen  Evo 
mehrereD  Pmikten,  und  wenn  man  wieder,  wie  vorh 

esgler,  d«>crtptlT« 
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>ndlo8  fortgesetzte)  Evolvente  A...  nach  i 
itionen  aller  horizontalen  Schnitte  durchlaut^n  lässt,  so 
)t  ausser  dem  Punkte  Z  auch  jeder  andere  Doppelpunkt 
eis  um  o.  Hieraus  wird  klar,  dasa  der  Selbstdurdiscbnit 
^grenzten  Sehraubenfläche  aus  unendlich  vielen  Schrauben 
Bsteht,  welche  mit  der  Rflckkehrcurve  die  Äie  und  di 
e  gemein  haben. 

I.  Unter  diejenigen  Flächen,  welche  sich  selbst  schneiden, 
lueh  die  windschiefe  Schraubenfläche,  sobald  sie 
ndig  gedacht  wird.  Indem  man,  um  die  Schnittcurre 
],  den  Flächenmantel  Qber  die  in  Fig.  110  angenommene 
binans  erweitert,  bietet  sich  zugleich  Gelegenheit,  die 
elbst  noch  etwas  näher  kennen  zu  lernen. 
Man  denke  sich  die  Linie,  welche  das  in  Nr.  341  be- 
stück einer  Schraubenfläche  erzeugte,  vorerst  einseitig 
-t,  nämlich  von  der  Äxe  aus  abwärts  (gegen  die  EE  zn); 
erweitert  sich  die  SchraubenMche  in  der  Art,  dass  ihr 
nach  einer  Seite  in's  unendliche  gedehnt,  in  vielen  Win- 
imi  sich  selbst  läuft,  von  denen  jede  alle  vorhergehenden 
ist.  Von  dieser  erweiterten  Fläche  soll  die  H-Spur  ge- 
werden. 

{aaiü^...,  a'a'a"...)  die  leitende  Schraubenlinie  und 
?')  das  Dreieck,  dessen  verlängerte  Hypotenuse  die  Fläche 
so  entspringt  die  H-Spur  in  o.  Bei  der  Fortbewegung 
ecks  schneidet  die  Hypotenuse  die  HE  in  immer  andern 
Pi,P2,...;  die  Entfernungen  dieser  Punkte  von  o  wachsen 
nal  mit  den  eutsprechenden  Erhebungen  des  Punktes  Z 
HE,  und  da  diese  Erhebungen  (nach  Nr.  340,  c)  ihrer- 
der  in  Proportion  mit  den  Bögen  aai,flOa,...  stehen,  so 
1  sich  jene  Entfernungen  selbst  wie  die  erwähnten  Bögen. 
lur  der  Schraubenfläche  wird  demnach  durch  einen  Pnntt  P 
en,  wenn  dieser  sich  auf  einer  Geraden,  welche  sich  in 
um  0  di-eht,  von  o  aus  so  fortbewegt,  dass  sein  Vorwärta- 
,uf  der  Geraden  dem  Drehungswinkel  der  Geraden  propor- 
leibt.  Eine  nach  diesem  Gesetze  erzeugte  Curve  heisst 
ihimedische  Spirale. 
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ü  H-Spur  der  E 
n  der  eiozelnen 
Paukt  (c',C),w 
läcbenspur  anga 
H-Projection  aa 

..^.^ 80  die  Linie  oa 

Winkel  aoC  durchlaufen  hat,  ist  der  Punkt 
nm  die  Grösse  oC=^oa  yorgerückt.  Theil 
Bc^en  aC  in  ti  gleiche  Tbeile,  zieht  nach  < 
dien  Olli,  ooa,..,,  macht  oP,^-oa,  oPz  =  - 
o"P=^±?oa,....,  80  sind  i\,Pz,..,T," 
sachten  Spur,  welche  in  ihrer  Fortsetzung 
Windungen  um  den  Punkt  o  läuft. 

Dreht  man  die  Linie  ooi  rflckwärts  ^ 
sich  der  Punkt  Pi  immer  mehr  dem  Punkt 
mit  diesem  erst  dann  zusammen,  wenn  oi 
Daher  ist  oa  eine  Tangente  der  Spirale. 

ß)  Verlängert  man  die  Erzeugende  der 
aufwärts  und  lässt  das  Dreieck  OÄZ  sie 
Bo  setzt  sich  die  H-Spur  der  Fläche  von  o 
?i,''^2i---  fort  und  bildet  einen  zweiten  Zi 
welchem  sich  leicht  zeigen  lässt,  dasa  er 
sein  muss. 

RQckt  man  die  HE  beliebig  auf-  oder 
ala  Schnitt  immer  dieselbe  Spirale  erhalten, 

y)  Der  verticale  Omriss  der  Fläche  mu 
«inseitiger  Verlängerung  der  Mantellinien  m 
Unendliche  erstrecken  wie  die  Fläche  selbst. 
dargestellte  Bogen  TT  dieses  Umrisses,  wel 
des  Punktes  a'  abbricht,  setzt  sieb  ohne  Ei 
das8  die  verlängerte  e'a'  eine  Asymptoti 
da  die  V-Projection  jeder  Mantellinie  eine  ' 
ist,  deren  BerQhrungspnnkt  desto  entfernt 
Winkel  gegen  o'o"  wächst,  die  e'a'  aber  i 
-den  grOssten  Winkel  gegen  o'o"  bildet,  so 


juf  ■        ■        ■'••.•  .-  ■  • 
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pimkt  am  weitesten  entfernt  liegen,  und  zwar  (weil  der  ümriss 
nicht  in  einem  wirklichen  Punkt  enden  kann)  unendlich  fem. 
Aehnliches  gilt  von  den  übrigen  Bögen  des  Umrisses. 

#ig.iio.  S)  Da  auch  in  o'o"  die  V-Projection  einer  Mantellinie  f&llt^ 
80  muss  der  vorhin  betrachtete  Bogen  U^  des  verticalen  Um- 
risses  die  o'o''  berühren.  Der  Berührungspunkt  ist  in  Fig.  110 
Endpunkt  der  Curve;  werden  aber  die  Mantellinien  auch  auf- 
wärts verlängert,  so  wendet  sich  jene  Curve  wieder  von  o'o'' 
ab,  um  einen  zweiten  Zweig  zu  bilden,  von  welchem  leicht  ein- 
zusehen ist,  dass  er  dem  ersten  Zweig  congruent  sein  und  zur 
Asymptote  die  V-Projection  v'x\.  derjenigen  Mantellinie  haben 
muss,  deren  H-Projection  in  die  Verlängerung  von  ÄO  fällt. 
Diese  Linie  v'x*  ist  aber  zugleich  auch  eine  Asymptote  für  den 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  o'o''  liegenden  unendlichen 
Bogen  ü^  des  verticalen  Umrisses. 

In  dieser  Art  überzeugt  man  sich,  dass  der  vollständige 
V-Umriss  der  Schraubenfläche  aus  unendlich  vielen  Aesten  besteht, 
welche  die  o*o*^  abwechselnd  von  der  linken  und  von  der  rechten 
Seite  her  berühren;  jeder  solche  Ast  hat  zwei  Asymptoten;  jede 
von  diesen  Asymptoten  ist  aber  zweien  Aesten  gemeinschaftlich, 
welche  nach  entgegengesetzten  Seiten  concav  sind;  sämmtliche 
Asymptoten  bilden  zwei  Systeme  von  Parallelen. 

?i«.i4a.  €)  Wird  die  Erzeugende  der  Schraubenfläche  nach  beiden 
Seiten  unbegrenzt  angenommen,  so  muss  sich  die  Fläche  selbst 
durchschneiden.  Denn  so  wie  die  Mantellinie  (ao..,  a'^'.J) 
der  in  derselben  h-projicirenden  Ebene  liegenden  Mantellinie 
(vo^v'x*)  im  Punkte  {s%s)  begegnet,  so  muss  auch  jede  andere 
Mantellinie  eine  entsprechende  schneiden,  welche  mit  ihr  und  mit 
der  Axe  in  einerlei  Ebene  liegt.  Lässt  man  nun  die  erweiterte 
Ebene  des  Dreiecks  OÄZ  mit  allen  in  ihr  liegenden  Linien  sich 
nach  dem  in  Nr.  340,  c  ausgesprochenen  Gesetze  bewegen,  so 
bleibt  sowohl  die  Linie  {ao^a'js')  als  die  Linie  (vo.v'x')  auf  der 
Schraubenfläche,  folglich  auch  ihr  Schnittpunkt  {s^s%  und  dieser 
Punkt  beschreibt  also  die  Curve,  welche  einen  Selbstdurchschnitt  der 
Fläche  vorstellt;  .diese  Curve  ist  aber  (Nr.  340,  c)  eine  Schrauben- 
linie, welche  mit  der  leitenden  Schraubenlinie  (aaiUg..,  a'Q'o"..) 
Axe  und  Ganghöhe  gemein  hat. 
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Von  den  in  der  verticalen  Ebene  av,.  liegenden  Mantel- 
linien schneiden  sich  noch  (ao,a'V)  und  ivo..yV'x\,)  in  {r\r)y 
(ao..,  a"£r"..)  u.  (vo,t;'V)  in  (5",s),  {ao,a'''^'*)  u.  (t;o..,t;"fl?"..) 
in  (r'^r)^  u.  s.  f.;  alle  diese  Punkte  aber  beschreiben  nur  eine 
und  dieselbe  Schraubenlinie,  weil  die  {vo^v'x")  während  ihrer 
Bewegung  nach  und  nach  mit  allen  den  genannten  Mantellinien 
zusammenftUt ,  und  also  der  Punkt  (5,5'),  welcher  von  (o^x') 
immer  einerlei  Entfernung  s*oi^  behält,  nach  und  nach  in  die 
Lagen  (r,r%  (s,s'%  (r,r'%,.,  kommen  muss.* 

Dagegen  schneidet  die  (ao..,  a'z' ..)  alle  mit  {vo^v'x')  pa- 
rallelen Mantellinien  in  Punkten,  denen  verschiedene  Schrauben- 
linien entsprechen;  woraus  man  sieht,  dass  die  endloß  erweiterte 
Schraubenfläche  sich  in  unendlich  vielen  Schraubenlinien  durch- 
iichneidet,  welche  aber  sämmtlich  in  der  Ganghöhe  und  der  Lage 
der  Axe  übereinstimmen. 

Will  man  eine  solche  Schraubenlinie,  etwa  die  innerste, 
zeichnen,  so  projicirt  man  beliebig  oft  zwei  Mantellinien  welche 
«ine  gemeinschaftliche  H-Projection  haben,  bemerkt  den  Schnitt- 
punkt für  jedes  Paar,  und  verbindet  diese  Schnittpunkte.  Auf 
diese  Art  ist  die  Fig.  143  hergestellt,  wobei  man,  zu  leichterer 
Uebersicht,  den  h-projicirenden  Cylinder  der  leitenden  Schrauben- 
linie als  Orenze  für  die  Schraubenfläche  angenommen  hat. 


*  Die  Gerade,  welche  die  Schranbenfläche  beschreibt,  schneidet  also  eine 
Schraubenlinie  zweimal  und  begegnet  zugleich  der  Axe  dieser  Schranbenlinie; 
hierin  ist  abermals  eine  neue  Erzeognngsart  der  Fläche  gegeben.  Da  femer 
«nf  der  erzeugenden  Geraden  die  beiderseits  von  dieser  Schranbenlinie  begrenzte 
Strecke  während  ihrer  Bewegung  von  constanter  Länge  bleibt,  so  erscheint 
die  Schraubenfläche  als  ein  besonderer  FaU  der  in  Nr.  339,  8  angeführten 
Fläche  (wenn  man  dort  von  der  willkürlichen  Beschränkung  absieht,  dass 
die  Erzeugende  kleiner  als  die  Ganghohe  sein  soll.) 


Anhang. 


In  Nr.  211,  Nr.  212,  Nr.  418  und  Nr.  438  si 
obae  nUiere  B^rÜDdung  angeführt  worden.  Ihre  1 
melu'  mathematische  Kenntnisse  erfordern  als  in 
Toransgesetzt  oder  entwickelt  sind,  finden  sich  hie 
zusammei^stellt. 


I. 

1  Nr.  211,5.)  Genäherte  Bectificatioi 
bogens.  —  1)  Der  Dan 
so  verlängert,  dass  CF  i 
gleich  ist    Setzt  man  < 


KS^. 


r«n  M 

=  iir+r<ios^yigtli 

AE  = 

Srtgy, 

Srnita 

Da 

mm 

sm  u  =  a> 

-S* 

„6           .7 

««»=1 

-i- 

so 

findet 

man  durch  Diviflion: 

r 

2.1. 

'-TU 

S.5.1  , 
3.71-+   •■ 

180         1512  ^  ■■ 
Also  weicht  AE  von  der  Bectification  des  B 
wenig  ab,  so  lange  m  <  1  bleibt. 

Ist  w  =  1  oder  wenig  von  1  verschieden,  so 
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gleich  dem  nten  Theil  von  Ab  nnd  mache  CF 
Mittelpunkt  des  Ereisee  bedeatet).    Dann  ist 
Ab  =  r(l-cosa),     CF-^Op  =  ^{n- 
rsinw=Fb.tffyj  =  ^[2n~\  +  (n+l 

AE  =  AF.fg^f,=  ;(3"-l  +  «»»)'^~ 
^  ^        2n— l4-(m-l)aMo> 
ÄE      (3w— 1)  ain  m+  Vg  sin2m 

T     ~     2n— l  +  (n  +  l)«wo      ' 

Entwickelt  man  sin  a,  cos  ai  and  sin  2u  in  Beili 
den  erforderlichen  Keductionen  die  Division  aui 
AE  _     _  2(n— 5)    j  _  2.5(n'  — 7)«.' 
r     ~"        S«.5!    "  3«2.7! 

Da  somit  fGr  jeden  Werth  von  n  die  dritte  I 
Wlt,  wird,  so  lange  <■)  nicht  >  1  iat,  der  ] 
welchen  Pnnkt  der  Strecke  Ab  man  auch  f^i 
Fär  n  =  5  kommt 

AE  _    _  _«^        17  a»  _ 
r    ~"      2100 ■*"  126000  ' 

SO  dass  der  theoretische  Fehler  bei  m  <  1  oder  t 
Belai^  iat  mid  selbst  noch  für  solche  Werthe  i 
Wen^es  grGsser  als  1  sind,  nicht  betrSchtlich 
2)  Ist  0  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  W. 
W.DOC=y,  80  ist,  wie  leicht  zu  er-» 
weisen,  auch  W.  DFO  =  g,.    Man  hat  H 
also,  wenn  AES.AO  errichtet  wird  und  r  L 
den  Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet: 

AE  =  {r  +  Zr  cos gi)  tg gi  =  r  {tg if,  + 

_  »8  2.mS  17 

Dannn        tg  g,  =  ^+ -^  + -^  +  ^^ 

so  ist     ig<f>  +  2sm(p  =  Bg,+-^  +  Y^  +  ... 

—  "'-*-  20:3*  "*■  SöTs«  "^  ■ 

also  ^£  =  ,«  +  ^(^  +  ^ 

Mitbin  ist  AE  stets  grosser  als  der  Bt^en  . 


>  erweist  eich  al>er  zugleich  als  unerheblich,  solange 

bt  (oder,  in  Graden  ausgedrückt,  den  Werth  57,3<* 

ht). 

oder  91  in  Graden  g^eben,  so  berechnet  sich  dieser 

I  91  (d.  i.  der  Fehler,  den  man  begebt,  wenn  man  AE 

aoauen  Lftnge  S9  des  Bi^ns  AB  nimmt)  direct  nach 

\  =  [tg  ip -h  2  sintp  —  'l^ ) •*!     *•■  l>eträgt 

=  12«:         0,0000003. r       oder      0,0000014.33 

=  30»:  0,000025. f         ,  0,000047.8 


=  57018':    0,000717. f 


=  60«; 
=  75» 
=  90" 


0,000717.39 
0,000874.39 
0,00195 .  S 
0,00417.39 


0,0ü0913.r 

0,00255.  r 

0,00655,  r 

Sber  den  Anforderungen,  welche  man  an  die  Genan^- 
liscber  Arbeiten  stellen  kann,  ist  selbst. im  letzten 
•^ßsß  des  Fehlers  nicht  sehr  bedent«nd.  Man  könnte 
erlauben,  bei  m&ssiger  Grösse  von  r  die  Construction 
1  den  Yiertelskreis  auszudehnen. 


n. 

r.  212.)  Genäherte  Rectification  eines  beliebi- 
enbogeas.  —  Ist  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkeliges 
isystem  die  Gleichung  einer  Cnrre  C  gegeben,  und 
gen  s  derselben,  welcher  zwischen  der  Ordinatenaxe 
r  Absdsse  a  gehörigen  Ordinate  liegt,  rectificirt  wer- 
;  man 


s=  I sec^  .dx. 


en  Terändedicben  Winkel  der  Curve  g^en  die  Ab- 
bezeicbnet.  Setzt  man  a  sec  g>=^T,  so  nimmt  die 
tel  die  Gestalt 


=  fT.  dx 
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an,  uod  drückt  folgenden  Satz  ans :  Das  Bechteck  aus  dem  recti- 
ficirteo  Bogen  und  der  Abscisse  a  hat  gleichen  Inhalt  mit  dem 
Flächenraum  F  zwischen  den  beiden  Coordinatenaxen,  der  zu  a 
gebörigeo  Ordinate  und  einer  Carre  C'o,  welche  man  erhalt,  wenn 
man  jede    Ordinate  des  ursprünglichen  Corvoibt^ens  oiit  dem 
zwischen  die  Grenzordinaten  fallenden  Stück  seiner  durch  den  be- 
treffeaden  Funkt  gelten  Tangente  vertauscht.    Hiemi 
sieb  für  die  genäherte  IlectiScation  eiues  Bogens  die  Simps 
Begel  benutzen;  denn  verwandelt  man  mittels  dieser  R^ 
ungsweise  die  Fläche  F  in  ein  Bechteck  mit  der  Seit« 
die  andere  Seite  dieses  Rechtecks  als  Bectificatiou  des 
zu  nehmen. 

Wenn  a  nicht  zu  gross  angenommea  wurde,  kann  : 
bei  Anwendung  der  Simpson'scben  Formel  mit  einer  Thei 
Strecke  a  in  blos  zwei  gleiche  Theile  begnügen.  Die 
verde  von  der  Ordinatenaxe  im  Funkte  By  von  der  z 
h&rigen  Ordinate  in  A,  von  der  mittleren  (durch  den  Ha 
punkt  von  a  gehenden)  Ordinate  in  M  geschnitten ;  die  N 
der  Curve  C  gegen  die  Abscissenaxe  in  den  Funkten 
seien  beziehungsweise  ^ig,  ^i,  y^.  Setzt  man  a  see  q 
o  See  <pi  =;  Yi,    asee  yi=  Ts,  80  hat  man 

F=^iYt+4Y,  +  Yt)  =  sa. 

Ist  die  Curve  C  eine  Farabel,  deren  Axe  den  Ordinaten 
liegt,  so  fällt  der  Schnittpunkt  T  der  durch  A  und  B  g 
Tangenten  auf  die  Ordinate  von  Jf,  und  die  durch  M 
Tangente  ist  der  Sehne  AB  parallel;  es  ist  also  Fq 
Y^^2AZ    ri  =  AB;  folglich 

_  AT+BT-\-2AB 

S—  3         -     -■ 

In  diesem  Falle  wird  also  der  dem  Näherangsresultat  ai 
Fehler  nur  aus  der  Abweichung  zwischen  dem  strengen 
von  F  und  dem  durch  Simpson's  Formel  gelieferten  We 
springen  können.*    Ist  aber  C  irgend  eine  andere  Curve, 

*  Dabei  ist  die  Curve  C^  eine  Hyperbel.  Denkt  raui  siel 
dnch  den  Scheitel  der  Parabel  0  zwei  neue  CoordinateDueD,  pu&l 
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Durch  die  y-Axe  werde  eine  Ebene  E  unter  dem  Neigungs- 
winkel €p  gegen  die  XF-Ebene  gelegt.  Für  den  Schnitt  dieser 
Ebene  und  des  Wulstes  findet  man  die  Gleichung,  wenn  man  das 
Goordinatensystem  um  die  F-Axe  bis  zum  Zusammenfallen  der 
XF-Ebene  mit  der  E  gedreht  denkt  und  dann  das  neue  z  Null 
werden  lässt;  man  hat  demnach  in  der  obigen  Oleichung  des 
Wulstes 

X=x  cos  (p^         Z=xsin(p^         Y=y 
zn  setzen  und  erhält 

Soll  die  Ebene  E  den  Wulst  berühren,  so  muss  in  der  a:^-Ebene 
ihre  Spur  den  erzeugenden  Kreis  berühren,  also  r  =  R  sin  ^  sein. 
Dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

^2  +  y^  —  (R^  -h  r2)  =  ±  2ryil^  —  xK 

Durch  Quadriren  ergibt  sich 

(ic2 -H  2/2)  2  4.  (JB2  __  yS)  2  _  2  (E2  _H  ^2)  (^2  ^  ^2)  4.  4^.2^2  ^  0, 

und  wenn  man  beiderseits  Ar^y^  addirt: 

[(x^-hy^)  —  (R^—r^)y=ir^y^ 
x^-hy^  —  {R2  — r2)  =  ±  2ry 
oder  a;2-f-(y  q:r)2  =  JB2. 

Der  Schnitt  besteht  also  aus  zwei  Kreisen  vom  Halbmesser  JB; 
die  Mittelpunkte  liegen  auf  der  y-Axe  in  den  Entfernungen  r 
und  — r  vom  Coordinatenursprung. 

Die  beiden  Kreise  schneiden  sich  auf  der  ^-Axe  in  Punkten, 

welche  vom  Coordinatenursprung  zu  beiden  Seiten  umVJR^ — r* 
abstehen.  Diess  sind  aber  die  Punkte,  in  denen  der  Wulst  von 
der  Ebene  E  berührt  wird. 


IV. 

(Zu  Nr.  438,  f.)  Lehrsatz.  Die  Durchschnittscurve 
zwischen  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  eine 
gemeinschaftliche  Hauptebene  haben,  projicirt  sich  auf 
diese  Hauptebene  in  eine  Linie  zweiter  Ordnung. 

Beweis.    Wählt  man  die  gemeinschaftliche  Hauptebene  zur 


■  dr  Mi«  i\    I 


i 
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iCir-Ebene  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems,  so  kommt  y 
in  den  Gleichungen  beider  Flächen  nur  in  der  zweiten  Potenz 
vor.  Beide  Gleichungen  lassen  sich  daher  ganz  allgemein  unter 
den  Formen 

y2  --  ^^2  ^  biz^-hcixjs  -H  dix  -heia-hfi 

geben.  Die  Gleichung  für  die  Curve,  welche  der  Projection.  des 
Flächendurchschnitts  auf  der  iP£r-Ebene  entspricht , ,  findet  man 
durch  Elimination  von  y  aus  den  beiden  vorigen  Gleichungen; 

man  erhält  (wenn  oi  —  02  =  a.     &i  —  Jg  =  6» gesetzt  wird) : 

ax^  -h  6^*  4-  cx£;  -h  dx  -h  eis  -h  f=0 
und  diese  Gleichung  gehört  einer  Linie  zweiter  Ordnung  an. 

Bemerkungen.  —  1)  Bei  dem  ersten  Beispiel,  an  welchem  der  Lehrsatz 
zur  Geltung  kommt,  nämlich  in  Fig.  137  (zu  Nr.  442) >  zerfäUt  die  Projec- 
tion  in  drei  Bogen  einer  Hyperbel,  von  denen  der  eine  in  ä^^  beginnt  mid  Aber 
y*  sich  endlos  fortsetzt,  der  zweite  in  a^  und  a^^  begrenzt  ist,  der  dritte  (nach 
einer  Lücke  zwischen  a^  und  a^^)  von  a^  an  über  x'  hinaas  in*s  Unendliche 
läuft.    Das  zweite  Beispiel,  Fig.  140  (zu  Nr.  456),  zeigt  die  Projection  als 
einen  plötzlich  abbrechenden  Ourvenbogen.  Ein  drittes  Beispiel  liefert  Fig.  147 
(zu  Nr.  449),  da  auch  hier  die  Grundebene  FOF*  eine  gemeinsame  Haupt-   . 
ebene  der  Kugel  um  0  und  des  Kegels  SOS'  ist;  die  Projection  ergibt  zwei 
congruente  EUipsenbögen  SpS\  8ik)S^    Man  ersieht  hieraus,  dass  die  oben' 
erhaltene  Gleichung  nicht  so  zu  verstehen  ist,  *als  müsse  jeder  ihr  genügende 
Punkt  zur  Projection  gehören;  die  Gleichung  will  in  ihrer  Beziehung  auf 
den  Lehrsatz  nur  sagen,  dass,   wenn  die  Projection  als  ein  abgegrenzter 
Bogen  erscheint  oder  aus  mehreren  getrennt  liegenden  Bögen  besteht  (vgL 
Nr.  272),  ein  solcher  Bogen  immer  von  der  durch  die  Gleichung  ausgedrückten 
vollständigen  Curve  aufgenommen  werden  muss.    (Ein  beliebig  abgegrenztes 
Stück  einer  stetigen  Linie  lässt  sich  überhaupt  nicht  direct  in  einer  Gleich- 
ung ausdrücken.) 

2)  Bekanntlich  kann  in  der  Ebene  eine  Gleichung  von  obiger  Form  bei 
gewissen  Relationen  zwischen  ihren  Coefficienten  auch  zwei  in  Yerbinduag 
gedachte  gerade  Linien  bedeuten,  welche  dann  die  Curve  zweiter  Ordnung 
vertreten.  Wo  diess  erfolgt,  hat  sich  die  Durchschnittscurve  (weil  ihr  proji* 
cirender  Cy linder  in  zwei  Ebenen  übergegangen  ist)  in  zwei  ebene  Aeste 
aufgelöst,  deren  jeder  für  sich  also  eine  Linie  zweiter  Ordnung  darsteUt. 


